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Permutations  et  Combinaisons,  f 
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475.  Lorsque  des  termes  sont  composés  de  lettres  semblât 
blés  ou  différentes,  placées  dans  divers  ordres,  nous  nomme- 
rons ces  assemblages  des  Arrangement , ou  des  Permutations ; 
mais  si  l’une  de  ces  lettres  au  moins  est  différente  dans  chaque 
terme  , et  qu’on  n’ait  point  égard  aux  rangs  des  lettres,  ces 
termes  seront  des  Combinaisons  (*).  Ainsi  abc,  bac,  cba,  bca, 
sont  4 permutations,  et  abc , abd , bcd,  acd,  4 combinaisons 
3 à 3. 


{*)  Les  combinaisons  sont  aussi  appelées  Produits  différent  ; nous  rejetons 
cette  expression  défectueuse  ; car  ai  et  cd , qui  sont  les  combinaisons  diffé- 
rentes de  deux  lettres , peuvent  cependant  former  des  produits  égaux,  comme 
3x8=6x4=12X2.  On  a distingué  aussi  les  permutations  des  arrangement , 
réservant  le  icr  nom  uux  arrangemens  de  p lettres  entre  elles,  ou  p à p : niais 
cette  distinction  n’a  aucun  but  utile , et  nous  n'en  ferons  pas  usage , non  plus 
que  de  plusieurs  antres  dénominations. 
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ALGÈBRE., 

Pour  désigner  le  nombre  des  permutations  qu’on  peut  faire 
avec  m lettres,  eu  les  prenant p à p,  nous  écrirons  j le 

nombre  des  combinaisons  sera  indiqué  par  [ mCp ]. 

Proposons-nous  de  trouver  le  nombre  y de  toutes  les  permuta- 
tions de  m lettres  prises  p à p,  ou_y  = [mPp].  Considérons  d’a-* 
bord  les  arrangemens  qui  commencent  par  une  lettre  telle  que  a, 
mais  qui  différent , soit  par  quelque  autre  lettre  à droite  de  a? 
soit  seulement  par  l’ordre  suivant  lequel  elles  sont  rangées.  Si 
l’on  supprime  cette  initiale  a,  on  aura  un  égal  nombre  d’assem- 
blages de  p — i lettres;  ce  seront  visiblement  tous  les  arran- 
gemens possibles  des  m — i autres  lettres  b,c,d ...,  prises/J — i 
ensemble;  désignons-en  le  nombre  par  $>=[("* — 0 P(,p — i ]• 
Donc  si  l’on  prend  jjB  rn  ■ r C,  d...t  qu  on  forme  avec 

elles  toutes  les  permutations  p — i kp  — i,  qu 'enfin  on  place 
a en  tète  de  chaque  terme,  on  aura  toutes  celles  des  permuta- 
tions p kp  qui  ont  a pour  initiale.  En  effet,  pour  que  l’une  de 
celles-ci  fût  omise  ou  répétée  plusieurs  fois,  il  faudrait  qu’après 
y avoir  supprimé  a,  qui  est  en  tête,  les  assemblages  restans 
présentassent  la  même  erreur , et  que  quelque  permutation 
p—ikp — i des  lettres  b,  c,  d...  fût  elle-même  omise  ou  ré- 
pétée; ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Il  y a donc  autant  d’arrangemens  de  m — i lettres  prises 
p __  , &p  — i,  que  d’arrangemens  de  m lettres  p kp,  où  a est 
initial  : soit  <p  ce  nombre.  Or,  si  l’on  raisonne  pour  b comme  on 
a fait  pour  a,  on  trouvera  de  même  tp  permutations  qui  com- 
mencent par  b't  il  y en  a <p  qui  ont  c en  tête,  etc...;  et  comme 
chaque  lettre  doit  être  initiale  à son  tour,  le  nombre  cherché 
y eat  composé  d’autant  de  fois  <p  qu’il  y a de  lettres , 
jy=mp,  ou  [mPp]  — m.  [(m — \)  P (p — *)]- 

11  suit  de  là  que,  i°.  pour  obtenir  le  nombre  y'  d’arrange- 
mens de  m lettres  2 à a,  (p  est  alors  le  nombre  d’arrangemens 
de  m — i lettres  prises  i à i , ouip  —m — ijdoncj'  =m(m  i). 

a».  Si  l’on  veut  le  nombre  f d’arrangemens  de  m lettres  3 à 3, 
p est  3,  et  (p  désigne  la  quotité  d’arraugemens  de  m — i lettres 
a à 2,  quotité  qu’on  tire  dey  en  changeant  m en  m i ; 
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? = '>—')  (»»— 2);  d’où.j.;"=77?  (m  — i)  (m  — 2). 

3°.  On  trouve  de  même  pour  le  nombre  des  arrangemens  \ à tj , 
r,v  = m (m  — i)  (m  — 2)  (m—  3),  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  visible  que  pour  passer  de  l’une  de  ces  équ.  à la  sui- 
vante, il  faut  y changer  m en  m — 1,  puis  multiplier  par  m-,  ce 
qui  revient  à joindre  aux  facteurs  m,  m~ i l’entier  qui  suit 
le  dernier  de  ces  nombres;  ainsi,  pour  p lettres,  ce  dernier  mul- 
tiplicateur sera  m — (p — 1),  d’où 

— . x(m  — p + ,)...  (,); 

le  nombre  des  facteurs  est  p.  C’est  ainsi  que  9 choses  peuvent 
se  permuter  | à 4 d’autant  de  façons  différentes  qu’il  est  mar- 
qué par  le  produit  des  4 facteurs  9.  8.  7.  6.  = [9P4]  = 3o24; 
c’est  le  nombre  de  manières  dont  9 personnes  peuvent  occuper 
4 places.  Les  arrangemens  de  m choses  1 à 1 et  a à 2 réunis 
sont  en  nombre  m -f-  m (m  — i)  — m\ 

En  faisant  m =/»,  011  obtient  le  nombre  z,  d’arraugemens  de 
p lettres/»  à/»,  toutes  les  p lettres  entrant  dans  chaque  terme, 

z=[pPp]=P(p—  0-3.  2. 1 = 1. 2. 3. 4.. ./»...  (2).' 

Le  nombre  d’arrangemens  des  7 notes  de  la  gamme  musicale  est 
1.2.3...  7=5o4o  : en  comptant  les  demi-tons,  on  11479  00 1 (ioo. 

476.  Cherchons  le  nombre  x des  combinaisons  différentes  de  m 
lettres  prises  p«p,  ou  xé=[mCp],  Supposons  ces*  combinaisons 
effectuées,  et  écrites  successivement  sur  une  ligne  horizontale  : 
inscrivons  au-dessous  de  la  irc  toutes  les  permutations  des  p 
lettres  qui  s’y  trouvent,  et  nous  aurons  une  colonne  verticale  for- 
mée de  z termes  (équ  2).  Le  second  terme  de  la  ligne  horizon- 
tale donnera  de  même  une  colonne  verticale  de  z 1er  mes  compo- 
sant toutes  les  permutations  des/»  lettres  qui  y sont  comprises,  et 
dontune  lettre  au  moins  est  différente  de  ccllesqui  entrent  daus 
la  combinaison  déjà  traitée.  La  3e  combinaison  donnera  aussi  z 
termes  difTérens  desautres,  etc.  On  formera  donc  ainsi  un  tableau 
composé  de  x colonnes,  ayant  chacune  z tèrines;  en  tout  xz  ré- 
sultats, qui  constituent  yisiblement  lousles.arraugcmens  possi- 
bles de  nos  m lettres  prisés/»  à/», sans  q u’aucuàîsoir  omis  ni  répPVé. 
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Le  nombre  de  ceux-ci  étant  (e'qu.  i ),  on  axt=j',  d’où 
r [mPp  ] 


■*  ifPpy 


savoir 


r r.  -,  m m 
x—  [ ,nCp]  = -. 


— i m — 2 


X 


m — p + i 


(3). 


’a  3 p 

Lese'qu.  i et  2 étant  composées  chacune  dep facteurs,  l’équa.(3) 
en  a aussi  p , qui  sont  des  fractions  dont  les  termes  sont  entiers 
et  suivent  l’ordre  naturel,  décroissans  à partir  de  m pour  le  nu- 
mérateur, et  croissans  jusqu’à pour  le  dénominateur.  Comme, 
par  sa  nature,  x doit  être  un  nombre  entier,  la  formule  (1)  doit 
éire  exactement  divisible  par  (2)  : au  reste,  c’est  ce  qu’on  pour- 
rait prouver  directement. 

477.  On  a — 


[mCq\  = x — — 


m — 2 


m—q+i 


3 q 

Soit  p > q,  tous  les  facteurs  de  celte  équ.  entrent  dans  l’équ. 
(3),  qu’on  peut  par  conséquent  écrire 

, ni  — q m. — q — 1 m —p+i 

X — X • 1 • • • 

q 1 q -f-  2 v p 

I.  Cberclions  d’abord  s’il  se  peut  que  x = x'  : il  est  clair 
qu’il  faut  que  le  produit  de  toutes  ces  fractions  se  réduise  à 1 , 
ou  que  les  numérateurs  forment  le  même  produit  que  les  dé- 
nominateurs; si  l’on  prend  ceux-ci  en  ordre  inverse,  on  a 

(m—q)  (m  — <7—1)  ...  =p  (/>—  1)  . . . (q+  1). 

Or,  ces  deux  membres  admettent  un  égal  nombre  de  facteurs 
continus  et  décroissans;  si  chaque  facteur  d’une  part  n'était  pas 
égal  à celui  qui  a même  rang  de  l’autre  part,  l’égalité  serait 
impossible,  puisque,  suppression  faite  des  facteurs  communs, 
iLresterait  des  facteurs  tous  plus  grands  d’un  côté  que  de  l’autra 
et  eu  pareil  nombre.  Ainsi,  cette  équ.  exige  quem  — q=p,  pour 
que  x = x'  ; de  là  ce  théorème  : 

V 

[ mCp ] = \_mCq']  quand  .m=p  -f-  q. 


100  lettres  prises  88  à 88,  et  prises  12  à 12, 


donnent  un  égal 


< «■ 

■% 
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nombre  de  combinaisons;  el,  en  effet,  [100  C88]  a pour  nuinér. 
ioo.g9...89.88...i3,  et  pour  de'nom.  1. 2. 3... «2. i3.. .88;  sup- 
primant les  facteurs  communs  i3.  i\.  i5 88,  il  reste 

l-0°-99  --89__  ioq  q ,a  cette  remarque  sert  à rendre  plus  fa- 

1 .2.0,» . I 2 

ciles  les  calculs  de  la  formule  (3),  quand  p~>  t,  m.  On  a plu- 
tôt trouvé  ioo  C 4 que  100  Cg6  = 3 921  225. 

Concluons  de  là  que  si  l’on  écrit  successivement  les  nombres 

de  combinaisons  de  m lettres  i à 1 , 2 à 2 , 3 à 3 , les 

memes  valeurs  se  reproduiront  en  ordre  rétrograde  au-delà  du 
terme  du  milieu.  Par  ex.,  pour  8 lettres,  ces  nombres  sont 
8,  28,  56,  70,  56,  28,  8.  (Voy . le  tableau  ci-après.) 

II.  Supposons  q —p  — 1 ; x n’a  qu’un  seul  facteur  de  plus 
que  x' , et  l’on  a 

x = .r'.— ~^~-1 , ou  [mCp~\—[mC{p — 1)].  (4). 

i°.  O11  en  tire  cette  règle,  qui  sert  à déduire  successivement  les 
unes  des  autres  les  quotités  de  combinaisons  de  m lettres  1 à 1 , 

m— 1-2 
»* 


2 à 2 , 3 à 3 . . Écrivez  les  fractions  ÿ‘.‘“  ^ 


-...et  mul- 


tipliez chacune  par  le  produit  de  toutes  les  précédentes . Par 
ex.,  pour  8 lettres  à combiner,  on  écrit  f,  |,  et  l’on  a 
8 ; 8 X \ = 28;  28  X | = 56. . . ; c’est  ainsi  qu’on  trouve  que  8 
numéros  de  la  loterie  forment  8 extraits,  28  ambes,  56  ternes, 
70  quaternes  et56  quines.  Les  90  numéros  donnentgo extraits, 
4oo5  ambes,  1 17  480  ternes,  2 555  190  quaternes,  43  g4g  268 
quines.  ‘ 

20.  Nosfacteurssuccessifsm,  — , — 5— -, . . . ont  des  numé- 

2 0 

rateurs  décroissans  et  des  dénomianteurs  croissans  : tant  que  ces 
fractions  sont  > 1,  le  produit  augmente;  il  va  en  diminuant, 
dès  que  le  rang  i du  terme  est  tel  qu’on  ait 

m—i+i  , m+i 

; < 1,  dou 


y 
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* et  nous  savons  qu’on  retrouve  les  mêmes  produits  eti  sens  ré- 
trograde. 

r i"  Cas,  ni  pair  = 2«  : on,  a « +■;»  ainsi  les  ternies 

' . «4-1 

croissent  jusqu’au  rang  * = « , où  le  dernier  facteur  est  : 

ce  ternie  est  [ m C | m ],  ou 

,,  2 a.(l  et  I )....(«+  I ) (*  + 0 (*  "+■*)  ••••** 

M=  a.  3 « 

* 

On  écrit  au  dénominateur  la  suite  naturelle  i.2.3....«»  et 
on  la  continue  au  numérateur  jusqu’à  2«.  Complétons  le 
numérateur  par  les  facteurs  i .2.3. . . .«, 


M 


I .2.3.4- 


.2a 


or  les  facteurs  pairs  qui,  en  haut,  sont  en  rangs  alternatifs  sont 
2.4.6...2*  = 2*Xi>2.3.4...*,)  donc  enfin  le  plus  grand 
terme , ou  celui  du  milieu  , est 

M — - [m  C-  m]  = 

L 2 I .2.3-4  • • • • i m 

2e  Cas , m impair z=  2 « -f-  1 • La  condition  indiquée  de- 
vient 1 > « 4 1 ; ainsi  les  termes  ne  décroissent  que  si  le  rang 
t dépasse  « 4 1;  et  comme,  pour  ce  rang,  le  dernier  facteur  se 

réduit  à = 1 , ce  terme  est  égal  au  précédent,  eu  sorte 

qu’il  se  répète  aux  rangs  «4"  1 et  *-»  ou  4 (m  — 0-  Faisons 
donc  i — a et  nous  aurons  pour  les  deux  termes  du  milieu , 
qui  sont  les  plus  grands  [mCj(m±  1)] 

(î«+!)a<....s  + 2 (“  -I-  2)  («4~  3)  ■ . (2*4~  0. 

"%Mss*  1.2.  3 — t.2.3...* 

En  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouve 

. i.3. 5. 7 ...m 

C’est  ainsi  que  les  plus  grands  nombres  de  combinaisons  qu  on 


• / V*. 


* «a 
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puisse  faire  avec  18  el  avec  19  lettres  sont 

£18  £9]  = 29  X 1 ■3'4— — = 48620; 
* ■ 1.2.3 9 

[.9c9]=»»x^|^2=9!3,8i 


A/: 


du  reste  chacun  des  nombres  de  combinaisons  doit  toujours 
être  entier. 

3°.  L’équ.  (4)  donne  aussi  " ••  '■'*  , jj 

, t „ . , 01-}- 1 wj  4-1  m m — 11  -f  2 

x + x = x . ■■■T-  — — - . — . . . -£— ! — , 

P t*  2.  . p . 

•\r*  . . ?• 

à cause  de  l’équ.  n°  477  et  de  q =s:p  — 1;  ce  2*  membre,  com- 
paré à l’équ.  (3) 4 donne 


■v.r 


*r 

t 


0+0  Cp]  = [mCp-]  4-  [_mC{p  - I)].  ' * , 

Cette  relation  apprend  à déduire,  par  une  simple  addition, 
les  combinaisons  de  wi  4-  1 lettres  de  celles  de  m lettres;  c’est 
ainsi  que  dans  le  tableau  suivant,  qu’on  nomme  le  Triangle 
arithmétique  de  Pascal,  chaque  nombre  est  la  somme  des  deux 
termes  correspondons  de  la  ligne  précédente.  Ainsi  on  a 

. ‘ 7*  ligne...  1,  7,  ai,  35,  35,  ai,  7,  1. 

Port  composer  la  8'  ligne , on  fera  1 4-7=8,  74*21=  28, 

21  4-  35  = 56,  35  4-  35  = 70^  etc. . . 

■ Celte  loi  explique  le  retour  des  mêmes  termes  en  sens  in- 

verse, puisqu’il  suffit  qu’il  ait  lieu  dans  une  ligne  pour  qu’il 
se  trouve  aussi  dans  la  suivante.  Du  reste,  nous  savons  déduire 
' les  termes  d’une  même  ligne  les  uns  des  autres,  et  de  proche 
en  proche  (t°.)  , ou  à M’aide  des  termes  de  la  ligne  qui  pré- 
cède (3°.),  ou  enfin  directement  à l’aide  de  l’équ.  (3)^qui  eu 
est  le  ternie  général, 
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III.  Soient  i,  m,  a , b,  c. . . . b,  a,  m,  i,  les  nombres  d’une 
ligne;  ceux  de  la  suivante  (3°.)  sont  i,  t *”+a,  a+4... 
a -+-m,  m 4-  i,  i : la  somme  des  termes  de  rangs  pairs  est. . . 
i + m-\-a-\-b....+m-\-i,  la  même  que  ceux  de  rangs 
impairs,  et  aussi  que  la  somme  des  termes  de  la  ligne  préce'dente. 
En  ajoutant  tous  les  termes  de  la  ligne  m-f-  ■ ,on  a donc  le  double 
de  la  somme  de  la  ligne  m.  Or,  la  2*  ligne  du  tableau  est 
i + 2 + 1 = 4 = 2>  > donc  les  lignes  suivantes  ont  pour  somme 
21,  a* . . . 2*.  Ainsi,  la  somme  des  combinaisons  de  m lettres  est 
a-,"  celle  des  termes  de  rangs,  soit  pairs,  soit  impairs , est  21"'1, 
somme  qu’on  trouve  pour  les  combinaisons  de  m — i lettres. 

4.78.  Partageons  les  m lettres  a,  b,  c,d. . . en  deux  ordres,  les 
unes  en  nombre  m , les  autres  en  nombre  m",  (m=  m'  -f-  m ")  ; 
puis  cherchons  toutes  les  combinaisons p bp  formées  de p'  des 
premières  lettres  jointes  avec  p’  des  autres  (p=p'+p"). Pour 
cela  faisons  toutes  les  combinaisons  des  1 '**/»'  à p',  et  celles  des 
dernières  p"  à />';  le  nombre  en  sera  m'Cp'  et  m"Cp";  accou- 
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pions  chacun  des  i"*  résultats  à chacun  des  seconds;  p fac- 
teurs d’une  part,  réunis  à p"  de  l’autre,  formeront  p facteurs; 
et  il  est  visible  que  ces  systèmes  accompliront  tous  ceux  qu’on 
cherche.  Leur  nombre  est  donc 

,Y=  [ m'Cp ']  X [rn''Cp"\ . . . (5). 

I.  Dans  combien  de  combinaisons  des  m lettres  a,  b , c. . . . 
entre  la  lettre  al  m'  —p'  = i,  et  X—(m — i)  C(p  — i). 

II.  Combien decombinaisonscnnlicnneutusansô,  ctô  sansa? 
m'  = 2,  p’  — i ; d’où  A"  = i X [(m  — a)  C (p  — i)]. 

III.  Combien  renferment  a et  b ensemble?  m—p'-=:i, 
X = (m  — i)  C{p  — 2). 

IV.  Combien  ne  contiennent  ni  a,  ni  bl  m—i,p  — o et 
X = (m  — a)  Cp. 

V.  Sur  les  combinaisons  de  m lettres  php,  combien  en  est-il 
qui  contiennent  deux  des  3 lettres  a,  b , cl  m'  e=  3 , p'  = 2 , 
A=3x[(m_3)C(/>-2)]. 

VI.  Les  combinaisons  de  iolettres4à4sonten  nombre  210  : 
si  l’on  distingue  trois  lettres  a,  b,  c , on  peut  demander  com- 
bien il  y a de  ces  combinaisons  qui  ne  contiennent  aucune  de 
ces  trois  lettres,  combien  en  renferment  une  seule,  combien  2, 
combien  toutes  les  trois  ensemble  : on  trouve 

i°.  Aucune  des  trois  lettres. . . 3C0.7C4  = 1 x 35  = 35 

a°.  Une  seule 3C1.7C3  = 3 x 35  = to5  . 

3°.  Deux 3 C2.7C2  = 3 * 11  = 63 

4°.  Toutes  les  trois 3C3.7C1  = 1x7=  7 

Nombre  total  des  combinaisons.. . . : 210 

Quant  aux  permutations  de  m lettres  p à p,  qui  contien- 
nent p'  lettres  prises  parmi  m'  qu’on  a désignées,  leur  nombre 
Y = X X 1 .2.3. ...  p.  En  effet,  il  suffit  de  prendre  chacune 
des  X combinaisons , et  de  permuter  entre  elles  les  p lettres 
qui  y entrent.  • 

47g.  Effectuons  les  permutations  p à p des  m lettres  a,  b,  c...v, 
de  toutes  les  manières  possibles.  Otons  -en  p — 1 , telles  que 

i,  K v ; apportons  l’une  d’elles  i à côté  de  chacune  des 

m — p + 1 autres  a,  b,  c. . .h;  d’où  ia,  ib,  ic. . . ih.  Changeons 


io 
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tout  à tour  i en  a,b,c  . . h,  et  nous  aurons  tous  les  arrangenien» 
2 à a des  m — p + i lettres,  i , a , b . . . h.  En  tète  de  ces  résul- 
tats, plaçons  la  2'  lettre  supprimée  k ; kia,  kib . . . . kih  ; puis 
changeons  successivement  k en  i,a,b. . .h,  et  nous  aurons  toutes 
les  permutations  3 à 3 des  m — p - f-  3 lettres  k,  i,  a,  b. . . h,  et 
ainsi  de  suite. 

Par  ex.,  pour  permuter  3 à 3 les  5 lettres  a,  b,  c,  d,  e , 
j’ôle  d et  e,  et  portant  d près  de  a,  b,  c,  j’ai  da,  db , de  ; 
changeant  d en  a,  b et  c,  il  vient  tous  les  arrangemens  2 à 2 
des  4 lettres  a,  b,  c , d. 

da,  db,  de,  ad,  ab,  ac,  ba,  bd,  be,  ca,  cb,  cd. 

Il  reste  à apporter  e en  tête  de  chaque  terme,  eda,  edb,  edc. . . , 
puis  à changer  e en  a,  en  b,  en  c,  et  en  d;  on  a alors  les  üo  ar- 
rangemens demandés  ~ ~~ 

48o.  Soit  proposé  de  former  les  combinaisons  p à p.  Cher- 
pbons-les  d’abord  2 à 2;  ôtons  a,  et  apportons  cette  lettre 
près  de  b,  c. . ,,  savoir  ab , ac,  ad  , . : ce  sont  les  combinai- 
sons 2 à 2 où  entre  a.  Plaçons  de  même  b près  de  c,  d. . . , puis 
c près  des  lettres  d,  e . , . qui  sont  à droite , etc. , nous  aurons 
toutes  les  combinaisons  2 à 2. 

Pour  combiner  3 à 3 , ôtons  a et  combinons  2 à 2 les  autres 
lettres  b,  c,  d. . . , ainsi  qu’on  vient  de  le  dire;  puis  apportons 
a près  de  chaque  terme , b près  de  chacun  de  ceux  où  b n’est 
pas  déjà,  c près  de  ceux  qui  n’ont  ni  b ni  c,  etc.,  et  nous  au- 
rons les  combinaisons  3 à 3. 

Et^général,  pour  combiner  p à p , ôtez  p — 2 lettres  i,k . . . e, 
et  combinez  2 à 2 les  autres  lettres  a,  b,  c. . . h;  portez  près 
de  chaque  résultat  l’une  des  lettres  supprimées  i,  puis  a près (*) 

(*)  Cette  théorie  sert  à trouver  le  fogogriphe  et  Y anagramme  d’un  mot.  Ce» 
pénibles  bagatelles  offrent  quelquefois  des  résultats  heureux.  Dans  Frère 
Jacques  Clément , l’assassin  de  Henri  III , on  trouve , lettre  pour  lettre  : G est 
l'enfer  qui  ma  créé.  .Inblonski  fit  lés  anagrammes  de  Domus  Lescmia,  eu  hon- 
neur de  Stanislas, ^e  la  maison  des  I.ecxinski;  il  trouva  ces  mots  : Ades 
tncolunns,  omms  es  lurüda,  mane  si  dus  loci , sis  columna  Dei , I scande  solium 
Ce  dernier  fut  prophétique  Stanislas  devint  roi  de  Pologne. 
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des  termes  sans  a,  b près  de  ceux  qui  n’ont  ni  a ni  b. . .;  vous 
aurez  les  combinaisons  3 à 3 des  lettres  a,  b,  c. . . h,  i : portez 
de  nouveau  k près  de  chaque  terme,  a près  de  ceux  qui  u’ont 
pas  a,  etc.;  et  vous  aurez  les  combinaisons  4 à 4 de  a,  b. . . i,  k, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  restitué  toutes  les  (p  — 2) 
lettres  supprimées. 

Développement  de  la  puissance  d’un  polynôme. 

481.  Lorsqu’on  fait  a-=b  = c. . .,  le  produit  de  m facteurs 
(x-f-a)  (.r-f-  b)  (x  + c). . . devient  (x-fa)"1;  le  développement 
de  la  puissance  m'  d’un  binôme  se  réduit  donc  à effectuer  ce 
produit,  et  à rendre  ensuite  les  2e*  termes  a, b ,c...  égaux;  ce 
procédé  permet  de  reconnaître  la  loi  qu’observent  les  divers 
termes  du  produit,  avant  d’éprouver  la  réduction.  Or,  on  a yu 
(n°  97,  Y.)  que  ce  produit  a la  forme 

x™  -f-  Axm~'  -j-  Bxm~‘  -f-  Cxm~3. Nxm~n  ....  abcd, 

A étant  la  somme  a -j-  b -f-  c . . des  2mM  termes  des  facteurs 
binômes,  B la  somme  ab  -f-  ac-\-bc. . . de  leurs  produits  2 à 2, 
C celle  des  produits  3 à 3,  abc  -f-  abd. . . , etc.  En  faisant. .’. 
a = bz=c.  . . , tous  les  termes  de  A deviennent  =a;  ceux  de 
B sont  = a*  ; ceux  d eC}—  a5. . . ; ceux  de  2V",  = a". 

Donc  A devient  a répété  m fois,  ou  ma.  , . > 

Pour  B y a*  doit  être  répété  autant  de  fois  qu’il  y avait  de  pro- 
duits 2 à 2,  ou  B = a®.  [mfo]  = j m (m  — 1)  a1. 

Pour  C,  a3  est  pris  autant  de  fois  que  m lettres  donnent  de 
combinaisons  3 à 3 , C — 's  m ( m — 1)  (m  — 2 ) a3;  et  ainsi  de 
suite. 

Pour  un  terme  Nam~* de  rang  quelconque  n,on  a ZV=  [m  Cn\an. 
Enfin  le  dernier  terme  est  am.  De  là  cette  formule,  découverte 
f par  Newton  : 

m — i 

(x  -f-  a)m  = xm  -f-  maxm~'  - j - m. <ïx’r~  ’ 
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Le  terme  général  est. ..  T = QmCn].  a**"1-". . . (7)  / ... 

T est  le  terme  qui  en  a 11  avant  lui,  et  qui  reproduit  tous  ceux 
du  développement  de  (x  -j-  a)m , en  prenant  n = 1 , 2,  3. . . 

Pour  obtenir  celui  de  ( x — a)m , il  faut  changer  ici  a en  — a, 
c.  -à-d.  prendre  en  signe  contraire  les  termes  où  a porte  un  ' 
exposant  impair. 


■ 48a-  La  formule  (6)  est  composée  de  (ni  -f-  1)  termes,  et  les  . 

coejfficiens  sont  tous  entiers ; ceux  des  puissances  jusqu’à  la  20*, 
ontété  donnésp.  8.  Lesexposansde  a vont  eu  croissant  de  terme 
en  terme;  ceux  de  x en  décroissant  : la  somme  de  ces  deux  puis- 
sances de  a etx,  estm,  pour  chaque  terme;  ainsi  (p.  5,  i°.)  un  - 

terme  étant  multiplié  par  - et  par  l’exposant  de  n,  puis  divisé 

par  le  rang  de  ce  terme  dans  la  série , on  a le  terme  suivant. 

Par  ex.,  on  trouve 

(*  -f-  a)9  r=  x9  -f.  gax8  -4-  36<z*jr:  -f-84«5-r6  -f-  ia6a<x5-f-  I i6a5x*  -h  ... . 

Pour  obtenir  (2Æ3  — 5c3)5, on  fera  dans  cette  équ. 

<1= — 5c3,  et  il  viendra  2$b*7  — 9.5c3.  2 + 36.  5V6.  27£11... 
ou 


(a&3— laSc6^1— 84*  i25.64c9i*® . . , 

Du  reste,  on  sait  que  dans  la  formule  (6), 

i°.  Après  le  terme  moyen,  les  coefliciens  reviennent  en  or- 
dre rétrograde , et  les  coefliciens  à égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  : ces  coefliciens  vont  eu  croissant  jusqu’au  terme 
moyen  dont  on  a donné  la  valeur  (p.  6).  , 

2°.  Chacun  des  coefliciens  de  la  puissance  me  étant  ajouté  à ce 
lui  qui  le  suit,  donne  le  coefficient  de  la  puissance  (m+  i)'  quia 
même  rang  que  ce  dernier.  {Voy.  pag.  7.) 

3°.  La  somme  de  tous  les  coefliciens  de  la  puissance  m’  est 
= 2.m  = la  somme  de  tous  ceux  de  rangs,  soit  pairs,  soit  impairs 
dans  la  puissance  (m  -f-  1 )',  comme  p.  8.  Et  en  effet,  faisant 
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x px  a = i , l’équ.  (6)  se  réduit  à a"1  = la  somme  de  tous  les 
coefticiens. 

«. 

4°.  Quand  x — i et  a =s  z,  l’équ.  (6)  devient 

, , . , m- 1 ‘ ' m- 1 m-i  , . 

( 1 4-z)mm4i-J-mï-f  to. z‘+m. 5— *3-f*elc“-+z— (8)> 

..  -%  -jj  2 2 0 

Comme  cette  expression  est  beaucoup  plus  simple,  on  y ramène 

le  développement  de  toute  puissance  proposée.  Pour  (A-f-B)nf 

on  divisera  le  binôme  par  A pour  réduire  le  i"  terme  à être  1 , 

et  l’on  multipliera  par  Am , pour  rendre  à la  quantité  sa  valeur 

/ B\m  " • ■ 

— t-f-— J . En  'faisant  cette  fraction  = z,  on  retombe 

sur  l’équ.  (8).  Ainsi , après  avoir  formé  les  produits  consécutifs 
des  facteurs  m,  \ ( m — ‘t  ) , 3 (m  — 2),  j ( m — 3)...., 
comme  on  l’a  dit  (p.  5),  on  aura  les  coefficiens  du  développe- 
ment qu’il  faudra  ensuite  multiplier  par  les  puissances  crois- 

santés  de  z.  Par  ex.,  pour  (aa+3£)8,  je  prends  (2a)8 1 

et  je  fais  z = — . Je  forme  les  fractions  f,  \ , et,  par  des 

multiplications  successives,  j’ai  les  coefficiens  8,  28,  56,  70 ; 
passé  ce  terme  moyen,  les  suivans  softt  56,  28  et  8.  Distribuant 
les  puissances  croissantes  z,  a3. . '. . , multipliant  tout  par 
256a8 , enfin , mettant  pour  z la  fraction  que  cette  lettre  re- 
présente, j’ai 

( 2a  -j-  3b)s  = 256.  a8  -f-  3072.  d’h  + 16128.  a66’  -f-  48384.  a5&3 
90720.  a'b*  -f-  108864.  a<^5 

4^3-  Pour  développer  (a  4-  b -1-  c-|-d. ..  -J-  i)m,  revenons 
au'binome  en  faisant  b -\-c. . . -J-  » = z ; 

(a  -f-  z)m  a pour  terme  général  [mCa]a*  zf , 

et  et  p étant  quelconques,  pourvu  que 


et  + p = m. 

. „ p >• 

Mais  si  l’on  pose  c -(-  d. . , . + i ~jr,  on  a z = b -f-y,  et  le 

terme  général  de  zf  = (b  -\-y)p  est. . . r ^ ■ 

avec  la  condition  £ -J-  q —p>  savoir, 

< . 4 


ZpCfr]bpji, 
a -j~  ,a  *f.  ç — m- 
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. + t = x , le  terme  ge'ne'ral  de 


Faisons  de  même  d e 
Ji  = (c  + X)1  est . . . iqCy]  cyxr , 

ety+r=q>ou  et  -f-  /3  4.  y + r __  m 

En  remontant,  par  des  substitutions  successives,  il  est  clair 
que  le  terme  général  du  développement  cherché  est 

N—[mCa].[pCQ\.[qCy]..albiicl'...i<‘,  *-f -yS-fj,. . .+u=m. 
Du  reste , « 0,  y. . . sont  des  entiers  arbitraires  qui  désignent 
les  rangs  de  chacun  de  nos  termes  généraux  particuliers  dans 
leurs  séries  respectives.  Le  dénominateur  du  coefficient  de  N 
est  1 .2,3.  . .«X  1 2.3. . .fi  X ...»  en  prenant  autant  de  sé- 
ries de  facteurs  qu’il  y a d’exposans,  le  dernier  u excepté. 

lntroduisons-y,  pour  l’analogie,  le  produit  1 . 2 .3. . . u,  ainsi 
que  dans  le  numérateur,  qui  prendra  la  forme 

; m(m— 0- -C™— i)...(p— £+(i)xÿ...(?— >.+ i)...x<u— 1)..  a.i. 
Or,  p — m — «;  les  facteurs  p — i . . . , continuent  donc  la 
série  m (m  — 1)  (m  — 2). . . jusqu’à  ( p — /3  + i);  qui  esta  son 
tour  continuée  par  q—p  — £;  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à 
1/  (u  — 1)  . . . 2.  r;  le  numérateur  est  donc  la  suite  des  facteurs 
décrojssans  m (m — 1)...  jusqu’à  2.1,  qu’on  peut  écrire  ainsi  : 
1 .2.3.. . (to—  i)m.  Le  terme  général  cherché  est  donc 

1 .2.3...mXfl"l^c^..i“ 


N= 


(9>- 


1 . 2. 3... «X  1 . 2. 3.  ../S  x i-2.  3 ..-y...ÿt  1.2  .'.1 

Les  exposaus  sont  tous  les  nombres  positifs  et  entiers 

possibles , compris  o , avec  la  condition  que  leur  somme  = m ; 
et  il  faudra  admettre  autant  de  termes  de  cette  forme , qu’on 
peut  prendre  de  valeurs  qui  y satisfont,  dans  toutes  les  com- 
binaisons possibles.  Le  dénominateur  est  formé  d’autant  déc- 
riés de  facteurs  1 .2.3...  *,  1 .2.3...  /IA.  qu’il  y a de  ces  exposaus. 
Par  ex.,  pour  (a-\-b+c)'° , l’un  des  termes  est 

i .?..3...ia.cr’b3ct  . 

„ / ■- = = 2D20  (tb  c‘ , 

1.2.3  4-5  X 1 2.3  X 1 .2 

et  le  même  coefficient  a520 affectera  les  termes  a'b'c3 .à'Ir'cK  . . < 
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484-  Tout  ceci  suppose  que  l’exposant  rn  est  un  nombre  en- 
tier positif  -,  s’il  n’cn.est  pas  ainsi , on  ignore  quel  est  le  dé- 
veloppement de  (i-f-z)'",  et  *1  s’agit  de  prouver  qu’il  a encore 
la  meme  forme  (8).  ( Voy . n°  7 1 5,  IV.)  C’est  à cela  que  se  ré- 
duit la  proposition  pour  tout  polynôme  à développer  ; car  en 
multipliant  l’équ.  (8)  par  xm , ou  a la  série  de  ( x + xz)m , ou 
(x+a)m,  en  faisant  xz—a\  ce  calcul  reproduit  l’équation  (6), 
qui  deviendrait  alors  démontrée  pour  tout  exposant  m : et  par 
suite,  la  doctrine  du  n°  483  serait  applicable. 

Ainsi  m et  n désignant  des  grandeurs  quelconques,  posons 
x = 1 -f-  mz  4-  m (m  — 1)  za  -f-  etc., 

» y = 1 4*  nz  + n (n  — ' 1 ) z‘  + etc. , 

d’où  l’on  tire  xy  = t -f-  pz  -f-  £ p (p  — 1)  z’  -f-  etc., 

en  faisant  p =m-f-  n. 

En  effet,  sans  nous  arrêter  à faire  la  multiplication  des  poly- 
' nomes  x et  y,  qui  donnerait  les  ter’  termes  d’une  suite  indé- 
finie, mais  n’en  fêtait  pas  connaître  la  loi,  observons  que  si  m 
^et  n sont  entiers  et  positifs,  il  est  prouvé  que  x = (1  4 z)m , 
y = ( 1 -f- z)n  , d’on  : dans  ce 

cas,  le  produit  xy  est  bien  tel  que  nous  l’avons  posé.  Or,  si 
m ou  n n’est  pas  entier  et  positif,  la  même  çliose  doit  arriver, 
puisque  les  règles  de  la  multiplication  des  deux  polynômes  ne 
dépendent  pas  des  grandeurs  qu’on  peut  attribuer  aux  lettres 
des  facteurs.  Par  ex.,  le  termeen  z3,  dans  Xy,  doit  être  le  pro- 
duit de  certains  termes  de  x et  dey,  termes  qui  seront  les 
mêmes,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  m et  n;  et  puisque 
ce  produit  est  \p{p  — i)s’  dans  un  cas,  il  sera  tel  dans  tout 
autre  cas. 

S*  . siftj 

D’après  cela,  i°.  si  m est  entier  et  négatif  comme  n est 
arbitraire,  faisons  n = — m,n  sera  entier  et  positif,  et  l’on  sait 
qu’alors  y •=.  ( 1 -J-  z)m  ; p = o réduit  la  3e  équ.  à xy  = 1 , 
d’où  x = y~'  — (1  -f-  z)~m  = (t  4-  z)m. 


(i-qRl)"*’  5=  1 ± mz  -4-  m 

• . /.-  J ^ 


s •< 

m -f-  1 


m -f-  1 m - f-  2 

! — — — = 

2 3 • 


t 


t Digitized  by  Google 


* 


» • 


1 6 

T =±m. 


ALGEBRE. 

m-f-i  ot+2  m+n—i  _ 


zn=zn  [(f?i  -f  n — i ) Cri ] 


=+'I±I.2±?. . . .1^n~-lz”=z''  [(n+m— i)C(m-.)] 


1*2 

m- 

— i 

LV-  1 

(xrta)— 1 coeff. 

i 

+X 

(xdra)-*  .... 

i 

-+■  ^ 

+3 

+4 

(xdtfl)- 5 .... 

i 

+ 3 

+6 

+ 10 

i (jr±a)- * ... 

i 

+4 

+ IO 

+20 

4-i  .... 

+5  .... 
+ i5. . . . 
+35. . . . 


Voyez  le  tableau  p.  8,  où  l’on  trouve  la  loi  de  ces  nombres. 

2*.  Quand  m est  fractionnaire  ( positif  ou  négatif) , faisons 
n = m , d’où  p — 2 m , xy  = x'; 


ainsi 


2 m — i 

x’  = î -f  2 mz  -+-  2w*  — * z*  -J-  etc.  ; 


multiplions  cette  équ.  par  x = i +mz  -+•  etc., 

* ’ ' 3m | 

il  vient  ’ x3  = i -(-  3mz  -J-  3m z’-f-e le. 


de  même 
enfin 


hm i 

x>  = i -f-  imz  -f-  km  z’  -f-  etc. 

r 2 

x*  = i -+-  kmz  -f-  km  — z’  -f-  etc. 

f,  2 


quel  que  soit  l’entier  k.  Or  si  k est  le  dénominateur  de  la  frac - 

/ . •, 

tion  m = -,  *m  = /,  et  on  a 

x*  = i -pfz  -f-  l - — - z*  -f-  etc.  = ( i -f-  z)1 
* . v, 

puisque  l estentier,  positif  ou  négatif  : donc  x*  = (i  + z)*m  et 
*=(i+z)m.  > 

3°.  m étant  irrationnel  ou  transcendant  (voy.  Dote,  n°  5i6), 
soient  n et  h deux  nombres  entre  lesquels  m soit  compris  : 
chaque  terme  de  x = i -f-mz-p ...  est  entre  ses  correspondans 
dans  les  séries  (i  + z)n  et  (i  -J-z)'1,  il  est  clair  que  x estenire 
ces  deux  expressions,  qui  diffèrent  entre  elles  aussi  peu  qu’on 
veut.  Donc  (i-f-z)"  approche  indéfiniment  de  x,  à mesure  que. 
n approche  de  m : soit  • la  diff.,  ou  (i  + z)n  = x -J-  «. 

De  même,  fi  étant  la  différence  entre  (î  -f-z)"  et  (i  -pz)"1, 


■'Ciglfced  by  Google 


■4 


• é 


c~ 


BINOME  DE  NEWTON.'.  I y 

on  a (i  -f-  i)"  = (i  + z )’m  /S,  d’où  x-f-te  = (i 

i et  ,3  étant  aussi  petits  qu’on  veut;  donc  (n°  1 13) 1 . 

* = (i+*)”  *-'/  . 

4°-  Enfin,  X exposant  étant  imaginaire  ; c’est  par  conven- 
tion qu’on  traite  ces  expressions  par  les  mêmes  règles  que  les 
réelles;  car  on  ne  peut  se  faire  une  idée  juste  d’un  calcul  dont 
les  éléinens  seraient  des  symboles  qui  ne  sont  l’image  d’au- 
\ cune  grandeur;  il  n’y  a donc  rien  à démontrer  ici  (n°  128). 

485.’  Appliquons  la  formule  (6)  à des  exemples. 

I.  Pour  développer  — =-  X - k étant  = - , 

formons  la  série  de  (1  -4-  kx)~'  (n°  482,  4°-  )•  Ees  coefficiens  v 
ont  pour  facteurs  — 1 , \ ( — 1 — 1) , 1 —2).'. . , qui  tous  • , 

sont= — 1;  les  produits  sont  alternativement -|-i  et  — 1 ; d’où 
k résulte  cette  progression  par  quotient  1 — kx  -f-  k?x* — k3x  ',..  , 
dont  la  raison  est  — kx.  Donc  . ■’ 

m - . y ^ * V • ”*  A 4'  . • 

a a / ,-$x  &*x'  $3x3  . \ V * 

-,  + V-- 

t Tm  . a?'  ^iy/  j’x» 

II.  Pour  écrivons a«  / f i±:~J=rû  [/(  i 

* / ♦ • • * “ 'I  * ^ 

pn  nnsant  a?  =rûV.  Pour  dpvplnnnpr  l*i  miîssanrp  rîr»  * -4- 


j \ » —,  , » , 4 r » v 

fractionsdon  t les  numérateurs  sont  les  facteurs  impairs  i . 3 . 5.  y 
et  les  dénominateurs  les  fadeurs  pairs  2.4-6.8....*Donc 

.iV 

r*  i.3vr6  a i.î.5^s  , 


y/{l±S>)=  I =fc 

2 2.4  2.4.6 

y * ■ • ■ t: 

V'(«*±x*)=a^i  d? 


i.x4 


2.4.6.S 


1.3.x®  1.3.5.x» 


4 V 


• \ f ‘ 

■ ) ’ t 


'2a1  2-4«4  2. 4.6. a®  a.4.6.8”»®' 

« .*  *'■?».•  U .... 

III.  On  obtiendra  de  même  . ^ 

*P  Z***  * 4 ^ ^ 


(I±r»)"r= 


Liil  - «jjgg.  j-8.5.7>y.>»\i 


T 

» 

r 


•4  ^ M-?..  2.4.6  8 - ' \‘ 

fl^  • ^ f 1 dj  ’ ^ ^ , $ £ ‘ * 

=I^.J  fl  + Y ’ > 

2a»  . a 4a<"t'  a _4  (M«  + \ 

P*  il-  l^nt  ‘ ',a 


II. 
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3 

8 X’^  76  * + 

7â8  x4  etc' 

. 3.5 

3.5.1 

. 3. 5. 7. g 

*■  a. 4 *'  't‘a.4.6 

x,+  a.4.6.5x< 

<r* 

5x>  * 

i<w4  aa^5 

go*  "oio* 

a43oi  7ï9“* . 

».  5r* 

W* 

aav1* 

J 8i  a$3  729  

»%  r * 

< (l  — a'r'  — I 4-  la  4. 3a*  -f.  \ a’ + (n-f-  1)0*. . . ( Y 07.  p.  i5.) 

■ • *•  . . ‘ ‘ 

486.  Tous  les  coefficiens  de  (x+a)",  quand  m est  un  nom- 
bre premier,  sont  multiples  de  m , abstraction  faite  de  ceux 
de  xm  et  0™;  en  effet,  l!équ.  (3),  p.  4>  donne 

" ;'i  x£*»€f}s=  m(m^t)  (m  — — />  + i); 

• * • • \,r>,  , ■ * • • . *»  » 

et  comme  le  2*  membre  est  multiple  de  m,  le  i*r  doit  aussi 

l’être  v on  suppose  m premier  et.7>/>;  ainsi , fn  doit  diviser 
[mCp\. 

On  prouve  de  même  que  tous  les  termes  de  («  -f-  b -f-  e...)m  . 
sont  multiples  de  m,  excepté  am ,bm ,cm . . . 

K désignant  un  entier,  on  a donc 

(a  + â + c.  ..)m=a'"  + 6'"  + cm.  ..  -f -mK. 

m V 

Si  l’on  fait  i=a  = b=c.  . . , h étant  le  nombre  des  termes  du 
polynôme,  on  trouve  Tim—h-\-m fl^d’où  A"1 — A=  multiple  de  m, 

fifji"  ■— 1 |\ 

ou = entier.  Donc,  si  le  nombre  premier  m ne  di- 

j j «s  . » ( v* 

vise  pas  A,  il  doit  diviser  (A"1-' — 1).  C’est  le  théorème  de  Fermât, 
qu’on  énonce  ainsi  : Si  l’entier  h n’est  pas  multiple  du  nombre 
premier  m,  le  reste  de  la  division  de  h m~l par  m est  V unité. 

Ce  théorème  peut  encore  s’énoncer  comme  il'suit:eom  me  m — 1 
. est  un  nombre  pair,  tel  que  2 y...,  A”~‘  — i = (/t? — i)  (A*-f  ij; 
ainsi  m doit  diviser  l’un  de  ces  deux  facteurs  ; c.-à-d.  que  le 
reste  de  la  division  de  ht  par  m est  ±.1 , quand  m est  un  nom- 
bre premier  >2,  et  q = i (m  — 1;. 

•*  ,-î  v '-irv--  • 
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Extractions  des  Racines , 4",  5° 


487.  Le  procédé  que  nous  avoua  donné  (n°*  62  et  68)  pour 
extraire  les  racines  carrées  et  cubiques  peut  maintenant  être 
appliqué  à tous  les  degrés.  Par  ex.,  pour  avoir  la  racine  4' 
de  548  464 1 désignons  par  A la  4*  puissance  la  plu?  élevée 
contenue  dans  ce  nombre,  par  a les  dixaines,  et  par  Mes  unités  ■ 
delà  racine.  Comme  Az=  (a  -f- />)+==  a*  -jf-  4a'b..,  Ie  premier 
terme  a*  est  la  4'  puissance  du  chiffre  des  dixaines à la  droite 
de  laquelle  on  placera  quatre  zéro.  Séparant  donc  les  quatre 
chiilrcs  8464,  on  voit  que  54  contient  cette  4'  puissance  du 
chiffre  des  dixaines, considérées  comme  simples  unitésjet  comme 
16  est  la  4'  puissance  la  plus  élevée  comprise  dans  54,  on  prouve 
que  2,  racine  4'  de  16,  est  le  chiffre  des  dixaines.  Otant  16  de 
54,  et  rétablissant  les  chiffres  séparés,  le  reste,  388  464,  ren- 
ferme les  quatre  autres  parties  de  (a  -+-b)*,  ou  4 a /)  -f-6 a- b*.  '.'. 
Mais  4 cPb  est  terminé  par  trois  zéro,  qui  proviennent  de  a3; 
séparant  les  trois  chiffres  464,  le  reste  388  contient  4 fois  le 
produit  des  unités  b, par  le  cube  du  chiffre  2 des  dixaines,  con- 
sidérées comme  unités  simples,  ou  4 X 8b  =3t.O;  388  contient 
en  outre  les  mille  qui  proviennent  de  6a‘b '-f-. . . Le  quotient 
10 , de  388  divisé  par  3a,  sem  donc  b,  ou  >6  : mais  il  faut  ré- 
duire & à 7,  ou  la  racine  à 27,  ainsi  qu'on  le  vérifie  comme  pour 
la  racine  cubique  ( voyez  tJ  1 , p.  92) , en  formant , comme  on 
le  voit  ci-après,  la  quantité  b (4a3  fyab*  ■+.  b*).  On 

trouve  le  reste  17023.  Pour  pousser  l’approximation  plus 
loin,  il  faut  ajouter  quatre  zéro  dont  on  sépare  trois,  et  diviser 

170230  par  4 n'3,  en  faisant  a = 27  : et  comme * 

4a'î  = 4fl3  + iaa’^4-  1 -f- 4&3 , on  voit  que,  pourlormer 
ce  diviseur  4a3,  il  faut  ajouter  6 a'b  -j~  8 ab*  -f-  3 ï1  à la  partie 
entre  parenthèses  ci-dessus,  etc. 

. Y™  f 
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3? 1 44* 

17  oa3o 


tr 


27,3 

3a  ierdivis. . 
168 

Sa*,.. 
oa'b. . . 

^ 

53063*  • 

168 

3 92. ( 

4a6»  . . , 

784 

343 

b 3 . . . . 

(029 

53o63X7=37 

1 441 

2e,  iliyisonr 

7873a^; 
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Il  est  aisé  de  voir  que  cette  marche  de  calcul,  si  commode 
pour  trouver  chaque  diviseur- partiel  /est  générale,  quel  que 
soit  le  degré  de  la  racine,^  ex  traire. 

488,  £eV  tables  de  logarithmes  rendent  les  extractions  bien 
faciles’ mais  elles  ne  suffisent  plus  lorsqu’on  veut  approcher 
d$fta4inf$  au-delî' des  iiipitcs  que  ces  tables  comportent.  On 
lait  alors  usages  dés  procédés  saivans. 

\ lie»  séries  (11.  p.  17)  servent  à extraire  les  racines  carrées 
avec  une  grande  approximation.Tour  avoir-  4/  fV,  coupeaiVen 
deux  parties  a’  et ,±  x\  dont  la  ir'soit  un  carré  exact,  et 
très  #riude  par  rapport  à la  2'  ; 4/  4/  (a‘  ± x1)  sera 

donnée  par-iyie  série,  très  convergente.  Soit,  par  exemple,  de- 
mandé {/'j..  Je  cherche  4/8  = 24/2;  comme  8 = 9 — 1 , je 
prends  rr  = 3,  X‘  = 1 ; d’où  V«^=ST«  ~ Ta  — cfiî* • •)■  Pour 
rendre  la  séné  plus  rapidement  convergente,  prenez  les  trois 
£ premiers  termes,  qui  font  2,829,  et  comparez  à 8 le  carré  de 
' • *.,  cette  fraction  j vous  verrez  que  8 = 2,829"  — o,oo324i  > d’où 

4/8^2,829.^. ,82842  ,I24;  462; 

enfin,  prenant  la  moitié,  vous  avez  4/2=1,4^21  356a3  732. 

Les  tables  de  logarithmes  donnent  la  ir*  approximation, 
qu’on  augmente  ensuite  par  le  procédé  ci-dcssus.  * 

On  a soin  de  cousérver  tous  les  ternies  de  la  série,  qui,  ré- 
duits en  décimales,  ont  des  chiffres. significatifs  dans  l’ordre 
de  ceux'  qu’on  veut  conserver  au  résultat;  le  ie*  terme  négligé 
doit  commencer  par  0,000000...,  jusqu’à  un  rang  plus  avancé 
que  le  degré  d’approximation  exigé.  >*.  < * 

II.  Supposons  qu’on  connaisse  un  nombre  a approché  ilg  la 
racine  m*  de  IV;  soit?  b la  différence  entre  N et  am 

> » s*  } 

I\r='am±b,  i/N=  adzz, 

z est  la  correction  que.  doit  recevoir  a;  b et  z sont  de  petits 
nombres , et  on  a am  ±.  b = (a  ± z)m  : développant  et  repré- 
sentant par  m,  A , A' , les  coefficiens  de  l’équ.  6,  p.  1 1,  on  a 

b = z(mam~'  ±:  A’zam~l  4-  A"z'am-i  zh  . . . ). 
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Pour  une  première  approximation,  ne  conservons  que  le  i" 

ternie  de  cette  série , b = mzam~'  ; on  en  tire  une  valeur  de^z 

qui  substituée  dans  le  terme  ±zAiam~‘,  et  négligeant  les  sui- 

vans,  donne  . î*  *'  ?* 

iab  , N — ü" 

= ±2«X 


’ ima"  rfc  (m — 1)6 


(m  -f-  t )aK  + (m  ,t)  iV  ’ 


en  éliminant  b — ±(N-^a*‘).  Donc  \/iV=a±:z  devient 

I m/N—n^  (”»+  »)^+CW—  O*" 

^ (m- i)JV+(m +!)«"' 


d’on 


SiV  + a-  ai»  -t-  a 

yWra«x  \/N—ax  N+-J> 

« 5JV  + 3a*  5 3W4-an5 

^ — 1 “ X 3iV-f-  5«4  » y iV  ~ ,fl  X niV  -f-  3a5’  ‘ 

1 v rQg 

Par  ex.,  pour  |/ 65,  on  prend  a =8,  d’où  \/65=. 

ioni  „ ""  * "•  * * jÿ  • * *V  ^ 

ou  - ----  = 8, 062257,  valeur  exacte  jusqu’à  la  5e  décimale'.'Qij. 

/ t * ^ a’  - 

pousse  rapidement  l’approximation,  en  faisant  plusieurs  fois 
successives  usage  de  la  formule  ; ainsi  pour  v/8 , on  fait  d’ar 
bord  0=2,8,  et  on  trouve  2,8284»;  prenant  ensuite a=2, 82842, 
d'où  a' et  b -,  on  a enfin  la  même  valeur  de  4/8,  que  nous  avons 
- obtenue  précédemmènt.  ^ * \-V^  , , . * * 
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489.  On  donne  ce  nom  aux  nombres  suivans  * 

J*r  ordre  1.  1.  i<  ’ »*•  ' *' • fS*?’ 


>v 


v'V;.-C 

^ . * ,,w  ^ /• 


3-,4>ÎSf‘jf-  7-  jM;V- 

r.  3.  6.  10.  i5.  ai.  28.  36.  4r>-  55.... 
1.  4.  10.  ao.35.-56.  84.  120.  i65.  aao... 


• ' -i  ii.Â* *•  5-  >5.  35/  70. ia6.aio.  33o.*4a5*  7I5 — 

6* 1.  6.  ai.  56. 1a6.a52.46a.  792.1287^2002 

7® ?,‘ï . 7.  a8.. 84.210. 4®a. 924. 1716.3003. 5oo5. etc. 

* 2»  * if  ». 

Yoici  la  loi  qué.  Suivent  "ces  nombres  ; Chaque  terme  est 

^ *'  ' ' -V^.y 
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la  somme  de  celui  qui  est  à sa  gauche , ajouté  à celui  qui  est 
. au-dessus  ; 2002  = 1287  + 715.  De  cette  génération  , com- 
parée à celle  du  tableau , page  8,  ou  conclut  que  les  nombres 
sont  les  mêmes,  mais  rangés  dans  un  ordre  différent  Une  ligne 
de  ce  dernier,  telle  que  1.7.21.35...  est  ici  une  hypoténuse; 
on  a donc  T = [mC  ( p — 1)]  pour  valeur  d’un  ternie  quel- 
conque d’ordre  p,  ou  pris  dans  la  ligne  p' , et  sur  une  hypo- 
ihénusc  m’. 

Prenons  deux  lignes  consécutives  : 

{p  — i)'  ordre. . . 1 .a.  ...  q.  r.  s.  t.v.  . . , 

pf....:. .A....  Q.R.S.T. . . , 

on  a A = 1 + a ...  R — Q -1—  /\,  S R -)•  s y T — S ■+■ 1. . . 

i°.  Sur  une  hypoténuse,  les  termes  se  dépassent  d’un  rang 
dans  les  lignes  consécutives  tels  sont  T et  v.  Si  T est  le  n‘ 
terme  de  l’ordre  p , ou  dans  la  n‘  colonne  et  la  p‘  ligne , v est 
le  (n  + t)*  terme  de  l’ordre  p — 1 ; le  terme  de  la  ligne  précé- 
dente est  le  (n  2)'  de  l’ordre  p — 2 . . ; pour  remonter  jus- 
qu’au 2e  ordre  1.2.3  ...m,  il  faut  donc  au  rang  n ajouter  p — 2, 

, différence  des  deux  ordres;  c.-à-d.  que  le  ternie  m,  nJ  de  l’hy- 
poténuse, s’y  trouve  occuper  le  rang  n-\-p  — 2, 

m = n -f-  p — 2 ; 

« l’équ.  T’=  mC(p  — 1)  revient  donc  à (p.  4) 

1 T — [(n+.p  — 2)  C{p  — 1),  ou  (n  — ij] 

ou 

n-f-i  n-j-2  «4-/7 — 2 

2 " 3 “ ' p—  1 


(t°)> 


f=  2 

1 


=P 

1 


P+l 


p+ 2 

3 


n+p-J 
/?— 1 


en  développant  par  l’équ.  (3),  p.  4 > et  prenant  les  facteurs 
du  numérateur  eu  ordre  inverse.  On  emploie  de  préférence  la 
1”  ou  la  2e  de  ces  expressions  du  terme  général  T , selon  que 
p est  < ou  > n.  On  vérifie  même  ici  que  le  n‘  terme,  de  l’ordre 
p est  le  même  que  le  p*  de  l’ordre  n. 
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En  posant /?=sc3 , 4 , 5 . . . ,. . . on  a . ..  • . 

3*  ordre,  i.3.  6.  io. . . T=  j n (n-f^t)  = C’a];  «'* 

4* i'4.io.20...7’=|n(n+t)(i»-|*a>  — [(*+»)  C3]  ; 

5' i .5.i5.35, . . 71=^zn  (ai-J-i)  (n+a)  (n  + 3); 

a*.  En  comparant  les  termes  T,  t et  S,  on  a 

T—mC(p — i ),  fc=(m — t)  C(p—i),S=:(m — i)  C(/>— t ). 

- «»  ' •'i*' 

Développons  et  réduisons  (équ.  3,  n®  476  ) , nous  trouvons 

r=î±£=îx.s=ï±£=îx....’(.é- 

»— * . •-  p~lf 

Ces  formules  servent  à déduire  les  uns  des  autres , et  de  proche 
en  proche,  les  termes  qui  composent,  soit  ta  ligné/»',  soit  la  ri* 

colonne.  Par  ex.  p =6  donne  T — '‘—J.  S.  Faisant  n — 2, 

3,4,  ■ on  trouve  f , \ , | , f , • . . • pour  les  multiplicateurt’de 

chaque  terme  5 du  6*  ordre , donnant  au  produit  le  terme 

D j 5 . '•••.;  »* 

suivant  T.  Pour  n=n  , Tz=z- . t,  donne  f,  #,.. . fac- 

teurs  qui  servent  à passer  d’un  terme  t de  là  7*  colonne  au  sui- 
vant T.  ■ t * **  ’ *•»>.  . 

3°.  On  trouve  qu'en  ajoutant  les  deux  termes  de  rangs  n — i 
et  n de  3'  ordre,  la  somme  est  £*;  donc  la  somme  de  deux 
nombres  du  Z*  ordre  successifs  est  un  carré  parfait,  et.  tout  carré 
est  dêcomposable  en  deux  nombres  du  3'  ordre.  C’est  ainsi  que 
i2i,  carré  de  1 1,  estlasmnmei,de55et66,  qui  sontle  io*  et  1 1%’ 
nombres  du  3' ordre.  jÿ.  • _ "*•*  *■  •.  i, 

4°.  Ajoutant  les  valeurs  de  A. . 1rR,S,T,  ...  (p.  22  ),  Ôn  a 
T=i+  a.  . r-\- s 4~t;  ainsi  pu  terme  quelconque  T est 

la  somme  de  tous  ceux  de  l’ordre  précédent,  jusqu’à  celui  t 
qui  a le  même  rang;  ou  bien  le  terme  général  de  l’ordre  p est 


qui  a le  meme  rang;  ou  Dten  le  terme  general  de  l ordre  p est 
le  terme  spmmatoire  <le  l’ordre  p — 1 ; dont  pour  obtenir  te 

terme  sommatoire  2,  ou  la  somme  desn  1"  termes  de  l’ordre  p, 

■ .1—1.  . *.«  •*  •«  . 1 
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pour  le  7*  ordre , par  ex.,  2 = [(  n -f  6 ) C7]  ; la  7'  série  arrêtée 
au  9e  terme  a pour  somme  [i5  C7  ] =6435. 

5°.  On  verrait  de  même  qu’un  terme  quelconque  du  tableau 
est  la  somme  des  termes  de  la  colonne  qui  précédé , limitée  au 
même  ordre;  c’est  d’ailleurs  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  pre- 
mière colonne  est  formée  des  mêmes  nombres  que  Tordre  p, 
car  ces  termes  sont,  deux  à deux,  ceux  qui  se  reproduisent 
dans  une  même  hypoténuse,  comme  étant  à distance  égale  des 
extrêmes  ( V . p.  5,  I). 

4go.  Nous  avons  pris  pour  origine  de  notre  tableau  la  série 
1 . 1 . 1 . . . , prenons  1 .i'.S'.i. . . , et  suivons  la  même  généra- 
tion ; le  a*  ordre  sera  l’équidiiférence  1 . j-f-l.  i-j-aé1.  1+31. . . 
et  ainsi  des  ordres  suivansj  comme  on  le  voit  dans  ce  tableau, 
dont  le  précédent  n’est  qu’uu  cas  particulier. 


1"  ordre  1.  /. 

t.  t. 

/ .. 

a' 1.  1 + /• 

1 H-  a/.  1 -f-  3«f. 

*+■ 

3®. . — . . 1 . a /. 

3 + 3/.  4 -f-  6/. 

5 + 10/. . . 

4 . j 

4° T.  3 -t-  /. 

6 -f-  4 /■  10  -h  lot- 

l5  + 20/.  . . 

* 

'4  + l- 

10  -4-  5t.  ao  -f-  i5/. 

35  + 35/. . . 

f.  6* 1.  5.+  /. 

i5  -f.  6t.  35  -t-  ai/. 

70  4-  56/. . . 

Il  est  visible  que  tous  les  termes  ont  la  forme  T—A+BT; 
et  rapprochant  les  nombres  de  ceux  du  1"  tableau,  on  trouve  “ 
que  A est  le  terme  de  même  rang  n dans  l’ordre  précédent  p — 1 , 
et  que  le  facteur  £ est  le  terme  de  même  ordre  p dans  le  rang 
précédent  n— 1 : *’  * ’•*  ' 

T=.n’  terme  del’ordrefp— — >)*  terme  de  l’ordre/?)]^,  *. 

i...  n+P-l.  (Ï-—+S). 

* p — 1 ' 


1,  n n 4-  i 


Tel  est  le  terme  général  de  ce  dernier  tableau.  Le  terme  som- 
matoire  2 de  l’ordre  p,  est  le  terme  général  tfe  Tordre  p-f-  j, 
comme  ci-devant.  Par  ex,,./» =3  donne,  pour  le  3*  ordre, 

T = n + ’i  ni'  (n—i}^±J=\  n(ri  + i)  [ I +$  l(n—  1)}. 

’ ‘ -\s  ’ . 

Ou  fait  dans  le  in  ex.  /=  a,  et  les  carrés  t .4.9.t6-  ..  dé- 

V»  . . 
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rivent  de  la  progression  impaire  i ,3.5*7».  ■>  dans  'a  seconde 


série  3*  etc. 

1 . a.  a.  a.  a....* 

i.3.  3.  1.  3,.. 

<•  4-  4-  4 

1.  3.  5.  7.  9 — 

1.  4-  7-  i°,.  >3... 

1.  5.  9.  i3, 

1.4.9.  ,G-  a5. .. 

1.  5.  12.21.  35... 

h 6.  i5.  28. 

■ , « 

T=  n* 

T-n.3n~l 

r=n(2n—  1) 

2 

_■  n + , a»  + i 

ï=n-  - + ' f 

T_n:  ',  + I 

2 3 

s-m.  3 

t* 


491  ■ Si  l'on -coupe  le  côté  al  (fig.  23)  du  triangle  alm  en  n — 1 
parties  égales,  aux  points  b,dj,.. . et  qu’on  mène  bc,  de,  f g... 
parallèles  à la  base  Im,  ces  longueurs  croissent  comme  les 
nombres  i.a. 3. 4- . . v JEn  plaçant  uq  point  en  a,  a en  b èt  c, 

3 sur  de,  4 sur^.  . . , la  somme  de  ces  points,  depuis  a,  est  suc- 
cessivement 1 .3.6. 10. , . ; et  le  triangle  alm  contient  autant  de 
ces  points  qu’il  est  marqué  par  le  n'de  ces  nombresdu3*  ordre, 
qu’on  a,  pour  cette  raison , nommés  triangulaires . Ces  points 
sont  équidistans,  quand  le  triangle  est  équilatéral. 

De  même  dans  un  polygone,  de  m côtés,  on  mène  des  diago- 
nales de  l’un  des  angles  a,  et  l'on  divise  ces  lignes  et  les  côtés  de 
l’angle  a en  n— .1  parties  égales  : joignant  par  des  droites  les 
points  de  même  numéro,  on  forme  n — 1 polygones  qui  ont 
l’angle  a commun,  et  m — 2 côtés  parallèles.  Les  périmètres  de 
ces  côtés  croissent  comme  1 .2 .3 . 4-  • » Qu’on  place  un  point  à 
chaque  angle,  unau  milieu  des  côtés  parallèles  du  2'  polygone, 

2 points  sur  chacun  des  côtés  du  3°,  etc.,  ces  côtés  contiendront 
r.2.3,.,...  points  déplus,  et  le  contour  des.m  — 2 côtés 
parallèlés  auront  chacun  m — 2 points  de  plus  que  dans  le 
précédent.  Faisons  S'—m — 2,  l’aire  de  notre  polygone  con- 
tiendra donc  des  points  (équidistans,  si  la  figure  est  régulière) 
en  quotité  marquée  par  le  n ' terme  dé  la  série  du  3e  ordre , 
qu’on  tire  de  1 . Ï.  ii~.  . . C’est  ce  qui  a fait  nommer  Carrés, 

' Pentagones,  Hexagones. . . les  nombres  de  ces  séries,  dont  nous 

avons  donné  les  termes  général  et  sominatoirer  pour /=2, 3,  ’ • 

4, . . . ou  m = 4>5,6. . . En  général,  on  appelle  nombres  po- 
lygones, tous  ceux  du  3*  ordre , parce  qu’ils  peuvent  être  équi-  t ; 
distans  et  contenus  dans  Une  figure  polygonale.  rmmr-,  ■ 


. a 
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Si  l'on  raisonne  de  même  pour  un  angle  trièdre  , on  verra 
que  laverie  i-4-io-so...  représente  la  quotité  de  pSinls  qu’on 
peut  y placer  sur  des  plans  parallèles,  ce  qui  a fait  nommer  ces 
nombres  Pyramidaux.  Les  nombres  polyèdres  composent  les 
séries  du  4e  ordre,  dont  nous  savons  déterminer  les  termes  gé. 
néral  et  sommatoire,  en  faisant  p = 4 et  5.  L’analogie  a porté 
à généraliser  ces  notions , et  l’on  appelle  nombres  figurés  tous 
ceux  qui  sont  soumis  à la  loi  du  n°  489,  et  compris  dans  le  tableau 
précédent,  quoiqu’on  ne  puisse  réellement  représenter  tous 
ces  nombres  par  des  figures  de  Géométrie,  au-delà  du  4'  ordre. 

Sur  les  Permutations  et  les  Combinaisons , dans  le 
cas  où  les  lettres  ne.  sont  pets  toutes  inégales. 


■ 1 

4 i m 

' 'S  •' 


A.  .. 

B. .. 


a+b  +c...: 
u+h  -4-c.  • • i, 
aa-\-ab-\-ac . . ». 
ba+bb+bc , . . 
ca+ct-f-cc . . • 


4ga.  Effectuons  le  produit  du  poly- 
nôme a -+•  b -\-c. . . , plusieurs  fois  fac- 
teur, en  ayant  soin  d’écrire , dans  cha- 
que terme,  la  lettre  multiplicateur  au 
iw  rang , et  de  laisser  à sa  place  chaque  a + b ■+.  c. . . 

lettre  du  multiplicande. 

C..  aaa+aab-f-aac. . . -i~aba-f-abb-f-abc. . . -b-aca  + acb . . . - 
baa+bab-\-bac . . . •+•  bba+bbb  -\-bbc. . . -f-  bca  -f-  beb . . . 
caa-f-cab-f-cac. . . -f-cba ...  et  ainsi  de  suite. 

Le  produit  B est  formé  des  arrangemens  2 à 2 des  lettres  a, 
b,c..,;  C,  des  permutations  3 à 3,  etc., en  admettant  qu’une 
lettre  puisse  entrer  1 ,2,3. . . fois  dans  chaque  terme  , et  ainsi 
des  autres.  En  effet,  pour  que  deux  arrangemens  3 à 3 dont  a 
est  initial,  fussent  répétés  deux  fois  dans  C,  ou  qu’un  d’eux  fût 
omis,  il  faudrait  que  le  système  des  deux  lettres  à droite  de  a 
fût  un  arrangement  de  2 lettres  répété  lui-même,  ou  omis  dans  B. 

Le  produit  B a m termes  dans  chaque  ligue,  et  m lignes;  m 
étant  le  nombre  des  lettres  a , b , c . . . Ainsi,  il  y a m*  arrangemens 
2 à 2 ; le  produit  Ca  ni  lignes  chacune  de  m‘  termes,  ce  qui  fait 
m3  arrangemens  3 à 3...  enfin  m"  esl  la  quotité  des  permuta • 


O ’. 


4 a 


V 


-V 
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• lions  n à n de  m lettres,  quandehaque  lettre  peut  entrer  1,2, 3,... 
et  jusqu’à  n fois  dans  les  résultats  ; n peut  d’ailleurs  être  >m. 

Par  ex.,  9 chiffres  pris  4^4  donnent  9*,  ou  656i  nombres  dif- 
férons. ’ 

La  somme  des  arrangemens  de  ni  lettres  i à 1 , a à 2,  3 à 3,... 

TTln  •—  I 

n à n,  est  m 4-  m* -I-  m}...  + m",  ou  m.  . Avec  5 chiffres 

1 m — 1 

pris  seuls,  ou  a , ou  3 ensemble  , la  quotité  des  nombres  qu'on 
peut  écrire  est  J ( 53 — 1 ),  ou  1 55. 

Soient  n dés  A , B,  €...  à / faces  marquées  des  lettres  a, b, 
c. . . ; un  jet  de  ces  dés  produira  un  système  tel  que  abacc...  Si 
l’on  prend  le  rer  dê  A , et  qu’on  lui  fasse  présenter  ttrat  â'ttftlt- 
ses  diverses  faces  , sans  rien  changer  aux  autres  dés , le  système  a-, 
ci-dessus  en  produira f;  ainsi  nos  n dés  donnent  f fois  plus  de 
résultats  que  les  (n — 1 ) autres  dés  B , C...\  donc  deux  dés 
, donnent  f 2 hasards,  3 dés  donnent  f 3,  4 des  /*,.••  n dés  à f 
faces  produisent  f"  hasards.  Nous  regardons  ici,  comme  diffé- 
rons, les  résultats  identiques,  lorsqu’ils  sont  amenés  par  des 
dés  différons. 

Si  le  i"déa /"faces,  le  a'/',  le  3'  /",...  le  nombre  des  lia* 
sards  est  fxf'xf" . . . 

4g3.  Soient  m places  vacantes  A , B , 6’.  . . qu’il  s’agit  défaire  •> 
occuper  par  m lettres,  savoir,  « places  par  a,  p places  par  b,  etc. 
Cherchons  de  combien  de  façons  on  peut  faire  cette  distribu- 
tion. Il  est  clair  que  pour  placer  les  « lettres  a,  il  suffit  de  pren- 
dre st  des  lettres  A,B et  de  les  égaler  à a : cela  peut  se 
faire  d’autant  de  laçons  qu’il  est  possible  d’égaler  de  fois  à a, 
u des  lettres A,BfC...  ; [ mCa]  marque  donc  de  combien  de'  * 
manières  on  peut  faire  occuper  a places,  sur  m qui  sont  va- 
cantes  n°  4’j8)-  .O*.  i-  » 

Il  reste,  dans  chaque  terme,  m — et  places  vacantes , dont  p 
penventètre  remplies  par  la  lettre  b,  d’autant  de  façons  qu’il  est 


marquéparfm — et  03];  le  produit  [m  C’a]  X [(m — a)  C/3],  in- 
dique de  combien  de  manières  on  peut  distribuer  et  lettres  ah 
et  ft  lettres  bt  dans  m places  vacantes. 
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Sur  les  m — a — $ places  qui  restent  à occuper,  on  peut  pla- 
cer y lettres  c;  et  chaque  terme  en  produit  un  nombre 
(m — m—/3)  Cy,...  etc;  ainsi,  jusqu’à  ce  qu’il  n’y  ait  plus  de 
places  vacantes,  ce  qui  arrive  quand  on  a iC6  = i.  Donc,  si 

l'on  veut  distribuer  les  m facteurs  a*  . . . de  toutes  les 

manières  possibles,  ou  former  tous  les  arrangement  qu’ils  peu- 
vent subir,  les  résultats  seront  en  nombre  marqué  par  N , for- 
mule (9),  page  14,  qui  est  le  coefficient  du  terme  général  d’un 
polynôme. 

Par  ex.,  les  10  facteurs  n'é  V d forment  des  permutations  en . 

nombre  N — — — ou  12600.  Les  n lettres  du  mot 
2. 3. 4x2. 3X2  ; 

Étienne  peuvent  étr£-ajfanffees~tfë"^2o  façons  différentes. 

Ce  coefficient  N exprime  aussi  combien  il  y a de  hasards  qui, 
avec  m dés  à f faces,  peuvent  amener  un  résultat  donné.  Car  si 
cfes  dés  ont  sur  leurs  faces  lesyiettres  a,  b,  c,...  et  si  l’on  veut 
que  a dés  offrent  la  face  a,  ce  sera  comme' si  * lettres  a de- 
vaient se  placer  dans  les  rangs  dont  le  nombre  est  m:  ce  qui 
donne  [ mCa. ] hasards  pour  produire  «lettres  a.  Pour  que  /3 
de  nos  m — a autres  dés  présentent  la  face  b,  il  faut  de  même 
faire  remplir  £ places  sur  m — a.  vacantes;  chacun  de  nos  ré- 
sultats précédens  en  produit  donc  [(  m — «)  Ci 8] , et  ainsi  de 
suite. 


a-h 

<1+ 


A+ 

b+ 


c 4- 


éC.  . . 

d... 


4f)4-  Cherchons  les  combinaisons  des 

lettres  a , b , c , en  admettant  que 

chaque  facteur  puisse  entrer  plusieurs 
fois  dans  les  divers  termes  ( comme 
n°  492,  excepté  que  l’ordre  des  facteurs 
est  ici  indifférent).  Multiplions  plu- 
sieurs fois  par  lui-même  le  polynôme 
n + A-f-c.  . . en  ne  prenant  pour  fac- 
teur d’un  terme  a, b, c. . . , que  les  ter- 
mes du  multiplicande  qui  sont  dans  la 

meme  colonne  ou  à sa  gauche.  Il  est  visible  qu’on  aura  pour 


rld-f-  hh-h  CC-h-  dd.  . . 

-+■  ab- f-  bc-\-  cd.  . . 

ac- f-  bd.  . . 

-f-  tid.  . . 
4tta+-ltbh-\-ccc-\*ddd,  . . 
+abb-hbcc+cdd.  . , 
-\~atib-\-acc-\-hdd.  . . i 

+l,bc+add. . . ’’i  . 

-4 • abc + ccd.  . . * 

*+‘rtûc-f-Ctc.  . . 
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résultats  successifs  les  combinaisons  demandées  2 à 2,  3 à 3... 

Quant  aux  nombres  des  combinaisons,  clique  colonne  d’un 
produit  contient  autant  de  ternies  qu’il  y en  a dans  la  colonne 
qui  est  au-dessus,  plus  dans  celles  qui  sont  à gauche.  Si  1,  a,(S, 
y,...  sont  les  nombres  des  termes  des  colonnes  d’un  produit, 
ceux  du  produit  suivant  sont  donc 

Cette  série  se  tire  de  i.ct.|S...  selon  la  loi  des  nombres  figurés 
( n°  489)  ; donc , pour  les  combinaisons  2 à 2,  les  colonnes  suc- 
cessives contiennent ’i  .2.3.4...  termes;  pour  les  combinaisons 
3 à 3,  elles  en  ont  1.3.6.10...;  pour  celles  p à p,  on  a la  série 
du  p’  ordre.  Le  nombre  total  des  combinaisons , ou  celui  des 
termes  d’un  produit,  est  la  somme  delà  série,  étendue  à 2,3,4... 
colonnes,  selon  qu’on  a 1,2,3...  lettres  à combiner.  Pour  n 
lettres,  il  faut  ajouter  les  n i*'*  termes  de  l’ordre p,‘ c.-à-d. 
prendre  le  n‘  terme  de  l’ordre  p ■+-  1 . Aiusi,  la  quotité  de  cor/?'-' 
binaisons  de  n lettres  p à p,  en  admettant  que  chacune  puisse 
y entrer  1 ,2,3...  p fois,  est  le  n*  nombre  de  l’ordre  p — f-  1 . Il 
faut  donc  changer  p en  p -f- 1 dans  l’équ.  (10)  page  22  : 

n + i rt+2  n-W>  — 1 

1 — n 5—... J = 

/ . »,  2 3 p 


« (P+O 


p+ 2 p-\-n- 


.,(12). 


n peut  être>,  =ou</>.  Par  ex.,  10  lettres  4 à 4 donnent 
ji5  résultats;  4 lettres  10  à 10  en  donnent  286.  On  voit  d’ail- 
leurs que  n lettres , prises  p à p,  et  p + 1 lettres  prises  n — i à 
n — 1,  donnent  autant  de  combinaisons,  puisqu’on  peut  rem- 
placer n par  p-\- 1,  etp  par  n — r,  sans  changer  T. 

La  même  équ.  (12)  en  changeant  p en  n,  et  n en  p,  donne 
aussi  la  solution  du  problème  suivant,  dont  on  trouve  une  ap- 
plication dans  la  collation  des  grades  universitaires  des  Fa- 
cultés. On  a des  boules  de  p couleurs  différentes,  blanches, 
rouges , noires . . ; on  estconvenu  d’attribuer  à chaque  couleur 
uné1  signification , telle  que,  bon,  médiocre , mauvais  K.  Un 
nombre  n de  personnes  expriment  leur  jugement  en  faisant 
choix  chacun  d’une  boule  de' couleur  conforme- à. son  opinion'.' 
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Ou  demande  le  nombre  de  combinaisons  que  le  résultat  peut 
présenter?  ^ 

Il  s’agit  de  prouver  que  les  nombres  du  tableau  p.  21, 
donnent  ces  nombres  de  résultats,  en  prenant  les  lignes  1,2, 3,... 
suivant  qu’il  y a des  boules  de  1 ,2,3...  couleurs,  et  prenant 
dans  cette  ligne  les  termes  de  rangs  2,3, l\...  selon  qu’il  y a 
1,2,3...  juges.  En  effet,  supposons  qu’011  ait  effectué  toutes 
les  combinaisons  dans  les  cas  de  boules  de  1 ,2  et  3 couleurs , 
jusqu’au  terme  10  de  la  3*  ligne  , et  cherchons  le  terme  i5  qui 
suit,  pour  le  cas  de  trois  couleurs  et  de  trois  juges.  On  formera 
d’abord  les  résultats  suivans  qui  contiennent  des  boules  blan- 
ches : 

3 Blanches,  2 bl.  1 noire,  1 bl.  2 noires,  1 bl.  1 noire,  1 roüge 
ablTTrouge,  1 bl.  2 rouges, 
de  plus  on  aura  les  résultats  privés  de  blanches  : 

2 noires,  2 rouges,  1 rouge,  1 noire.  /•  *. 

Or,  sur  ces  10  combinaisons,  les  six  premières  sont,  dans  notre 
tableau,  le  nombre  qui  est  à gauche  de  10,  puisque  si  l’on  y 
supprimait  1 blanche  partout,  on  aurait  tous  les  résultats  de 
3 boules  avec  3 couleurs;  et  le  chiffre  3 est  celui  qui  est  au-' 
dessus  de  10,  le  nombre  de  combinaisons  de  3 boules  de2  cou- 
leurs. Ainsi  tout  nombre  du  tableau  que  nous  voulons  former 
est,  ainsi  qu’on  l’a  vu  pour  le  tableau  p.  21,  la  somme  de  ce- 
lui qui  est  à gauche  plus  celui  qui  est  au-dessus.  Ces  deux,  ta- 
bleaux n’en  font  donc  qu’un  seul , et  on  a 

T=[{n+p  — \)  Cny  ou  (ji—t)]. 

“•J*  ‘ • 

Lorsqu’il  s’agit  des  grades  de  Facultés , on  ne  se  sert  que  de 
boules  de  3 couleurs , et  le  nombre  des  juges  est  de  3 à 6 selon 
les  cas;  p = 3 donne  7’=i(«-f-ï)  (n-f-2). 

Le  développement  de  (a  -f-  6-J-c...  y est  formé  (n°  483  ) 

d’autant  de  tenues  de  la  forme  ...  qu’on  peut  prendre 

de  nombres  différons  pour  les  exposaus  «t,ô, leur  somme 
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demeurant  —p.  La  quotité  totale  des  termes  est  donc  égale  à 
celle  des  combinaisons^  à p,  qu’on  peut  former  avec  les  n 
lettres  a,b,c,...  en  leur  attribuant  tous  les  expo&aus  de  zéro 
àp.  Il  est  clair  que  T (p.  29)  est  le  nombre  de  termes  de  la  puis- 
sance p du  polynôme  a -f-  b -f-  c. . . 

Si  l’on  veut  la  somme  des  combinaisons  de  n lettres  1 à 1 , 
aà  2,...  p b. p,  il  faut  ajouter  le  n'  nombre  des  ordres  succes- 
sifs 1.2.3..  ■ p ■+■  t dans  le  tableau  du  n°  489,  ou  la  n * colonne, 
qu  on  sait  avoir  pour  somme  le  ( n-f-  1 )'  nombre  de  même  or- 
dre p -f-  1.  Changeons  donc  nen  n-f-  1 dans  l’équ.  (12),  et 
nous  aurons,  pour  la  somme  demandée, 

S = [(n  -\-p y 'Cp,  ou  n ] — t . 

Cette  unité  soustractive  répond  aux  combinaisons  zéro  à zéro, 
qu’on  doit  omettre  ici.  Par  ex.,  5 lettres  combinées  depuis  1 à 1, 
jusqu’à  4 à 4,  ou  4 lettres  de  1 à 1 jusqu’à  5 à 5,  donnent  ce 

nombre  de  résultats  ^ — t — 125, 

1 .2.3.4 

Si  l’on  veut  les  combinaisons  depuis  p à p , jusqu’à  php', 
on  applique  deux  fois  la  formule  ( aux  nombres  p et//  ) , et  l’on 
retranche  les  résultats.  5 lettres  prises  de  4 à 4 jusqu’à  6 à 6 
forment  461  — 125,  ou  336  combinaispns. 

4g5.  Proposons-nous  d’avoir  toutes  les  combinaisons  des 
lettres  du  monome  a“b!?cy . . . prises  1 à 1 , 2 à 2,  3 à 3,  jusqu’à 
la  dimension  a.  -f-  £-f-y...  Les  exposans  1,  2,  3,.:.  «peuvent 
alTecter  a • de  même  1,2,  3,...  fi  pour  b , etc.;  la  question  se 

réduit  visiblement  à trouver  tous  les  diviseurs  de  aab^c"y . . 
qui  sont  les  termes  du  produit  (note  page  35  du  ier  vol.). 

(i  + a + a\..a“)  (t  + ï + b‘.:.  b0)  (,  +c...  c?)... 

Le  nombre  des  termes,  ou  celui  des  combinaisons  demandé, 
est(i-}-<*)  ( (i-f-y)  ..  Par  ex.,  a 36o  diviseurs 

(6.5. 4-3)  en  y comprenant  t ; il  y a donc  35g  manières  de 
combiner  les  facteurs  1 à 1,  2 à 2,  etc. 

Et  si  1 on  ne  veut  que  ceux  de  ces  diviseurs  qui  contiennent  a., 


A 


t JM 


• è J 

• t # » • 
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connue  les  autres  divisent  b^c7!..,  et  que  ceux-ci  sont  en 
nombre  ( t -f-  0 ) ( i + >)...,  eu  les  retranchant,  il  reste 
— ( i-|-y). . . pour  la  quotité  des  diviseurs  qui  admet- 

tent a : comme  si  l’on  eût  apporté , près  de  toutes  les  com- 
binaisons sans  a,  les  facteurs  a, a1, a1,... 

Pour  savoir  cpmbien,  parmi  les  diviseurs  de  aab&c7:..,  il  en 
est  qui  renferment  a.mbn,  je  prends  tousceux  de  <Pd* . . . , dont 
le  nombre  est(i  +7)  (1 +<*'). . • , et  j’apporte  am  bn  près  de 
chacun  : les  résultats  sont  donc  en  nombre  égal. 

Notions  sur  les  Probabilités.  . v 

4g6.  Quand  oh  attend  un  événement  du  hasard,  la  pru- 
dence consiste  à réunir  le  plus  grand  nombre  de  chances  favo- 
rables : l’événement  devient  probable  à raison  de  la  valeur  et 
de  la  quotité  de  ces  chances.  Des  événemens  sont  également 
possibles,  quand  il  y a autant  de  motifs  d’espérer  que  chacun 
arrivera , en  sorte  qu’il  y ait  une  égale  indécision  pour  présumer 
celui  qui  sera  réalisé,  et  que  des  joueurs  qui  se  partageraient 
ces  chances  en  même  nombre  pour  chacun , eussent  des  motifs 
égaux  d’espoir,  et  un  droit  égal  à le  voir  vérifié.  On  juge  du 
degré  de  probabilité  d’un  événement,  en  comparant  le  nombre -. 
des  chances  qui  l’amènent,  au  nombre  to  tal  de  toutes  les  chances  „ 
également  possibles. 

La  probabilité  se  mesure  par  une  fraction  dont  le  dénomi-  "* 
nateur  est  la  quotité  de  tous  les  événemens  également  possibles, 
et  dont  le  numérateur  est  le  nombre  des  cas  favorables.  Je  veux 
amener  5 et  2 avec  deux  dés  dont,les  faces  portent  1 ,2,3,4, 

5 et6;  il  n’y  a que  deux  cas,  sur  36  également  possibles,  de 
voir  5 et  2 arriver  ; donc  la  probabilité  est  ou  Si  j’espère 
amener  7 pour  somme  de  points,  je  compte  trois  cas  doubles, 
qui  me  sont  favorables,  5 et  2, 6 et  1,  4 et  3;  j’ai  donc ou  3, 
pour  probabilité  : il  y a 1 à parier  contre  5 qu’on  réussira. 

Il  faut  donc  nombrer  toutes  les  chances  possibles  et  égales  , 
puis  celles  qui  sont  heureuses , et  fortner  une  fraction  de  ces 

«***  if*' 

:t,:V  ■ , .:r 

- * v*  • . v*  î • . 
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Jeux  nombre s.  Quand  la  probabilité  est>  il  y a vraiiem-  - * 
0 lance  ; incertitude,  si  cette  fraction  est  i,  c.-à-d.  qu’on  peut 
indifféremment  parier  pour  ou  contre  l'événement.  La  proba-  * 
bilité  devient  certitude  quand  la  fraction  est  i,  puisque  tous 
les  événemens  possibles  sont  alors  favorables.  En  réunissant  les 
; probabilités  pour  et  contre  un  événement,  on  trouve  toujours 
l’unité.  , 

Nous  allons  faire  plusieurs  applications  de  çe3  principes. 

Sur  3î  cartes  mêlées,  12  sont  des  ligures,  20  des  cartes  blan-  • 
clies;  la  probabilité  d’amener  une  figure,  en  tirant  une  seule 
carte , est  = §.  11  y a donc  3 à parier  contre  5 qu’on  amènera 

* une  figure,  5 contre  3 qu’on  tirera  une  carte  blanche. 

Sur  m cartes , il  y en  a p d’une  sorte  désignée  ; quelle  est  la 
' probabilité  d’en  tirer  m!  qui  soieht  toutes  de  cette  espèce?  L» 
nombre  des  cas  possibles  est  m Cm’;  celui  des  cas  favorables  » 

est  pCm  ; la  probabilité  demandée  est  — - Sur  . un  icu  de  5a 

1 w mCm  J 

«cartes,  pir  ex.,  il  y A i3<œnrs^  en  tifant  3 cartes  au  hasard  : 

.,la  probabilité  qu’elles  sojat  toutes  trois  des  cœurs  est 

Sur  »w  cartes,  il  y a a cœurs,  a'  pique»,  etc.;  on  tire  m'  + m" 
cartes  ; quelle  est  la  possibilité  qu’elles  sojat  ni  céeurs  et  m"  pi- 
ques ? mÇf(  le  nombre  de  tous  les  hasards  possi- 

bles. Lesîfiœurs , combinés  m à m',  forment  aCm'  svstèmcs- 

» *tr  - * « v|r . _ . -fa  _ » * 

■ les  a pique*',  a'  Cm  : ei 
♦nombre  des  favorables  1 

V , r ...  • *. 

leur  cherché.  Il  serait  | 

en  outre  a " carreaux  dont  on  voulut  tirer  m'“,  etc. 

La  roue  de  loterie  contient  m numéros  dont  on  tire  p -,  un 
ioueur^n  a pris  m'-.;  quelle  est  la  probabilité  qu’il  en  . sortira 

• ■ précisément  p'  ? Le  nombre  totaj  des  chances  .est  rftCp,  déno 

niinateur  cherché.  On  a trouvé  (n°  478)  le  nombre  des  cjiànces 

c 1»  „• v."‘  *,  ' .** 


favorables,  ainsi , le  numérateur  est., 


■Jf— [(m—  m'fC  (/>-—//)]  [m'Cp'): 

Dans  la  Loterie  tÿ  rance  Ç)o,  p =5,  le  dénominateur 

• * * 1 * / / 


% 


t 

: * 
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est  90  C5  = 43  949  268.  Qu’un  joueur  ait  pris  20  numéros , 
par  ex.,  m ~ 20,  s’il  veut  qu’il  eu  sorte  précisément 

muni  r.  ao  [70C4]  probabil.  0,417a 

2o.',s.  [70C3]  0,2367 

ao.^.^.fyoCa}  ,'••••  0,0626 

7o[2oC4]  ....  0,0077 

[aoC5]  , ....  o,ooo3. 


'—P . 

a = P 

3 = / 

4 =P 

5=p' 


i'X 

c. 


I* 


Si  l’on  veut  qu’il  sorte  au  moins  1 numéro,  c.-à-d.  qu’il  et» 
f ' sorte  1 , a, 3, 4 ou  5,  il  faut  prendre  la  somme  6,7245.  Pour, 
qu’il  en  sorte  au  moins  2 , ajoutez  tes  résultats , excepté  le  i,r;  , 
la  probabilité  est  0,3973,  etc.  Si  vpus  voulez  qu’il  ne  forte 
aucun  numéro,  faites  //‘nul,  ou  prenez  le  complément  de 
o,  7a45.’à  r -,  vqus  aure*  oyrj55.  " . 1 

Tles  problèmes  peuvent  s’énoncer  ainsi  : sur  m cartes , il  y en 
a m'  désignées,  on  en  tire/;,  et  Ou  veut'qu’il  y en  ait,  ou  pré- 
•cisémentsou  au  raofc,  p‘  prises  parmi  les  désignées  s trouver 
% la  probabilité?  Par  ex., "Un  joueur  de  piquet  a reçu  ta  cartes  ? 
d’où  il  conclut quC~,  parmi  les  20  autres,  il  y a 7 cœurs;  quelle 
est  la  probabilité  que  s’il  reçoit  encore  5 cartes , il*y  aura  pré- 
cisément 3 cœurs?  ru  ==20,%»'=  7,  />  — 5,  p'=Z;  d’où  ré- 

[ï3C,2l.[7C3]  2730  • il-  . V ~ 

•suite  ==  ■ > _ t , environ  En  raisonuant 

aoÇ5  v T5Sq4  * • . 

comme  ci-dq^sus^  on  aurait  pour  la  probabilité  qu’il  fipi  rdra  ; 
au  moins  3 cœurs , , ou  environ -^3 . . 

Ou  a dans  une  bourse  1 2 jetons , dont  4 blanfcs , on  en  ttft  g y 
quelle  est  la  probabilité  qu’il  y en  a précisément  3 blancs?» 
/»=  12,  m'  = 4>  P~l>  Æ=3,  d’où  on  tiref|f,  à peu  près  ^7. 
La  probabilité  de  tirer  au  moins  3 jetons  blancs  sur  7 est  ’* 
497.  Deux  éve'nemens  A , A’  sont  amenés  par  p,  p causes4*, 
il  y eu  a <7,*  q qui  s’y  opposent  ; on  admet  qu’il  peuvent  arri~  ’ 
ver  ensemble  ou  séparément,  et  qu’ifs..sont  indépendans  l’un 
de  l’autr^:  on  demande  quelles  sont  les  probabilités  de  tous  les 
cas.  Imaginons  deux  dés,  'l’un  p + qJKcei?  colorées,  p en 
blanc , q en  noir  ; l’autre  à P.JiÀ faces^ôloréès , p'  en  rouge 


s * 

4. 


i% 

■J 


t . 
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fj  en  bleu  : il  est  visible  que  le  jet  de  chacun  de  ces  dés  séparé- 
ment amène  des  résultats  comparables  à nos  deux  événemens.  * 
A sera  réalisé,  si  l’on  amène  l’une  des  p faces  blanches,  et  il 
ne  le  sera  pas,  si  l’ofi  amène  l’une  des  q faces  noires,  etc.  I.e- 
nombre  total  des  hasards  (p.  27  ) est  (p  + q)  X (p'+q')  dé-  ' - 
nominateur  commun  de  toutes  nos  probabilités. 

Si  l’on  veut  qu’une  face  noire  et  une  rouge  arrivèul  ensemlde 
les  q faces  noires  et  les  p'  rouges  offrent  qp'  combinaisons,  ce* 
sont  les  cas  favorables;  donc  la  probabilité  est 


IP 


-^=-*-x 


(p+q)  (/>.+?')  P+q  P +q" 

c’est ‘celle  de  voir  arriver  A'  sans  que  A ail  lieu,  liai  sera  dé 
même  des  autres  cas.  n . * 

Observe*  que  nous  avons  ici  le  produit  des  probabilités  re- 
latives à chacun  des  événemeng  souhaités;  doue  si  des  événe- 

« 1 > • 

jttens  sont  indépendans  les  uns  des  autres,  la  probabilité  qu'ils 
arriveront  ensemble  est  le  produit  de  toutes  les  probabilités  re- 
latives à chacun  séparément.  Ce  thébrème  des  probabilités.  • 
1 composées  n’cstiei  démontrée  que  pour  deux  e'vénemens  ; mais 
srii,j  ^1  avait  un  3*  A" , ou  un  3'  dé.à  p"  4-  q’  faeês  , je  meme 
raisonnement  s’appliquerait,  et  justifierait  la  conséquence^  ¥ 


énoncée.  »•  \ 

Par  ift>  jet  dç^deçjx  dés  à 6 faces  , on  veut  amener  4 et  aïs  ; 
quelle  .est  la  probè^iUté  de  succès?  En  11e  considérant  qu’uti.  ' 
dé,  il  y a six  •hasards, ^dont  deuxjavorables  ( 4 ou  as)l  pro- 
babilité  simple,  g.  ou  mais  ce  i*r  cas  étant  arrivé,  le  2'  dé 
doit.encore  amener  l’autre  point  (as  ou4)  » autre  probabilité-’ 

lée  -g  X 6==TJi-  * 


, comme  si  1 on 


simple  g.  ; donc  probabilité  cherchée 
eût  comparé  les  2 cas' favorables,  aux  36  hasards  possibles. 

Ôô  a séparé  les  couleurs  d'un  jeu  de  32  cartes , en  \ paquets,  « 
8 cœurs,  8 carreaux  , etc.;  bn  demande  combien  on  peut  parier 
d’am  en^r  Pu  ne  des  3 figures  de  cœurs?  comme  on  ignore  quel 
est  le  paquetJqui  contient  les  cœurs,  j est  la  probabilité  sim- 
ple qu’on  s’adressera  à cet  assemblage  : .niais  dans  ce  cas  mènq*’,,  _ 
sur  8 cartes,  il ^hut ‘tirer  l’uno  des  3 figures,  autre  probabilité  • 
*•  * • 3. . 


« 


/ 
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simple  donc  celle  qu’on  demande  est  composée  des  deux. 

précédentes , ou 

Quand  les  probabilités  se  composent,  elles  s'affaiblissent , 

* puisqu’elles  résultent  du  produit  de  plusieurs  quantités  i. 

Un  homme  dont  la  véracité  m’est  connue  m’atteste  un  fait 
qu’il  a vu;  j’évalue  à la  probabilité  qu’il  ne  veut  pas  me 
tromper,  et  qu’il  n’a  pas  été  induit  lui- même  en  erreur  par  ses 
sens.  Mais  s’il  ne  tient  le  fait  que  d’un  témoin  aussi  véridique, 
la  probabilité  n’est  plus  que  de  ou  r*^-,  à peu  près  *, 

S’il  y avait  ainsi  ao  intermédiaires,  on  n’aurait  plus  qüef j , 

ï.-à-d.  pas  même  j : il  y aurait  7 à parier  contre  1 que  le  fait 
transmis  est  faux,  quoique  tous  les  intermédiaires  soient  ega-  • 
leiueni  véridiques.  On  a .compare  cette  diminution  de  la  pro—  , 

V habilité  ,à  l’extinctibn  de  clarté  des  objets',  vus  par  l'interpo- 
sition de  plusieurs  morceaux  de  verres. 

498-  Quand  les  probabilités  simples  sont  égales  entre  elles, 
le  résultat,  ou  produit, est  une  puissance  de  cette  quantité.  Un 
événement  A est  amené  parp  causes , il  y en  a q qui  s’y  otfc* 

• posent  ; q.uelle  est  la  probabilité  d’amener  k fois  A en  n coups  ? 

k.  Il  est  clair  qu’à  chaque  coup  la  probabilité  simple %st 

n ^ 

pour  A,  et  — ? — contrer  Si  l’événement  se  réalise  k fois,  on 

v p+q  : . '* 

a la  puissance  k de  la  ir*  fraction,  et  s’il  n’a  pas  lieu,  les  n — k 
autres  coups , on  à lapuîssattce  n — k de  la  2*.  Donc , en  tnul- 

ti pliant  ces  deux  puissances , il  viènt'la  probabilité  composée 

. ■ L vî  ■ -,  . * -»*.*•*  *- 

. ÿ*  • » • 
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qui  exprime  qu’en  if  coups,  A sera  précisément  arrivé  k fois, 
l’ordre  de  succession  des  évéucinens  étant  fixé  d’avarice.  Mais 
si  cet  ordré  est  Arbitraire  , il  faut  répéter  z autanfde  fois.qu’on 
* peut  combiner  ces  résultats  , savoir  les  n fois  que  l’événement  A 
0 arrive  /avec  les  n — A-  où  il  n’a  pas  lipy , faclei^p{/iG’Æ]  : donc 
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s X [ nCk~]  est  la  probabilité  que  A arrivera  k lois  eu  n coups,  * 
sans  désigner  ceux  où  il  devra  se  réaliser. 

Et  si  l’on  veut  que  A arrive  au  moins  h fois”,  on  changera 
ici  Xr  en  k,  k -f-  i, . . . jusqu’à  n,  et  l’on  prendra  la  somme  des 
résultats. 

Donc  le  dénominateur  de  la  probabilitéchcrchéeest  (/>  + < ])"'• 
le  numérateur  s’obtient  en  développantcc  binôme,  et  s’arrêtant 
au  terme  où  entre  pk,  qu’on  prendra  saus  ou  àvec  son  eoeffi-, 
cient,  selon  qu’on  voudra  avilir  ou  n’avoir  pas  égard  aux’/' 
rangs  où  A se  réalise  en  n coups.  El  si  l’on  veut  que  A arrive 
au  moins  k fois,  et  au  plus  k'  fois,  en  n. coups,  on  ajoutera  * 
tous  les  termes  où  p a les  exposans  k , k -f-  s,  • A'.  • 

Par  ex.,  un  dé  à 6 faces  en  a 2 qui  son#  favorables  à un 
joueur  ; il  faut , pour  qu’il  gagne  , qu’en  \ coups  il  aptène  3 fois 
l’une  ou  l’autre  (ou,  en  un  seul  jet  de  \ dés,  il  faut  que  3 faces  *' 
soient  favorables)  on  demande  la  probabilité  du  gaft?  J’ai 

P — 2,  <7  — 4,- puis  (p  ■+■  qY  =6*=  1796  =±^  ’ » 

pi  i6coupsquiamèneiit4foisi’uticdesfacesfa^orab'*?v' 

+4/>3?  = 128. ....• *....,  3 •*>*  A ^ . 

W#  = 384.  V v V • • •'**-  ^ ■*' 

+4 PÏ  = ««’* :.-t  • 

7I  . =»  *«»:•.  . *.\è.  , ’f 


’îHT; 


î q' ' - f 

Somme  = 1296  = (p  -f-  q)\  dcuomiriàteur  des  probabilités.-'  y*  * 

Donc  la  probabilité  d’amener  précisément  3 fois  l’uu  des  cas  . , 

favorables  eStrîW  ou  ^ron  divisera  par  le  coefficient^  si  ••  •*  • 

l’on  doit  désigner  l’ordre'  où  ils  arrivent,. et  l’on  aura  enfin, 

ajoutant  les  deux  1 *"  nombres,,  On  a ou. .3 \ pour  la  proba-  r»  • 

bHitÏM  que  les  faces  favorable»  se  présenteront  au  moins  3 fois.  * 

• Quel  est  le  sort  de  deux  joueurs  M et  N d’égales  forcés  ; il  • 
manque  6 points  à M pour  gagner  la,  partié , et  il  en  manque  • 

4 à A'?  hà  semme  de  ces  points  est  10;  je  forme  lat£ puissance*  / 
de  p -+•  <7;  jê  réserve  ponr  M fes  4 r"’  termes  (où  l'exposant*^  » * 
de'p  est  »u  ilfoin^j,  jé;’  prend*  pour  TV  les  6 autres  termes -, 
enfin  je  fais  p - ryà  i.jc  trouve  Tjo  d'une 
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l’autre,  et  la  somme  totale  5ia  : le  sorlUc  ,W,  ou  la  probabi- 
lité qu’il  gagnera , est  celle  de  IV  est  Si  la  partie  était 
rompue  avant  de  tenter  rien,  l’enjeu  devrait  être  partagé  entre 
M et  N dans  le  rapport  de  i3o  à 38ï , à très  peu  près  comme 
i à 3 : c’est  aussi  le  prix  qu’ils  doivent  vendre  leurs  prétentions 
;i  l’enjeu  , s’ils  consentent  à céder  le  droit  qu’ils  y ont.  Quand  la 
force  des  joueurs  est,  par  ex.,  comme  3 à 2,  c.-à-d.  quand  M 
gagne  ordinairement  à TV,  3 parties  sur  5,  ou  que  M cède  à N 
i point  sur  3 pour  égaliser  les  forces,  le  calcul  est  le  même  en 
posanl/j=  3 et  q — 7..  Dansce  cas,  on  trouveque  le  sort  de  M 
est  à celui  de  IV  environ  : î 1 4 î 

499.  Il  arrive  souvent  que  les  causes  sont  si  cachées,  ou  se 
croisent  d’uuc  manière  si  variée  , qu’il  est  impossible  de  les 
iféuiêler  et  d’en  noinbrer  la  multitude  : les  principes  exposés 
précédemment  ne  peuvent  plus  recevoir  d’application.  On  con- 
sulte alors  l’expérience,  pour  s’assurer  si  les  événeraens  sont 
assujettis  à un  retour  périodique,  d’où  l’on  puisse  conjecturer 
avec  vraisemblance 'que  la  cause  inconnue  qui  lésa  ramenés 
souvent  sous  un  ordre  régulier,  agissant  encore  , les  reproduira 
dans  le  même  ordre.  Le  nombre  de  ces  retours  est  substitue  à 
celui  des  causes  mêmes  dans  les  ralculs  de  probabilité.  Un  dé 
jeté  1 o fois  de  suite  a présenté  9 fois  la  face  a ; il  y a donc 
dans  l’action  qui  le  pousse,  dans  sa  figure,  sa  substance,  quel- 
que cause  cachée  qui  produit  le  retour  de  9 fois  la  face  a : si 
1 00  épreuves  ont  ramené  de  même  90  fois  cette  face  a , la  pro- 
babilité A favorable  à ce  retour  acquiert  une  grande  force, 
qui  s’accroît  encore  quand  les  épreuves  multipliées  s’accordent 
avec  cette  supposition  ; puisque  si  l’on  pouvait  faire  un  nom- 
bre infini  d’épreuves,  qui  toutes  présentassent  9 fois  sur  10  la 
face  a;  on  aurait  la  certitude  de  l’hypothèse.  ** 

C’est  ainsi  que  constamment  l’expérience  a prouvé  les  faits 
suivans,  dont  il  est  impossible  d’assigner  les  causes. 

i°.  Le,  nombre  des  mariages  contractés  dans  un  pays,  pour 
une  durée  quelconque  déterminée,  est  à celui  des  naissances 
et  à la  population  à très  peu  près,  3 '.*4  : 3gb. 
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a*.  Il  naît  ensemble  i5  filles  et  16  garçons. 

3".  La  population,  le  nombre  des  naissances,  celui  des  morts 
et  celùi  des  mariages  sont  ::  2 037615  : 7 1 896  : 67  700  : i5  3zj5; 
à très  peu  près  , par  an  , les  naissances  sont  le  28* , les  morts  le 
3o',  et  les  mariages  le  i3a'  de  la  population.  La  différence  f±-a 
des  naissances  aux  morts  est  l'accroissement  annuel  de  la  po- 
pulation. 

4*.  La  durée  des  générations  de  père  en  fils  est  de  33  ans. 

5°.  Le  nombre  des  morts  du  sexe  masculin  est  à celui  du 
sexe  féminin  a4  I 23;  et  dans  un  pays  quelconque,  le  nom- 
bre des  vivans  du  Ier  sexe  est  à celui  du  3*  ” 33  : 29. 

6°.  Les  décès  mâles  sont  le  58*,  les  féminins  le  61*  dç  la  po- 
pulation :à  Paris,  la  totalité  des  décès  n’est  que  la  3a'  du 
nombre  des  habitaus;  ces  décès  s’élèvent  annuellement  à 22700, 
terme  moyen,  et  les  naissances  à 24800. 

7'.  La  moitié  de  toute  population  est  au-dessous  de  i5  ans, 
et  tous  les  25  ans,  une  moitié  est  renouvelée. 

8°  En  France,  le  66'  de  la  population  se  marie  chaque  an- 
uée.  La  durée  de  la  vie  moyenne  est  de  28  ans  J. 

9°.  Les  rebuts  annuels  de  la  Poste  aux  lettres  de  France 
sont  de  19000 , etc. . . . 

C’est  sur  ces  considérations  qu’on  établit  les  Tables  des  po- 
pulation et  de  mortalité  : on  peut  consulter  à ce  sujet  Y An- 
nuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 

Nous  ne  dirons  rien  de  plus  sur  la  doctrine  des  probabilités, 
qui  est  si  étendue  qu’elle  fait  la  matière  des  Traités  spéciaux. 
Voy.  ceux  de  MM.  Laplace,  Lacroix,  Condorcet,  Duvillard,etc. 


X'- 


* ^ 


’ * / 
w*  r 


. «A* 


_ ' 

I . 


■i 

. > 

r . 


i- 


’V 

». 


’-y  - U 


* • • t 


•v? , 


. * 
’V 


4,- 


1 

4 * 


. DicilÉed  by  Google 


n 


49 


■ * .•  » 


• r 


ALtiüUH  t: . 

< .. 


* «I 


II.  RÉSOLUTION  DES  ÊQUATiOKS.  , • 


' Composition  des  Équations.  v 

A " , 

. 5oo  Après  avoir  transposé  et  réduit,  toute  équation  a la 
forme 

kx " +.pxm~‘  -4-  -f-  rxn~\  . . . . + Lr  -f-  m ==  o (1) 

que  nous  représenterons  par  (*) /" (.r)  = o ; k , p , q . . .u  sont 
des  nombres  connus  positifs,  négatifs  ou  zéro.  Ou  appelle  ra- 
cine toute  quantité  a qui  substituée  à .r  réduit  f (j r)  à zéro,  sa- 
voir f (a)  = o , ou  kan  pa—'  -f-,  . . -f-  u = o. 

Soit  pris  au  hasard  un  nombre  a,  divisons  le  polynôme  (1) 

par  x — a : soit  R le  reste  numérique, 

kxn~'  -f-  pxn~‘  q'xl‘~l. . . t ' l le  quotient  de  cette  division. 
(,'e  quotient  multiplié  ■par  .r—  a étant  augmenté  de  R , doit 
reproduire  identiquement  le  dividende  (1).  Ce  calcul  donne 

x 4-  R 
■ ai' 


f(x)-=kx"-bjt  I xn~‘-\-  q I x"~'  -f-  r'  I x*~\  ...  -f-  t' 

, \ —aq\  — 

et  puisque  Ton  doit  retrouver  ici  tous  les  termes  du  poly— 

ritte' 


ak  I — ap  | . — aq 

(■trouver  ici  toi 
noine  f(x),  le  facteur/.»  Je  y-1  ne  doit  être  autre  chose  que 


(*)  Toute  expression  analytique  contenant  une  grandeur  x est  dile/onction 
île  x.  Les  fonctions  algébriques  sont  celles  qui  no  comportent  qne  les  opéra- 
tions d'algèbre,  jusque»  et  y compris  les  extractions  de  racines  ; les  fonctions 
u ancendantrs  renferment  des  logarithmes,  des  exponentielles,  îles  arcs  do 
cercle,  sim»,  cosinus.....  On  n’exprime,  dans  une  fonction,  que  les  quan- 
tites  auxquelles  on  xeut  avoir  égard  , d’après  la  but  qu’on  se  propose.  F(x) , 
/(x),  4 (x)...  désignent  des  formnles  où  la  lettre  x est  combinée  de  diverses 
manières  : /(x)  et  fifil,  qui  ont  le  même  signe/,  indiquent  que  les  lettres  x - 
et  * y sont  engagées  de  mémo , en  sorte  que  les  fonctions  deviennent  idenli- s 
ques  lorsqu’on  change  x en  r.Par  ex.f(fi-ha)  signifie  qu’il  existé  une  fonc  - 
lion  /(x)  ou  l’on  a remplacé  J» par  (v'x-t-a).  De  même  F (x>  +.*  •)  indique 
%,'on  a remplace  ; pai^-hr»  dans  une  fonction  F(«).  ' 
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p — ak  , qui  dans  le  produit  affecte  aussi  xa_l  : de  même 
,/  — g'  — a//,  r ~ r — aq  . . .u  = R — ai . Transposant  les 

termes  négatifs,,  il  vient  :Wint%.  , :•  ' 

p'^xp  + ak,  q'  = </ 4*  ap  ,r  =r  -j-aq.  , . fî=  u-f-  (2)* 
Ces  équ. , toutes  de  même  forme , servent  à déduire  successi- 
vement les  utis  des  autres  les  coefficiens  p' , q',  r' . . . du  quo- 
tient, et  le  reste  R : car  chacun  se  compose  du  coefficient  de 
même  rang  dansf(t),  plus  du  produit  pat  a du  coefficient 


précédent. 

Voici  des  exemples  de  ce  genre  de  calculs  : 

Diviser  ^ — ioa:‘-f  6x3  — JX’  4*  9*  — u Par  x ~ 3 
Quotient^'  — 2x3  4-  2X1  — 3a;  4-  3. reste  — 5. 


Après  avoir  écrit  ^x*,  i"  terme  du  quotient,  on  forme 
£ X 2 — io  = — 2 qui  est  le  coefficient  de  x3  ; celui  de  x1 
est  — axa  4-  6 ==  + 2 ; ensuite  2X2  — 7 = — 3,  etc. 

Si  le  diviseur  est  * + 2,  le  facteur  numérique  est  partout  — 2, 
et  le  quotient  est 

4x'  — i8x*  4-  4»x3  — gix  + 191 ...  . reste  — 3g3. 

Mais  ou  peut  aussi  trouver  l’un  des  coefficiens  indépendam- 
ment de  tout  autre;  car  en  éliminant  successivement  p , q , . . 
entre  les  équ.  (2) . il  vient 

p =zka  + p,  q'=kd‘  + pa+q , r e=ka'+pa*+qa+r.  . .' 
R = kam  4-  pam~'  qam~ * 4-  ram~\. . .4-  la  -f-  u =f{d). 

Ainsi  pour  former  un  coefficient  quelconque  de  rang  i dans 
le  quotient,  il  faut  prendre  les  i premiers  termes  de/(x),  rem- 
placer x par  a,  et  supprimer  les  puissances  de  a communes  à 
tous  le*  termes;  et  quant  au  reste  R de  là  division , il  est  formé 
du  polynôme  proposé/(x) , où  Ton  a fait  x = a , savoir/ (a). 

Et  comme  ce  reste  R est  ou  n’est  pas  nul , selon  que  a est  ou 
n’est  pas  racine  de  Téqu./(x)  = o,  on  voit  que  le  polynôme 
f (x)  est  on  n’est  pas  divisible  par  x — a , selon  que  a est  ou 
n’est  pas  racine  de  l’équ.f(x)  = o.  ^ J&f  *>,  V, 

. Le  mode  de  calcul  indiqué  ci-dcssqs  est  très  commode  pour 
‘trouver  le  qqotieut  de/TxJ.:  (*  -*  reconnaître  si  à est  ra- 
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cme,  et  enfin  obtenir  le  résultat  numérique  de  U substitution  * 
d’un  nombre  donné  a à la  place  de*  dans  un  polynôme  f{xf. 

5oi.Nous  supposerons  qu’on  soit  assuré  que  toute  équ.  a 
une  racine  au  moins,  sujet  sur  lequel  nous  reviendrons,  et 
nous  ferons  k = i , ce  qui  n’ôte  rien  à la  généralité,  puisqu’on  ^ 
peut  diviser  toute  l’équ.  (i)  par  k.  Si  a est  racine  de  cette  équ.  * 
on  a identiquement/C*)  = (*  — <j)Q,  Q étant  un  polynôme 
de  degré  n — i. 

Or  si  b est  racine  de  l’équ.  Q = o,  * — b doit  diviser  Q* 
d’ou  Q = (x— b)  Q',  /(*)  = (*  — a)  (x  — b)  Q\ 

De  même  c étant  racine  de  Q’  = o,  on  a « 

Q'—Cx  — c)Q",  /(*)  = (*  — o)  (*  — b)  (*  — c)  Q\ 

Les  degrés  des  quotiens  s’abaissant  successivement  à chaque 
facteur  binôme  mis  en  évidence , il  est  clair  qu’après  (m  •—  i ) , 
divisions , on  arrivera  à un  quotient  * — / du  t"  degré.  Donc , * 

en  admettant  que  toute  équation  ail  une  racine,  f (x)  de  degré  n 
est  formé  du  produit  de  n Jacieurs  binômes  du  premier  degré , 

f(x)-=e{x  — a){x  — b)(x—c) (*  — /). 

. •<’  ••  * . - • •«. 

Cette  équ.  est  identique*  et  la  dissemblance  des  deux  membres 
disparaîtrait,  si  l’on  effectuait  les  calculs  indiqués.  Et  puisque  . t 
f{x)  devient  nul  lorsqu’on  prend  pour  x l’un  quelconque  de» 
nombres  a,  b,  c . , toute  équ.  f (*)  =x©  a n racines,  qui  sont, 
en  signes  contraires , les  seconds  termes  de  ses  n facteurs 
binômes.  4 ■ ■ 

Prouvons  qu’on  ne  peut  en  outre  décomposer  f (x)  en  d’au - , ' 

1res  facteurs  (x  — a')  (x  — b')  (x  c'). . . les  grandeurs  a',  .. 

b',  je' . . étant,  toutes  ou  plusieurs  , différentes  de  a,  b,  c. . . .. \ T . 

Pour  cela,  montrons  que  si  le  binôme  x — b divise  exacte- 
ment le  produit  de  deux  polynômes  A et  B rationnels  et  entiers  -V 
par  rapport  à x , l’un  au  moins  de  ces  polynômes  est  divisible  . 
parx  — b.  En  effet , supposons  qu’eu  divisant  A et  Li  par  .t  — h , • ^ 

on  ait  les  quotiens  A'  et  B',  et  lès  restes  numériques  «et  J,  au 

,v  <v**î‘5* vr»  7 .w 
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lin  faisant  ie  produit  AB,  on  trouve  que  x — Centre  comme 
facteur  de  tous  les  termes,  excepté  de  ul S,  qui  étant  un  nombre, 
ne  peut  être  divisible  par  x — h , à moins  que  l’un  des  restes 
ne  soit  nul.  Donc  , etc. 

D’après  cela , puisque  J {x)  — (x  — a)  Q,  et  qu’on  suppose 
que  x — a divise  f(x),  il  faut  que  (x  — a)  Q , ou  plutôt  Q, 
soit  divisible  par  x — a'.  De  même  pour  Q' , dans  Ç)=(x — b)  Q' , 
et  ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  facteur  x—/,  qui  n’étaut 
pas  divisible  par  x — a,  montre  que  x 
viser /(x). 

Donc  : i°.  Tout  polynôme  f (x)  n est  résoluble  qu en  un  seul 
système  de  ut  facteurs  binômes  du  premier  degré,  et  l’équ.  " 

f (x)  o n admet  que  ni  racines.  f ‘ 

2°.  Toute  fraction  qui  devient  - lorsqu’on  fait  x = a,  ’ 

<P(x)n  ” o V'  * ■ 

a x — a pour  facteur  commun  de  ses  deux  termes_/'(x) , <p  (x)  ; • , 

et  mèmex  — a peut  y entrer  à une  puissance  quelconque.  La  ’r 
valeur  de  la  fraction  s'obtient  en  supprimant  d’abord  les  foc-  Vv 
leur  x — a qui  sont  communs,  et  faisant  ensuite  x = a : ainsi  .'J.*'  * 
cette  valeur  est finie,  nulle  ou  infinie,  selon  que  x—a  est  à la  ‘ . "*».«  1 
même  puissance  dans  les  deux  termes , ou  que  x—a  porte  un  ^ t ‘ ' 

exposant  plus  élevé  au  numérateur  ou  au  dénominateur.  * | *• 

3°.  Si  deux  équ./(x)=o,p  (x)  = o ont  une  même  racine  a,  *T  ■ 
x — a est  facteur  commun.  C’est  ainsi  que  ^ 

2x3 — 3xa — '^X  + Sosro,  X3  — 37X  — 84=9 

• \*  JL  WM* 

3 pour  facteur,  qu’on  obtient  par  la  méthode  du 


JT-  1 

s 


ont  x 


0 

*V 


' • commun  diviseur.  La  coexistence  de  ces  deux  équ.  serait  ab- 
• • ^ surde,  s’il  n’y  avait  aucun  facteur  commun  entre  elles.  Et  si 
t i/ce  facteur  était  du  2'  degré,  les  équ.  auraient  deux  racines 
* qui  seules  répondraient  au  problèiqe,  etc. 


V.' 


• «> 


4°.  On  peut,  par  la  division,  abaisser  le  degré,/»  d’une  équ.  . A.  T » ' 
d’autant  d’unités  qu’ou. connaît  de  racines,  la  recherche  des  K'f  ' \ 
racines  étant.la  même  chose  que  celle  des  facteurs  binômes.  ' «.*-#.  , 

1 1 ' ‘ k ‘j i î A f , 

Les  facteurs  du  a'  degré sorQ  en  nombre*-,  n.,(  n — i),  (n°  476)  « . . . 

V;  ' # v«.«*  *T  » 
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V puisqu’ils  résultent  dés  combinaisons  a à a de  ceux  du  i"  i 
ceux  du  3'  degré  sont  eu  nombre  \ n (n  — i)  (m  — a),  etc. 

...  '*  . 5o2.  Puisque  Ja proposées''  -f  pxa~'  -f-  yx"-\. .+  u = <f.  • 

/ est,  le  produit  de  (a:  - u)  (x  - b)  (x  - c) . , . . , il  suit  de  ce 

'{d’on  a vu  p,  i35  du  i"  vol.,  que 
j >.  Le  coefficient  p du  2*  terme  est  la  somme  de  toutes  les 
ravines  a,  b,  c.  . prises  en  signes  contraires ; 

2°,  Le  coefficient  q du  3*  terme  est  la  somme  des  produits 
,1  deux  à deux  de  ces  racines  ; * A 

“ ' * r e0^a  somme  des  produits  3 à 3 en  signes  contraires , etc. 

Enfin , le  dernier  terme  u est  le  produit  des  rdcines  quand  le 
degré  n de  l’équ.  est  pair,  et  ce  produit  en  signe  contraire 
t quand  le  degré  est  impair. 

• .s-  '•à-**-"' 

. • * •*  * . 
i * . ' 

* , Transformation^  des  Équations. 

. . - # *’  • . • ‘ ‘ ' ’ • *%• 

5o3.  Pour  que  les  racines  x d'une  équ.  (1)  deviennent  h” 

" y 


s':  S. ■ 


fois  plus  grandes , faites  x =*£;  d’où 

h 

ky"  , pt"~‘  . iy—‘ 

' h " ^ A*-'  ^ T'~*  *' 


tjr 

-u  //  --- 


A + " = °* 

, - V et  ky*  +phy°-  + qhy — 4.  th'-y  y = b. 

• Ge  calcul  revient  à multiplier  les  termes  consecutifs  de  f(x ) 
par  hï,  h\  h*. . . h". 

Observez  que  si  la  proposée  (1}  n’a  pasdecoefliciens  fraction- 
* naires,  et  l’on  peut  toujours  l’en  délivrer  par  la  réduction  au 

J 


j*  » 


‘•vf 


1 même  dénominateur,  enposant  h — Xr , c.  ù-d.  en  faisant  r—£  ^ 

. v : V-  " -V* 

t.  ■ transformée  est  divisible  par  k,  et  devient. . . . I . . . 
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. v 
Soit,  par  rit. , l’équ.  a:1 — '•  i'1  4-  é.ur*  -— j x — ^ =0, 

multipliant  par  ta.  on  a isr*  — 8X3  -f-  toxa  — gx — 42  — 0 t 
faisant  x — y,  c.-à-d.  multipliant  les  coetficiens  10,  gel  42 
respectivement  par  12,  12’,  123,  il  vient 

t 

y'  — 87-*  + r 207^  — 1 2g6y  — 72576  =s  o.  ^ 

« » » 1 j*  ' 

Po/zr  ^ne  fer  racines  \ d'une  équ.  deviennent  h fois  plus 
petites , on  posera  x = hy,  c.-à-d.  qu’on  divisera  les  coelli- 
ciens  successifs  par  A°,  A1,  A*. . .A".  Le  calcul  précédent  donnait 
à l’équ.  des  coetficiens  plus  grands;  celui-ci  les  diminue,  et 
s’emploie  dans  ce  but.  Mais  à moins  que  les  divisions  ne  s’ef-  • 
fcctuent  exactement,  on  a ainsi  des  coetficiens  fractionnaires; 

Soit  l’cqu.  x“ — i44x=  io368;  en  posant  x=  12 y,  on  trouve 
cette  équ.  plus  simple,  y1  — y — 6. 

5o4-  Si  l’on  veut  diminuer  toutes  les  racines  d’une  même 
quantité  J,  on  pose  x —i-\- y.  En  mettant  i -f -y  pour  x dans 
tous  les  termes  de  f(x ),  l’équ.  (t)  devient 

*(*-hr)'4 ‘H-V**^)*^**-  hl<(*+j')+«=o, 

• • *L  * ' * * • . ■ » , 

sans  nous  arrêter  à développer  les  puissances  dei-f-j-,  il  résulte. 

de  la  loi  connue  (n°  482)  que  suivent  les  termes  de  la  formule  , 
dc  Newtoti,  que  la  transformée  étant  ordonnée  selon  les  puis- 
sances croissantes  de  r,  est  , i 1 J « 

4*1^,  • r , * * m • 

’ l>  * + B y'  + Cf  + Dy* 4-  ky*  = 0 , * - 

A étant  =/ï,  mile  polynôme  proposé  où  l’on  a remplacé  x par/; 

H se  déduit  de  A en  multipliant  chaque  terme  par  l'exposant 
de  i,  et  diminuant  cet  exposant  de  un,  calcul  qu’on  désigne 
sous  le  nom  de  dérivée,  et  qu’on  indique  par  fi.  De  même  C 
se  trouve  en  prenant  la  dérivée  de  U , et  divisant  par  2; 

C — {fi ; D est  le  tiers  de  la  dérivée  de  C,  D xz  f fi,  et 
ainsi  de  suite.  O11  sait  donc  composer  les;  coefficieus  de  la 
transformée,  en  les  déduisant  successivement  les  uns  des 
autres,  sa  voir  ’iS, 


* 


\ • 


Digit 


agle 


* 


i 

» - 
•f 


46 


f 1* 

-V» 

3 


. * 


A I.GÈBRK.  ► 


yz= r-/'» +'?/*' 4-  £if*î+--  •■•+  *y  o, 


•9 


fi  = kim  •+■’  />/■"'  -f-  £/*'■*  4- • • y +&  4-  “> 

/'» ==  nkim~'  + (n—  i )*/>*■”’  + (n—  a)?»"-5 -f  / , 

»j|(n — i)A»"— * -J-  (n — i)  (n— 2)^j“-3  4-  • • etc. 

•••' ; « » V • * 

Ainsi  pour  faire  a:  = a 4~  .T  dap*  ^ — Sx2  4* * 41  7 — o,  on  a 
/]r=:r,-5x’4-2'4-7 , fx ==3xN»  or  4-1 , _/**•=&&- io,  Jmx—à, 

• ' t | 

• Faisant  a:  = 3 (*$f.  p.  40»  »1  V3enl  A' '=  — y3,  /’»'  = — J , 

i/**=  4;  r^d'ou ;•  , ' ''  • >•* 

- 7^4-^*  + ^*?  ®i  « ' • 

Pour  augmenter,  au  contraire  4e  * toutes  les  racines  x , it 
faut  poser  x —y  — i,  c ,-à-ch  changer  ci-dessus  i en  — / , 
ou  prendre  en  signe  contraire  les  puissances  impaires  de  ». 

5o5.  Le  procédé  donné  p.  4>  est  très  commode  pour  trou- 
ver les  nombres  fî,  fi-,  ,L  fi . . . . car  divisons /(x)  par  a: — », 
et  soient  71  le  quotient  et  t le  reste  numérique  ; puis  divisons  7? 
-»par  x — t‘,  et  soient  U |p  quotient  et  u le  reste;  soient  V el\> 

» le  quotient  etleréste  de  U divisé  para? — »,  et  ainsi  •< de  suite.  1 
. \%i  Nous  avons  ».  a 

»*  fx—T{x — »)4~t»  T=  U (x — i)  4-  u , UxxffX—i)  4-v,elc. 

*•  Éliminant  successivement  T , î/,  /^. . . on  trouve 

k v • - * 

fx  — l+u  (ar  — »J-f-v(a:  — »)J4-  etc.  v.  -f-i(ar—  i)m  ; . ♦ 

* / • *;  ” * 
d’où  l’on  voit  que  les  coefficiens  de  la  transformée  dont  l’in*-  .,*.4 

connue  est  y — x — »,  sont  les  restes  »,  u,  v. . . A 'dé  npi^di-  ’ " 

visions  successives.  Et  comme  le  procédé  donné  p.  4f  fait 

facilement  connaître  ces  restes,  le  calcul  se  présente  comme 

dans  l’ex.  suivant,  où  l’on  fait^=  x — 3.  . . . 

Proposée aa4 

JlfK 

* ' 1 A 

Facteur  3. . . .< 


• • 


- 7*3 

— taa;14-  4“  isq  = 

* 

- 4». 4-'  6 e 

4-  5 

o—4*  * 

4-  «i 

4-  33. 

f * , 

4-  «7 

* • 

• 

• 
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TRANSFORMATIONS  DES  ÉQUATIONS. 

Transformée...  ?.y'  4-  x'jy'  4.  33y» — 4, y 4. 

^ . , ' - . * 

I.a  ir*  ligne  2,  — 1 , — 1 5 , — 4 1 » es*  formée  des  coefficiens 

du  1"  quotient  T,  la  2'  de  ceux  du  second  U,  la  3'  de  F,  etc. 
On  donne  à chaque  ligne  un  terme  de  moins  qu’à  la  précédente. 

Le  dernier  terme  de  chaque  ligne  est  le  reste  de  la  division 
par  x — 3 ;.l  = 6,  u = — 4*  > v — 33, ....  ce  sont  donc  les 
coefficients  cherchés  en  ordre  rétrograde  (*). 

Souvent  * = i , c.-à-d.  qu’on  cherche  la  transformée  en 

— 

* 

(*)  Le  calcul , quand  1 est  une  fraction  T , est  plus  simple  ainsi  qu’il  suit 

* * râ«r4k  . “ar"*  ♦—«v 

Posons  x = 7.  x'xzx’  + h,  jr”— (r  . . « 

„ «.• 

Jl 

en  éliminant  t et  x »,  on  trouve  x'=xjr  4-  -■  ainsi  pour  composer  la  trans- 
formée en/,  on  fait  successivement  les  trois  calculs  relatifs  à ces  trois  cqu  * 
La  ire  consiste  à rendre  les  racines  / fois  plus  grandes  (nf  5o3)  ; la  a*  indi- 


>t 

r.. 


■ V 1 01 


• p 


Prod“il9 * 2 7*,  i5  4-  68  — i«8-t-  162  c 

v'  » . . 1 1 ■+■  4'  — a6  4-  iro(«) 

Facteur  2 . . . .> . . . .,  ..  t : J VL  7 W J b 

v ' 1 - 3 + >1 

Transformée  en  x'— a.f... . . . a 4-  1 4-  ai  + 28+110 

* • Transformée  en  x— j A ■&*+&*  +T:^-HÎ'r +t?=o 

observez  que  la  ligne  (a)  étant  divisée' par  les  diverses  puissances  de  3?  donne 

le  quotient  de  la  proposée  divisée  par  x+-  },  qui  est  ax» 

ainsi  quoie  reste-)-  ids } qui  est  aussi  le  résultat  de  la  substitution  de  J pou/x 
dans  la  proposée.  « 

Ce  calcul  est  surtout  empiré  quand  l est  10,  ou  ses  puissances.  Ainsi 
pour  trouver  la  tranfomiée  en/=  r-o,a  de  l’équ.  ci-dessus,  on  a 

Produits  des  coefficient  par  les  puissances  de  10 . a — 504-700 40004-20000 

V V * f 2 -4<54-6o8— 3784-)-, 4432  , 

• , * ■’  Facteur  2, . . -j  a~4a+5a4-,$36 

• ■ 1 2-384-448 

Transformée  en  x'-a. . . .T. . ..  2-344-448-17354-, 443a 

Transformée  eu  x'-o,a..- V<-3)4r>+4,4^,'->.736r4-i,443a=o 

. . " ' ‘ 

. ■ * V* 

m‘  1 « . 

> ’ % ’ 


4* 
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♦ A3  • ai-g^buf:.  . « 

x — i —y-,  oh  n’a  alors  que  «les  additions  à faire,  selon  la 
loi  du  tableau  p.  21.  En  voici  deux  exemples  : * % 

x ’ — i2xa-j-4i-c — 29  = o x' — 6jf'4-7jr' — 7x4-7  = é 

1 — 11  -f-3o  +1  ‘1  — 5__  +2  — 5 +2 

1 — 10  +20  * ’t  — 4 — a — 7 • 

1 -%a.;  : 1 —3  ^-5  , . • 

y — girv+2oj'+  1 = o y—  2j3 -~5y -~>jy+2  = o 

( * 

5o6.  La  même  transformée  , ordonnée  selon  les  paissances 
décroissantes  de  y,  permet  de  délivrer  Véqu.  de  son  2e  terme, 
en  faisant.  * =?y  -f-  7,  et  disposant  convenablement  de  l’arbi- 
traire i : -on  "v 

* ♦ • . 

ky+mik iy~'t  1 )#•*  • 

+>  I (wa—  t)ip  r. . • • 

# . . . S ‘f-  . „ 


■+■  y 


Eij  effet , posons  niik  4-  p = o ; d’où 

. • • 


JL 

mk\ 


Ainsi  pour  délivrer  l'étju.  de,  son  2*  terme  , il  faut  changer  x 
en  y moins  le  coefficient  p Vu  2''  terme  divisé  par  le  produit  du- 
1"  k.par  le  degré  de  l’êqu.  Bien  entendu  que  l’on  doit  conser- 
« vericià  /rct^leurs  signes,  et  que  si  ces  signes  soutdifférens, 
le  — se  trouve  changé  en  devant  la  fraction.  La  somme  des 
. racines  dey  est  alors  zéro;  on  a donc  augmenté,  toutes  les  ^ 
racines  d’une  **éùte  :quantfté  yl  telle  que  |aî,  somme  de 
parties  négatives  est  devenue  égale  à celle  des  positives.  ° . 

m calcul  est  plus  rapidexn  posant  x H-  — , = y,  déyelop-' 

«mk  • • 

pant  la  puissance  n'  pet  multipliant  par  k^  car  on  en  tire'dc 
suite  la  majeur  des  deux  i***  termes  kx ‘ -4-  pi lé-'. 

Par  ex.  , soit  ÿ — tix1  4-  4*  — -7  = *n  pose  x — 2=y, 
d’après  noire  théorème  : le  cube  (Jonrfe^1— 6x'  —y  * — 1 2*4-  8, 

* ,qui , substitué,  conduit  à jri*—  8.r  ou  j-!— 8j-^-i5x=o, 

équ.  demandée.  *■  * . ' • 
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Pour  x'  -f-  px  -J-  q o ou  fera  x + î p ~ y ; puis , car- 
rant,px  — y1 — i/i?v,et  la  transformée  est  y'  — '^p' — q- 
On  lire  r , et  par  suite  les  racines  x de  la  proposée.  C’est  un  • 
mode  de  résolution  del’équ.  du  2'  degré. 

On  vert  a aisément  qu’on  chasse  à la  fois  le  2*  terme  de  fx , 

< > * • * y ~mw  n ^ ,* 

et  le  coefficient  k du  1"  tehne,  en  faisant  x — - — r— . 

. . rnk 

* **  *•'  , , • 1 

Si  l’on  vent  chasser  le  3*  terme  de  l'e'qu.,  on  doit  faire 

■ : A m(m  —'t\À  + (w  —■»)*>  + q as'©.  • ; 

4 , * 4 • 

Celte  relation,  conduit  eu  général  à des  valeurs  irrationnelles  . 

ou  imaginaires  de  i,  qui- ne  peuvent  être  Utilement  employées.  * % 
Enfin  si  l’on  pose  kim  -J-  pim~'  -p. . ==  o,  on  chassera  ' 

le  dernier  terme  de  l’équ*.  Il  fant  alors  résoudre  l^équ.  pro- 
posée elle-même;  et  en  effet  la  transformée  aurait  une  racine 
nulle,  y — o;  d’où  x = ».  . •./ 

5cj.  Voici  encore. deux  transformations  usitée». 
i“.  Si  l’on  pos&x=  — y,  ce  qui  change  les  signes  alterna- 
tifs seulement,  les  racines  positives  de  x deviennent  négatives, 
et  réciproquement.  f * ' , ••  . 

1 7 ** 

2°.  En  faisant  x =-,  les  racines  deviennent  réciproques, 

. ? *■’  ,«  .* 

les  plus  grandes  de  x répondent  aux  plus  petites  de  y : comme 
les  facteurs  x,  x3. . . sont  remplacés  par  les  diviseurs  y\ 
y1 , y3. . . ; en  multipliant  tout  par  y",  ces  facteurs  se  trou- 
vent remplacés  par  ym~‘\  ym~ . . Ainsi  ce  calcul  revient  à 
distribuer,  près  des  coqfficrens,  les  puissances  de  y en' ordre 
inverse  de  celles  de  x 5 , v jJjr  ~ > . 

. p L — ....  J l-iiro, 

jTjê  J . v J *r  J*  j 

d’où  uym  -f-  qy'+py  + k—  o. 

4'  * 

Et  si  l’on  veut  en  outre  chasser  le  coefficient  u du  1"  terme, 

. a 

y “il 

on  posera  y — —,  c.-à-d.  x=— ;,  transformation  qui  rem-? 

^ y*  , • 

plit  d’un  seul  coup  le$  deux  conditions.. 
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* • Eu ic rul , nianiji>i-m.u\  UAe  cqu.  i'(*).çss  o,  c’est  eu  coin— 
*■  pgscr  une  ajjtre  RÇfi  s=o*  dpnt  les  riches  y aient,  avec  celles 
.«Icjf,  unerululion  (tonnée  pavnneréqu.  qntsçVe  t , $@c.ÿ)ï=o  : 
il  ne  s'agit  donc  que ide. savoir  éliminer x de  c^tte  deuxière 
à l’aide  fie  la  proposée,  probtàinti*que  nous  traiterons  bientôt 
- (p?.523}ï  * : _ ' 

. . . Lirilites  des.  Rendîtes.  . ».  ,,  * 

• • . * ..  • ..•»»  . • - » . • ••  . 

, a .jij;  ; limite  suuérh  u/c  ti.  s racines  de  Ténu.  fx  = o,  est 

* '•  uiiç^quijntUK  quilcejtqQÇqfii  les  surpasse  toutes:  cette  limite 

* ’ . _ »>  «1  * y.  _ 5v._  a à ..  ' r .....  ... 


t*  • J r ' ^ 

l d’où  x,—(A'-^:i)x,~':-j-(x — Or1  Ct  fx— (.r, — 

* , * »...  j j* 

Appliquons  r ettë  formule  à chaque  ternie  positif  de : . 

/x*=  *.r*  -f.ÿx* ”*  • . . + n : ilrvie&t  «ÿ  , '*?  ■; 

: . ; * 1 \+A  * 

■ * . V ' * • +41.  , +a"r.  •*? 

* ta..*-  ^.*  > etc.  etc. 

ijNous-  Laiss^roqs  les  ternies  néga tifs  sous  leur  forme,  et  nous 
les  placerons  dans  les  cdlonnes  où  x est  allécté  du  tnêtne  expo- 
, sajMT.  ÜnVe'mte  — .rx\«era  u?i$  dans  la  colonie  (x — î)  x\  et 
le  coefficient 'sera  (k+p-^-g..  ) (x — »i)  — s*;  de  facteur  du 
(x  — 0 est  la  son\me  des  cocJfîSiens  positifs  quipréçhdent  s. 
Or,  jjo'ttr  attribuer  à x une  valeur  capable  de  rendre  ce  terme 
négatif,  ilfautque  {k+p+q. . .)  (x—  i)  soit  <y ; ce  signe  — 

n’y  existera  donc  plus  si  l’on  prend 

* 

v*  * r=:  6‘  * 

x . t + j~rx ; É ( M) 

--  > kdrp  + q...  v ' 


5i 


• T.lMrTKS  DES  ^ \pjw ES,  \ 

Qu’on  cii  dise  autant  de  cliacpneù^iVolûuues'bà  se  trouve  un 
coefficient  pe^til;  et 'que  par'rtn  toutes  les  expressions  ( M ) 
ainsi  loiinçes,  on  prenne  la  plus  grande  l,  jl  est  clair  que 
x t=.  ou  > / rendra  tout  le  polynôme  positif  : l est  donc  limite 
supérieure  des.'tracines  de  Jx  — o.  Ainsi , divisez  chaque  cd.çffi- 
aient  négatif  de*  ix  jiaé  la  somme  de  tous  {fes  positifs  qui  le 
précèdent ; ajoulczslà  la  plus  grande  des  fractions  ainsi 
obtenues  ) ce  nombre  sera  'limite  supérieure  des  racines  de 
l'équ.  fx  = o.  ■' 

I . , • .•  * 

Sdit  4a-;’ — 8jr*  -f-  33^’  ■+•  x 05k1  — 8o.r  — J—  1 1 on  divise  8 
' par 4%  puis  8o  par  'j‘^f-23  -f-  i o5;fle  t"  de  cesajuqtreus  i est  le 
plus  grand;  donc,  toutes  les  racines  simt-e^a  -f-  i,  ou  3. 

En  effaçant p,  q . du  dénominateur  de'(M) , cette  formule 

, .*  , r'  ■ “ . ■ » 

t r J . S - • « 

se  réduit  à r=ou>i  + y ; comme  ona ledroit d’augmenter 

cette  fraction  (M) , on  voit  que  le  plus  grand  coefficient  négatif 
d’une  équ. , pris  en  , et  augmenté  «01,  est  une  limite  supé- 
rieure de  ses  racines,  quand  Ou  a diviSé  l’équ.  par  le  coefficient 
k de  son  t*r  terme.  (Jette  expression  ifet  plus  simple  que  la  ir0, 
et  se  forme  à vue  ; ce  qui'la  rend  préférable  toutes  les  fois 
qu’on  n’a  pas  intérêt  à choisir  une  limite  basse.  Lfes  tlie'orèmes 
Suivans  offreut  souvent  une  Utilité» plus  avantageuse. 

\ s . 'T' j * . , . . ,'i 

Soq:  N’ayons  égard  qu’au  t"  term&étaux  termes  négatifs 

. > •*..  >A,  a 

’ÿd’.  x" — Fx*-"iJr  — 'Gx"— ^^llar^r4 . (i) 

1 . . ».  - ' • ;jf 

Soit  A un  nombre  qui  mis  pour  x rende  celte  expression  posi- 
tive^ ou  . **  * *. 

a- > + ... . : ; (2) . 

■ * f g * fi 

■ _»  v t r . ’ * • '« 

en  divisant  tout  par  ah.  Il  est  clair  que  tout  nombre  satis- 
fera à la  même  condition  ; ainsi,’  ni  a , ni  |es  nombres  f>a  ne 
pouvant  rendre  ./ï  nul , puisque  la  partie  positive  i te /r  accroît 
op  voit  que  tout  nombre  1 qui  rend  le  tcr  terme  de  fx  plus 

0*  v’  j 4.. 


\<Vr 


*» 


y 4 
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grand  queja  somme  des  ternie*  négatifs  est  limite  supérieure  (*). 
Tirons’ d*  la  relation  (a)  une  valeur  de  «.  .Parmi  les  nombres 

J f s.  ■ h ..  . A 

V'F,  V&.t  l/H.  • • ü en  est  un  qui  surpasse  les  autres;  suppo- 
sons que  ç’est  le  2*,  nous  le  représenterons' pari:  * .* 

. • *'  V "• 


s _ 


= t>  F et  \/\\,  G = 1»,  F <»/,  II  < )*. 


Remplaçons  dans  (2) , G par  it,  F par  if  II  par  ih\  le  2*  membre 
sera  augmenté , et  si  l’on  rend  a."  que  cette  somme,  à fortiori 
la  condition  (2)  scia  remplie;  Il  S'agit  donc  de  rendre 

• î ' Af  . "*  • • , 

x*  $>if  x"~f  4-  ifx'-t  + ih r— * 

On  peut  même  ajouter  ici  les  termes  qui  complètent  le  poly- 
nôme , d’où  „ 


xnf>  ixn~* 4-  i'x'~'  4-  Px" 


•-M“> 


savoir  x " ]>■  .1 


. x “ 


IX" 

x — >i 


Admettons  qu’on  prenne  xf>  i , ce  dernier  terme  sera  négatif, 
# çji  le  supprimant,  le  2*  membre  sera  augmenté.  Ainsi, 

H'  -*  4 * •* 

qd  4 . * - ; . - 


xri 


OU  X — l 


2 i ou  2|/G. 


* ^ **  % * 

Le  double  du  plus  grand  nombre  qn’on  trouve  en  extrayant  de 

chaque  coefficient  négatif  une  racine  de  dçgré  marque  par  le, 
nombre  des  termes  qui  le  président,  est  donc  une  limite  supé-  ; 
neure  des  racines. 

Ainsi,  pour  l’équ.  a:*— 2a?3 — aoir’-f- 3ar—  11=0,  - 

7 v ^ ' > • * 4 — V 


notre 


(*)  Quelques  auteurs  disent  que  pour,  obtenir  uno  limite  supérieure  des 
racines  d’une  équ. , il  faut  trouver  pour  x un  nombre  1 qui  rende  te  jcr  lermc 
plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  autres  f c'est  plus^grnnd  que  la  somme  des 
termes  négatifs  qu'il  faut  dire.  I/efempîe  suivaut  montre  la  vérité  de  cette 
assertion.  L'ëqu.  x<-p»r*— 3ojr»—  2.r-Mtl8=ro,  a pour  racines  3 et  4,  et  cepen- 
dant en  faisant  x==a, 3,  qui  n'est  pas  une  limitc  .aupériëuro ; on  reconnaît 
que»4  >la  somme  des  autres  termes,  savoir  37.  9841  > 180, 1G7— 163,3- 

S „ 4 - ^ -'ï 
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- . * I * 

i"  thccfrémc  donne  21  pourTimitej  mais  prenant  t/?.,  \/xo, 

4 ^ 

J/ 11,  le  2'  de  ces  nombres  est  le  plus  grand,  à peu  près  0 ; 

ainsi  10  est  une  limite  supérieure.  •v‘.  « 

• .i  * , '*  . • , < 

5io.  Faisons  x — / -\-jr  Atxnsfx.,  I étant  un  nombye  quel- 
conque ; il  vient  ( n“  5o4),  fl  -f- y f l >f-  ; y' fl ■ ■ ■+  if  ~ <*. 
Or,  si  l’on  choisit  pour  l un  «ombre  tel  que  fl,  fl,  fl.  ■ . 
soient  positifs,  tou6  les  coellicieris  dé  cette  transformée  ayant 
des  signes  -f-,  aucun  nombre  positif  mis  potif  y ne  peut  y 
satisfaire  ; les  valeurs' véelles  de  x répondent  donc  à dès  valeurs 
négatives  dej'-  — x — l ; partant  lf>x.  Donc  , tout  nombre  qui, 
mis  pour  x dans  fx  et  tou tesves  dérivées , donne  des  résultats 
positifs,  est  une  limite  supérieure  de  x. 

Dans  notre  dernier  exemple,  les  dérivées  sont 

# • * ...”  • 

4-r’  — 6r*  — [\OX  +3,  I2*‘  — t2X  — \o,  a4-r  — 12- 
On  voit  que  x = 6 rend  tous  ces  polynômes  positifs,  et  que 
a:<^6,  limite  plus  basse  que  celle  qui  a été  trouvée. 

Observez  que  si  l’on  change, les  signes  alternatifs  de  la  Uans- 
forpiée  , les  racines  de  j auront  change’  de  signe  ; elles  seront 
donc  toutes  positives,  de  négatives  qu’elles  étaient  : ainsi,  011 
sait  transformer  une  équ.  fx=o  in  une  autt  a Fy  = 0 .qui  n’ait 
aucune  racine  négative,  en  posant  x = l—  y,  1 étant  une  limite 
■ supérieure  des  racines  x.  * . 

* ' < -j  » ^ • % 

■„  v 5iiî  Changez  x en  — x,  dans  fx , ou  les  signes  alternatifs  ; 
les  racines  positives  seront  devenues 'négatives,  et  réciproque- 
ment, en  conservant  leurs  valeurs  numériques  : cherchez  la 
nouvelle  limite  supérieure  l'  -,  tô  racines  négatives  de  fx  = o 
seront,  entre  o et — 1 , les  positives  entre  o et  l.  C’est  ainsi  qu’on 
reconnaît  què  dans  notre  dernier, exemple  toutes  les  racines 
sont  comprises  entre  — 4 Çt  6.  ' ■ * 

' W j . * 1 ; 

5ta.  En  faisant  x ==  - dans  fx,  les  plus  grandes  racines  de  z 

...  2 *r  v , r • -» 

répondront  aux  plus  petites  de  .r.bi  Jonc  on  cite  riche  la  limite 

* * * J 1 

sup  érieure  h des  racines  ale  z,  ou  z <£th,  qn  a tira  x -r.  Telle, 

► «.  . * ^ ™ j. 

est  la  limite  inférieure  des  racines  positive t de  x.  'v  \ . , 

• . V ' , 4 • * \ 


• w- , 


Vf 

-*  v 
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Soit»  le  plus  grand  coefticiént'de  signe  contraire  au  dernier 
terme  de  l’e'qu.  kx " -{- pxn~' . . . -f  u = o ; comme  la  transfor- 
mée est  utn  -f-...  -f-  pz  -f-  A = o , en  prenant  pour  limite  supé- 

. ' s " # ■ u , 

rieure  z t -I — on  trouve  — — . C’est  entre  ce  nombre 

11  “+•*  . r.’ 

et  — f-  / que  sont  comprises  toutes  les  racines  positives  de  x.  On 
peut  d’ailleurs  trouver  deux.,  K mi  tes  plus  rapprochées ainsi 
qu’on  l’a  exposé.  On  en  dira  autant  pour  les  racines  négatives.  « 

5i3.  N’ayons  égard 'qu’au  i*r  terme  et  aux  termes  négatifs 
de  fx , savoir  f 

/ F*  ' 'G  \ 

kxn — Fxm~ft-^Gxn~*%T—  . • • —kxn(  t 2- ...  Y Nous  con- 

, ap  x*  y t 

naissons  une  valeur  l de  x qui  donne  un  résultat  positif,, et  tout 
nombre  >7  donne  aussi  le  «igné  + au  résultat  : comme  les 
termes  positifs  de _/x  accroissent  la  quantité  kx”.,  on  voit  que  , 
dans  tout  polynôme  rationnel  et  entier  fx , ordonné  selon  les 
puissances  descendantes  de  x,  si  l’on  fait  croître  graduellement  .* '*  . • 
x,  on  atteindra  bientôt  une  valeur  qui  donnera  un  résultat  po- 
sitif, et  au-delà  les  résultats  seront  positifs  et  croissons. 

Quand  le  i er  terme  kxn  est  négatif,  en  le  comparant  aux  tenues  » 
positifs,  on  trouve  de  même  des  résultats  croissais  et  négatifs.  • "•  • 
Enfin  si  le  polynôme  est  ordonné  selon  les  puissances  ascen- 
. «•  - '-'J  WtgLmfj’  f/**  |,  t 

dantes  de  x,fx  = u -f  tx...  -fpx"  ’-f-Ax",  en  pbsâut  .r  ‘ A 

«***  V m a.  £ - , '-*i  if  . 

on  a — ( uzn-\-...  -4-A)  ; Ta  yaleuf  z~l  qui  donne  au  résultat 

» *'  -^TV,  : " • 

le  signe  de  u,  répand  à *=a,-^gfui"produit  le  même  effet  srn/r.  • - 

On  sait  donc  trouver  des  ifaleurs  dp  x qui  donnenf  aux  résultats $ 
de  fx  le  tigXêjlu- 1"  ternie  f que  la  suite  sAti  hsce/iflanle  ou’des- 
rendante.  , \ • • ~ V*''*-  » V 

“►«  t * >, 

5 1 4--  On  peut  toujours  prendre  pour  x une  suite  de  nombres  . f 
croissons  assez  rapprochés , ptoir  que  les  valeurs  que 

reçoit  le  polynôme  fx  soient  aussi  voisines  qu’on  veut.  Sujrpo— 
sons  d’abord  que  fx  n’a'que  des  termes  positifs,  et^xlfesoni’*  *;’t  v 
x=*fet  *•+■  *•  ^4?  résultats  soiU/«  et /«  -f  if?*  -f-  ? f /Vf-, -•>  / 

• , v •*  *,* 

• - ' f “t  A ,,•* 

. . «4  • ' -,  • •;  ' ,v 

• * J.  . 

; • **  * • é.  • "S 

* Ji  - . »,  * • ? • 

/'  vu*  , 
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dont  la  différ.  est  i (/,'*  + £ i f ) : il  s’agit  d’attribuer  à t ' 

une  valeur  telle  que  cette  rliffer.  soit  uioindre  que  tout  tioihbre 
donne  h.  Tout  est  ici  persitif , et  ï est  très  petit  et  <i  ; faisons, 

i—  i dans  la  parenthèse,  et  posons  i {/'a  -f-  ' /"<*■••  .)~on<^h  la- 

• ' 
condition  sera  remplie  : ainsi  il  faut  prendre  2 = ou  <% — — - 

J “ - 

,*  1 * 

prenant  ensuite  /) -f-f',  opérant  de  meute,  on  aura 

un  ,3'  résultat  qui  surpassera  le  2 e de  moins  de  h ; et  ainsi  de  . - 

• . * v ^ P • ‘ .• 

suite.  . . , t>  ; ,..*,**. 

Maintenant  si  fx  renferme  des  termes  négatifs,  ce  ’qu’ou 
vient  de  dire  s’appliquera  à l’ensemble  des  termes  positifs;  etf  v*-. 
comme  les  termes  qu’on  en  doit  soustraire  diminuent  encore  lâ",^  ' 
grandeur  des  résultats,  à plus  forte  raison  ceux-ci  différeront.'  ^ 1 l 
ils  de  moins  de  h.  Et  si  la  somme  des  ternies  négatifs  l’empor-.  . *• 

tait  sur  les  positifs,  ee  serait  au  contraire  aux  premiers  qu’on,’, ^ . 

appliquerait  le  raisonnement  ci-dessus.  Ceci  démontre  qtiu  » V"  ( 
l’on  peut  toujours  supposer,  que  quaud  x ci  oit  insensiblement 
le*  résultats  de fie  sont  cominus.  - 1 * „ , 


K 


Racines  commensurables. 


on  a 


b by  b‘‘~'  ' ' ‘ 1 b 

un  -f-  ii( l’ân~ 1 •+•  qban~  ‘ . , . ubn  ~ 1 ) = o 


la.a*  partie  établi  multiple, ,'a'1  devt l’êlrc  aussi,  ce  qui 


est  impossible  (n°  9.5).  * 

Ain»  lorsqu’en  faisant  j'^kx , , <m  dégage  le  itr  terme  do 
t’équ.  (i)  dc,don  CDe(Tioifln| (H°'5o(j),  saVis  que  les  autres  coeP 
ficiens  cessent d’étvc entiers,  rn’a  pas  déracinés  fractionnaires; 
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recherche  des  racines  fractionnaires  de  x„  est  ramenée  à celle 
des  racines  entières  de  la  transformée  en  y. 

Après  avoir  trouvé  les  \acines  «,  /3, . . . de  l’équ./x=0,  on 
peut  la  décomposer  en  ses  facteurs  binoincs , 

fx~k(X—m)  (x —P)...: 

5i6.  On  a vu  n°  5oo,  que  le  quotient  de  l’équ.  (i)  divisé  par 
x — ay  étant  désigné  par  * .• 

kx—'  + p'x—'-i-  q'x—3 . . . -f  r'x1  + s'x  -f  <’ , j 
on  a ka+p—p,  ap’-^q—  q ar  -f-ss=s’,  as'-+-i=i', 
et  le  reste  R — at'-lfu-,  on  en  tire 


_ k — p—p\  —p'~  ïtjL 

a ' y a 


-r'=iZi  _,u 

a r 


-P 

t—£. 


_ u — R 

a 


ouver 

;rade. 


t * 


Au  lieu  de  faire  servir  nos  équ.,  comme  page  4t>  à trt 
^ > P successivement, onpeutcalculeren  ordre  rétrogi 

- t , s ...p  , k,  par  ces  dernières  formules.  Mais  comme  il  faudrait 
connaître  le  reste  R,  ce  procédé  ne  convient  qu'au  cas  où  a est 
racine,  parce  que/î=o  ; et  principalement,  quand  a est  entier, 
ainsi  que  les  coefficiens  k,p,q  ..  ude  la  proposée.  Il  suit  de  la 
division  meme  de/xparx — a , qu e.p',q'...  sont  aussi  des 
nombres  entiers.  Donc  i°  a divise  u on  ne  peut  chercher  les 
valeurs  entières  de  x,  que  parmi  Us  diviseurs  du  dernier  ‘ 
terme  u : • 

2°.  a divise  t — t',  s— s'...  enfin  p — p',  c.-à-d.  la  somme  de 
chacun  des  coefficient  delaproposée,  plus  le  quotient  quJon  vient 
d'obtenir  dans  la  division  précédente  .- 

3°.  Ces  quotiens  sont,  en  signe  contraire,  les  coeficiens  suc- 
cessifs du  quotient  de  fx  divisé  par  x — a,  et  le  dernier  de  ces  -, 
quotiens  est — k.  * 'zA&fàJki 

Si  ces  conditions,  que  doit  remplir  toute  racine  entière  de  ^ • 
Jxe=i  o sont  satislaites  par  un  nombre  quelconque  a,  ce  nom-  . , 
bre  est  racine;  en  ellet,  en  ciiercbant  le  quotient  de  fx  divisé  ? ~ 
par  x — a,  par  le  procédé  du  n0  5oo,  on  reproduit  les  nombre*  t •*  , 
ci-dessus  p' , q'.  .t',  et  on  arrive  à Un  reste  nul. 
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517.  Voici  donc  la  marche  à suivre  pour  trouver  les  îacinos 
entières  de  fx  — a.  Ou  prend,  tant  eu  -4*  qu’en  — , tous  les 
diviseurs  du  dernier  ternie  u,  et  les  quotiens  de  ces  divisions; 
on  soumet  ces  quotiens  aux  e'preuves  prescrites  par  les  equ. 
ci-dessus  : si  l’un  de  ces  diviseurs  conduit  à quelque  quotient 
fractionnaire-,  on  le  rejette,  il  ne  peut  être  racine;  et’  on  ne 
reconnaît  pour  telle  que  celle  qui  donne  enfin  — k pour  dernier  , 
quotient.  La  suite  des  quotiens  numériques  entiers  ainsi 
obtenus,  pris  en  signes  contraires , compose  les  cocjf/iciens 
t',  s'...  p',  k du  quotient  algébrique  de  fx  divisé  par  x — a; 

Corinne  dzt  pris  pour  diviseur  de  u,  donne  toujours  des 
quotiens  entiers,  ce  n’est  qu’au  dernier  terme  qu’on  reconnaît 
si  ± i est  racine.  Il  est  donc  plus  court  d’essayer  directement 
d:  i , par  le  procède'  de  la  p.  4*. 

Soit  par  ex.,  o.xi  3.r* — 3 1 ^r3  — f-  3.ra  — 43x  + ?.io  = 0; 
comme  2io==2.3.5.7,  ©n  trouve  que  les  diviseurs  de  210 
sont  dz  ( 1 , 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14...)  : on, reconnaît  d’abord  que  drt 
ne  peut  convenir,  non  plus  que  les  diviseurs  qui  sont  hors  des 
limites  — 8 et  -f-  7 des_  racines.  Le  calcul  se  range  sous  la  forme 
suivante , où  l’on  a marque  de  » les  diviseurs  à rejetter,  et  où 


, a W'  . • * — f = io5  7c 
X— 43—  «'):«  = — * = 3i  s 
(+3  — = 17 

■f— 3i—  <?'):  <*=  — p'  = .— 7 — 9 v - 
(+3—  p’)  :*e=—  k ==  — a -a 


Ainsi  la  proposée  n’a  que  trois  racines  entières,  -f-  2 , -f-  3 
et  — 5 : le  quotient  de  la  division  par  x — 2 a pour  coefficiens 
les  nombres  places  sous  le. diviseur  2,  savoir. ...  Te., 

* — »7*’— r3iar — to5;-on  divise  ensuite  par  x — 3, 
puis  par  x -f-  5,  et  onafrive  •enfin  au  qubüent  2.x'  Sx  -f-  7 ; 

* tefs  sont  les  fa ctl- lits  de  la^roposee.  4 / . ' 

- • • • • .*■  •*  * r.  . . 
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x 


V 
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* ’ t » ^ 

ar  — i —y,  oh  n’a  alors  que  des  additions  à taire,  selon  la 
**  loi  du  tableau  p.  ai . En  voici  deqx  exemples  : * % 


1 jc* — 6af3  +'}xt  — fx+’j  a*  o 
i —5  -f-a  —5  +2 
-,  ^4:  — 7 * 

. —3  ^5  î' 

.r*—  2^3— Sj-*—  7r+2  = » 


*’  — 12X*  29t  5=1  0 

i — il  -f-3o  -f-  i 

i IO  +20 

1 — ‘ : 
y — 9jri<+*ojr+  1 = ° 

* ? * * 

5o6.  La  métne  transformée , ordonnée  selon  tes  paissances 

décroissantes  de  y,  permet  de  délivrer  Véqu.  de  son  2e  terme, 
en  faisaut,x  — j-  + et  disposant  convenablement  de  l’arbi- 
traire t :-  on  â 


. t 


ky*+mik  y—± 
* +‘P 


Ei^eéet , posons 


)*F  !•  • 

^i';‘  ' ïr 


• « s 


Cl 


r ~ — i—r , x—jr——..  . - - . V 

jA-  . ,v.  mk  mk  - 

pi  * 4 -fc  « v 

Ainsi  pour  délivrer  Véqu.  de,  son  a*  terme  , il  Jaut  changer  x 

en  y motifs  le  coefficient  p tfuî'  terme  divisé  par  le  produit  du- 
i"  k 'par  le  degré  de  Véqu.  Bien  entendit  que  l’on  doit  conser- 
ver ici  à p et  /rieurs  signes,  et  que  si  ces  signes  sont  différens, 
le  — se  trouve  changé  en  + devant  la  fraetiou.  La  somme  des 
, racines  de  j'  est. alors  zéro;  on  a'  doue  augmenté*  toutes,  les  ^ 
racines  d’une  riièine  quantité , telle  que  la  somme  de  lav^k 
parties  négatives  est  devenue  égale  à celle  des  positives,  ,î.  .jtk 
* * * * ^ > • v 
Ile  calcul  est  plus  rapide^en  posant  x -(-  = y , dévelop-‘ 

' x ^ 4 * . mk  • r 

pant  la  puissance  n' , et  inullipliBttt  |>ar  ^ car  on  en  tire'dc 
suite  la*valeur  des  deux  Tr*'?,  termes  kx * •‘4- pxP~'. 

Par  ex. , soit  çr3  — (xr3  ■+•  4*  — «7  ~ cl;  #n  pose  x — 2— y, 
d’après  notre  théorème  : le  cube  donneur3— 6.r‘  y- y'  — 1 2.rn-  8, 

rmi  oihclitnn  rnnrlnit  à - ftr  -Lii  nn  j jflr O , 


qui,  substitué,  conduit  à yiy?  8.r  -*->1.,  ou 
équ.  demandée.  * * 
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Pour  + on  fera  x + i p = y ; puis  car- 
rant, x +px  y j et  la  transformée  fest  y'—'  p\ „ 

n tire  J-,  et  par'sui^  les  racines  x de  la  proposée.  C\*t  un  • 
mode  de  résolution  de  l’équ.  du  2'  degré.  * 

On  veita  aisément  qu’on  chasse  à la  fois  le  a*  terme  de/x, 
et  le  coefficient  k du  i"  tefme,  en  faisant  x = J: 

S.  l’on  veut  -ch.atser  le  3*  terme  de  l’équ.,  on  doit  faire 
i™{m-i)i'k  + (m-,)ip  + q^0  ï 

Cette  relation  conduit  èn  général  à des  valeurs  irrationnelle 
ouimagmanes  de  i,  qui  ne  peuvent  être  dt.lemeut  employées  r. 
En6n  si  1 ou  pose  kim‘  -lu  n/n*— « 4.  • , ‘ ^ 

k dm»«r  de  !•<,*  Il  f»,  ,loi,  rdsoudrc  ,W  ; 

T e,^mem'v«  « <ft«  « «rftaM,  aurait  „1  ^ciL 

* * V*  ' j »r- 

5o7.  Voici  encoft  deux  transformations  àsitées/ / 

. ® 011  xe^  y >0 ce  ‘ï11*  change  les  signes  alterna- 

' ' -<  % * : « V -. 

2 ’^rfN  “eT  ’ îes  racin£s  «Jevicnncut  réciproques, 

les  plus  grandes  de  x répondent  aux  plus  petites  de' -r  • L* 
les  facteurs  ^ V3'  4 , v ‘ 3^  • comme  *. 

i moteurs  *,  x x . sont  remplacés  par  les  diviseurs  nJ 

y , J*.  ■ • , en  multipliant  tout  par  y\  ces  facteurs  se  troll  % * 
vent  remplaces  par  j—*,  j— » Ainsi  ce  calcul  revient  i 

distribuer,  près  des  coefficrens,  fcs  puisses  de  ^ 
inverse  de  celles  de  x : <nF;  17  °™ie  * 

i ' t . 

t ■ *■*  \ * ^ 

J>  . . q ' . t 

», 


— -f  -£-*4-  ' . t 

y\  ym~l  jrn v **  ; ■ 


d’où  ujr  + ^-+....+  ^’+^4.A=0. 

Et  si  l’on  veut  en  outre  chasser  le  coefficient  « du  terme,  * 


y „ , • « 

, t.-a-a.  X_— , transformation  qui  rem-* 

+ « 

4 - 


on  posera  y 

plit  d’un  seul  coup  les  deux  conditions 

T.  II 


•s  ■ 


— • - \iv- 
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Eu ic fa  ir-an.ijjifttiM'  U/te  équ.  fr(*)  ç=  os  c’est  eij  coin- 
pgSer  une.aijire  R(f}  s=ov  Jpnt  1ee.racjt4is  jr aient,  avec  celles 


( p°.  02  2y?  . 


• ' •>  » ’ ' 

: • . ' • * 

I. iri lit  ps  des-  Pute  rites . 


.*  • , •*.  » , • -J  '•  4 

5o supérceuie  tics  racines  du  F équ.  f\  = o , est 


.*»>  i ' i Pi»  **  • ji  /•'  h* 

d’où  — 0^“ *4  (•*¥—  Fjj-f- ï ) • 

4 J4  il* 

Appliquons  cettè  formule  à chaque  ternie  positif  de ; . 

Ji f*=  kxn  -4- px**'  -r,qx"  . . . -f-  w : ilh-jeot 


e« 


W> 


6-, 


» 5 . 
■ *?/. 


•+•/>! 


(.T—i)xn~3.r.+j{ 

’l  ' ' .+/» 

b -+P  . 

-ha 

4îr 

etc. 


+/> 

+'J 

etc. 


w t • • - a • 

..  . |nous  laissÊrorçS  les  termes  négatifs  sons  leur  /orme,  et  nous 


es  placerons  dans' les  cdlonnes  où  x est  affecte  du  même  expo- 
sant. Un -terme  — sa rs,«era  mis  cl#ns  la  colonpe  ( x — i)  xh,  et 


.7 

* f 


îe . coefficient  'sera  ( k 4- p“\*Q . . . ) (x  — n ) — .r;  de  facteur  de 
(x  — I1)  est  la  somme  des  corjfiiiens  positifs  qui  précèdent  s. 
Or,  pouv  attribuer  à x une  valeur  capable  de  rendre  ce  terme 
m -atlf  il  faut  qu  • ' ' -f  ;>  + ?■••  (x—  i)  soit  <.f  ; ce  signe  — 
n’y  existera  donc  plus  si  l’on  prend 


> I+x-4/> +<?... 


(M) 


■ ‘Vv . ^ • 

**- 

• i 


* * 

■ -:tr 


• *■ 
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Qu’on  Cg  dise'au Unt.de  chacpfce:dés4mûuuesrfeàsq  trouve 

coefficient  négatif;  et 'que  parmi  toute»  les  expressions  ( M ) 
ainsi  formées,  on  prenne  la  plus  grande  /,  il  est  clair  que 
r=  ou  >/  reridr.vtout  Je  polynôme  positif:  /est  donc  limite 
supérieure  des.Vdcines  vie  fr=z o.  Ainsi , divisez  chaque  coeffi- 
cient négatif  de  (n  u a?  la  somme  de  tous  \l es  positifs  qui  le 
précèdent ; ajoulezi  l à la  plus  grande  des  fractions  ainsi 
obtenues  ; ce  nombre  sera  limite  supérieure  des  racines  de 
l’équ.  fx:t=o.  * *,. 

Soit  8o.r-(- u=o;  on  divise  8 

par  4*,  puis  8o  par  4-f-2"  -f-  > o5;fle  x"  de  ces  quotiens  2 est  le 
plus  grand;  donc  , toutes  les  racines  sont  a -f-  i,  ou  3. 

Kn  effaçant p , ÿ , . . . du  ddnoii^«U&Sur  de  (M) , cette  formule 

t*  « . s " " f - 

* se  réduit  à ar=ou>  t -f-  - ; comme  orra  le  droit  d’augmenter 

cette  fraction  (M) , on  voit  que  le  plus  gfand  coefficient  négatif 
d’une  équ. , pris  cri  -f- , et  augmenté  dè  i,  est  une  limite  supé- 
rieure de  ses  racines,  quand  on  a divisé  l’équ.  par  le  coefficient 
k de  sou  i*r’ terme.  (Jette  expression  est  plus  simple  que  la  r°, 
et  se  forme  à vue  / ce  qui 'Ta  refajjjpréférable  toutes  les  fois 
qu’on  n’a  pas  intérêt  à choisir  une  limite  basse.  Lfcs  théorèmes 
Süivans  offreut  souvent  une  lihntephis  avantageuse. 

t*. v'*  j,  * 

5oq;  N’ayons  égard  qu’au  ier  terme  et  aux  termes  négatifs 

>VAl  • _ r ^r.YV-  I’-  - 

• xn — Fa:*-- -f — lGxl,— f - 


«•lift-*;. . . ; . (i) 

Soit  à un  nombre  qui  mis  pour  i rende  celte  expression  posi- 

Ai....  u * ' -* 


Hvc , ou 


fo 


a">FA"^  + G**-(t 


>h  + 


G ¥ H 


; (?) 


• * x '*■’  9.  \ ' 

en  divisant  tout  par  a*.  Il  est  dair  que  tout  nombre  >«  satis- 
fera à la  même  condition  ; ainsi,'  ni  a , ni  Ie6  nombres  J>  a ne 
pouvant  reudre/r  nul , puisque  la  partie  positive  de/r  accroît 
a",  op  voit  que  tout  nombre  1 qui  rend  le  icr  terme  de  £x  plus 

4- 


•y 


A‘ 


/ -« 
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. « * 

grand  que. la  somme  des  termes  négatifs  est  limite  supérieure  (*}. 
Tirons  d* la  relation  ( 2 ) une  valeur  de  «..Parmi  les  nombres 

J f * '• 

t/F,  Vt».,  i/H-.-il  en  est  un  qui  surpasse  les  autres;  suppo- 
sons que  c’est  h»  2%  nous  le  représenterons'  par  i : ‘ 

V>  G~  i > f-F  et  V/H.  G = I»,  F<r/,  H < i».  . 

• * * ' « J » 

Remplaçons  dans  (2) , G par  it,  F par  if  H part4;  le  2*  membre 
sera  augmenté , et  si  l’on  rend  a.n  que  cette  somme,  à fortiori 
la  condition  (■z)  sera  remplie!  Il  S'agit  donc  de  rendre 

i t 

jr°  xn~f  -f-  ifx1  t-j-tV"*..,. 

On  peut  même  ajouter  ici  les  termes  qui  complètent  le  poly- 
nôme , d’où 

* * v-  V* 

xn  > i,x,~t  4-  Pz”~3. t" , 


savoir  a:'1  > ./ 


. .t’  — r 


ou 


s t- 


Admettons  qu’on  prenne  x^>t, ce  dernier  terme  sera  négatif, 
ét  en  le  supprimant,  le  2“  membre  sera  augmente'.  Ainsi, 

«Mhâfif  - ■ - 

• « 

•aat  — tx 

xn  1,  ou  x t 

> x — t 


X ^ 2»  ou  a|/G.  (.v 

> > 


Z>  double  du  plus  grand  nombre  qu’on  trouve  en  extrayant  de  . 

chaque  coefficient  nêgatij  une  racine  de  degré  marqué  par  le 

nombre  des  termes  qui  le  précident,  est  donc  une  limite  supé-  ; „ 
. • ■ . . . . , 
rieure  des  racines.  * ■ „ ...  . jv. 

Ainsi,  pour  l’e'qu.  xi—2xi — 2ox'  + 3x — 11  = 0,  notre 

<•  ■ ' 7:  ♦ , 


li. 


(*)  Quelques  auteurs  disent  que  pour  obtenir  une  limite  supérieure  des 
racines  d'une  équ. , il  faut  trouver  pour  x un  nombre  1 qui  rende  te  i“r  terme 
plus  grand  que  la  som/ne  de  tous  les  autres  t c’est  plus'grnnd  que  la  somme  des 
termes  négatifs  qu'il  faut  dire.  I.'eselnple  suivant  montre  la  vérité  'de  cette 
assertion.  L’éqn.  3ox»— a.r-f-iC-8=o,  a pour  racines  3 et  1,  et  copen- 

dant en  faisant  x=ia,3,  qui  n'est  pas  une'  limitc.supérieuro,  on  reconnaît 

que  x4  > la  somme  des  autre»  termes , savoir  37,9841  > 180, 1O7—  iG3,3. 
>*b 
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1"  théorème  donne  21  pour  limite;  mais  prenant  y?.,  [/2.0, 

4 

[/11,  le  2'  de  ces  nombres  est  le  plus  grand,  à peu  près  5; 
ainsi  10  est  une  limite  supérieure.  v ' A 

• ,»  > ' ■ . * • • , <f  . 

5 10.  Faisons  x = / -\-y  dans  fx , / e'tant  uu  nombre  quel- 
conque ; il  vient  (n°5o4),/^  +jr/'J  + v T'f  ’1;  + kyHz=o. 
Or,  si  l’on  choisit  pour  l un  nombre  tel  que  fl,  fl,  fl.  . . 
soient  positifs,  tous  les  coef&cieris  dé  cette  transformée  ayant 
des  signes  -f-,  aucun  nombre  positif  mis  pour  y ne  peut  y 
satisfaire  ; les  valeurs  réelles  de  x répondent  donc  à dès  valeurs 
1 négatives  de  y = x — l ; partant  lf>x.  Donc  , tout  nombre  qui, 
mis  pour  x- dans  fx  et  toutes'sçs  dérivées , donne  des  résultats 
positifs,  est  une  limite  supérieure  de  x. 

Dans  notre  dernier  exemple,  les  dérivées  sont 

1 ^ t ■ ».  . • 

4-x3—  6jc*  — 4<xe -f-  3,  1 2x‘  — tîx  — 4°,  a4x  — ,2- 
On  voit  que  x = G rend  tous  ces  polynômes  positifs , et  que 
-T  6 , limite  plus  basse  que  celle  qui  a été  trouvée. 

Observez  que  si  l’on  change  les.  signes  alternatifs  de  la  tians- 
for.mée , les  racines  de  Jf  auront  changé  de  signe  ; elles  seront 
donc  toutes  positives,  de  négatives  qu’elles  étaient  : ainsi , on 
sait  transformer  une  équ.  fx  = 0 en  une  attire  Fj  = o qui  n ait 
aucune  racine  négative,  en  posant  xe=.  1 — y,  1 étant  une  limite 
\ supérieure  des  racines  x. 

5u.  Changez  x en  — x,  dans  foc,  ou  les  signes  alternatifs; 
les  racines  positives  seront  devenues  négatives , et  réciproque- 
ment, en  conservant  leurs  valeurs  numériques  : cherchez  la 
nouvelle  limite  supérieure  V -,  le%  racines  négatives  de  fx  = o 
seront,  entre  o et — V , les  positives  entre  o et  l.  C’est  ainsi  qu’on 
reconnaît  què  dans  notre  dernier  exemple  toutes  les  racines 
sont  comprises  entre  — 4 Çt  ~t~  6-  * 

' » . • | , 

5ia.  En  faisant  x 3=  - dans  fx,  les  plus  grandes  racines  de  z 

•s  . • •*..  */  f ' , . . ' 

répondront  aux  plus  petites  de  .r..Si  Jonc  on  cherche  la  limite 
supérieure  h des  racines  vie  z,  ou  z <ÿA,  on  aura  v > Telle. 

. . • * , v»  ‘ **  4 

s est  la,  limite  inférieure  des  racines  positiver  de  x,  -v.  ’ 

V 'w  ‘ ‘ ’ v * ‘ . 


A * " 
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Soit-»  le  plus  grand  coefficient  de  signe  coatraire  au  dernier 
terme  de  l’équ.  kxn  -}- pxn~' . • , -f-  u = o ; comme  la  transfor- 
mée est  uz * -4---  ~h  A — o,  en  prenant  pour  limite  supé- 

%.  V ' ‘ ' * . * ' . 

J • II  g 

ricure  z <Jt  -f — , on  trouve  ar^» . C’est  entre  ce  nombre 

u u-t-s 

t ' • r . • 

et-f-  / que  soht  comprises  toutes  les  racines  positives  de  x.  On 
peut  d’ailleurs  trouver  ileuxj  limites  plus  rapprochées , ainsi 
qu’on  l’a  exposé.  On  endirn  autant  pour  les  racines  négatives,  j 
5 1 3.  N’ayons  égard ‘qu’au  itr  terme  et  aux  termes  négatifs 
de  fx,  savoir  t1 

kxn — Fxn~f r—Gxn~^rr  . . . z=zkx"(  i j .. Nous  cor 

, . y •>  & xe  i 

naissons  une  valeur  / de  jc  qui  donne  un  résultait  positif, .et  tout 
nombreî>d  donne  autiüe  «igné  -f-"au  résultat  : comme  les 
termes  positifs  de  fx  accroissent  la  quantité  kxn,  on  voit  que 
dans  tout  pçitynome  rationnel  et  entier  fx , ordonne  selon  les 
puissances  descendantes  de  x,  si  l'on  fait  croître  graduellement 
x,  on  atteindra  bientôt  une  valeur  qui  donnera  un  résultat  po- 
sitifs et  au-delà  les  résultats  seront  positifs  et  croissons. 

Quandle  ior  terme  kxn  est  négatif,  en  le  comparant  aux  ténues 
positifs,  on  trouvé  de  même  des  résultats  croissaüs  et  négatifs. 
Enfin  si  le  polynôme  esjt  ordonné  selon  les  puissances  ascen- 

' £ •*  T ■'  \ ‘ ’ ‘ "j  . 

tîntes  de  x,  fx  = u -f-  tx, . . -\-pxn~'-\-kxn,  en  posant  x ; 


„ » 

con- 


H 

*> . 


on  a 


— (uzn+...  -+-A)  : la  yaleuf  z~l  qui  dpunc  au  résultat 

* i ^ i » 

le  signe  de  u,  répond  à x—~,  ^ui  produit  le  même  effet  s xsxfx.  ■ 

On  sait  donc  trouver  des  Valeurs  d&x  qui  donnerif  aux  résultats  ■ 
de  fx  le  iiign&^w  1er  terme îfque  la  suite  $éft  hscçri^anle  ou  des- 
cendante.  *’  •_ 

f*  i ' * j^V*  * **»  *f 

5i4*  On  peut  toujours  prendre  pour  x ùnc  shnè  de  nombres 
croissons  m,p,  y...  assez  rapprochés?  finir  que  les  valeurs  que 
reçoit  le  polynôme  fx  soient  aussi  voisines  qu on  veut.  Suppo- 
sons d’abord  que  fx  n’a  que  des  termes  positifs,  et  faisons 
x=9+  et«4-t.  Id^>  résultats  sontfa  et  f*  -f-  i f'a  -f  i i’  /V-J-..,* 

■ , ’ >■-,  ’ . w • i 

- V . ^ • .wr 

* | Vf 


-/jr 


y- 


» t. 
' <•« 


f*" 


.rf 

* 


1 


p -i 


c • 

•t’.* 
* ■ 
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dont  la  Uitter.esU^/'.-H  </"*+•••) : ^s’aGil  dVu  il,a<’r  à < 
une  valeur  telle  que  cette  diftér.  soit  moindre  que  tout;iit>hibrc 
donné  h.  Tout  est  ici  positif , et  i est  très  petit  et  < i ; faisons, 
i=  i dans  la  parenthèse,  et  posons*'  (/'*  -f-  ?f" •)-~ou<^‘  l* 

• ...  . . . - h **.'>■ 

condition  sera  remplie  : ainsiilfaut  prendre  i — ou  <^j 


•ê 


prenant  ensuileer  = (*-!- O "W  > opérant  de  même,  ou  aura 
un  résultat  qui  surpassera  le  2e  de  moins  de  S;  et  ainsi  de 
suite. 


*& 


Maintenant  si  fx  renferme  des  termes  négatifs,  ce  quôn 
vient  de  dire  s’appliquera  à l’ensemble  des  tenues  positifs;  et 
comme  les  termes  qu’on  en  doit  soustraire  diminuent  encore  lâÇkg/  • - y ; 
grandeur  des  résultats,  à plus  forte  raison  ceux-ci  différeront-  ^ 

ils  de  moins  de  h.  Et  si  la  somme  des  termes  négatifs  1 enqioi  -,  ‘ 

» • t • » . * v 


tait  sur  les  positifs,  ce  serait  au  contraire  aux  pi'édiiewVtg^^^  ,.V  J 
appliquerait  le  raisonnement  ci-dessus.  Ceci  démontre 
l’on  peut  toujours  supposer,  que  quaud  xcioit insensiblement^ 
les  résultats  de  fx  sont  corilirtufÇM  ' ^ m • *, 
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5,5.  Soit  l'dqu./r  r kxm+f>.cn~'-r-fi  • .-K»r  n=o.. . t • )•  ..  '* 

Si  tous  1rs  CoeJJi ciens-sont  < /; t it-rs,  ci  k ...  t . aucune  facina  ce 
peut  ctrr fractionnaireii  e^r  '.  - W&& 

Pt  " A Su  M i „ . 

J&vV  * 

on  a un  + '/*«"“'•  . V.-f' «é*-')  = o 

.»  . ' ' . . , . 'V  . ’■> 

la.2'  partie  étant  multiplexe»/! , ur‘  deviR^l^ètrq  aussi  , ce  qui 
est  impossible  (r\°  ?^).' 

Ainsi  lorsqu’un  faisant^**,  «in  dégage  le  >“  terne-  b- 
' -%%.  t l’équ.  (i)  de  Son  ^clfcqj*rn*  * (n"  5ob).  sans  que  les  autres  cueP  . Vil 
fiçiens  cessent  d’i'tre  entiers,  y n a pas  de  : 

'**’•  ♦ .T  ie  sonnait  »&t  cptliy^l^'qimes  racines. 
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Siq,  Voici  donc  la  marche  à suivre  pour  trouver  les  racines 
entières  deJx=o.  On  prend,  tant  en  + qu’en  — , tous  les- 
diviseurs  du  dernier  terme  u , et  les  quotiens  de  ces  divisions; 
on  soumet  ces  quotiens  aux  e'preuves  prescri  tes  par  les  équ. 
ci-dessus  : si  l’un  de  ces  diviseurs  conduit  à quelque  quotient 
fractionnaire,  on  le  rejette,  il  ne  peut  être  racine;  et  on  ne 
reconnaît  pour  telle  que  ceile  qui  donne  enfin  — k pour  dernier 
quotient.  La  suite  des  quotiens  numériques  entiers  ainsi 
obtenus,  pris  en  signes  contraires,  compose  les  coe/Jiciens 
t , s'...  p',  k du  quotient  algébrique  de  l*x  divisé  par  x — a. 

Cortime  zfc  i pris  pour  diviseur  de  «,  donne  toujours  des 
quotiens  entiers,  ce  n’est  qu’au  dernier  terme  qu’on  reconnaît 
si  ± i est  racine.  Il  est  donc  plus  court  d’essayer  directement 
de  i , par  le  procédé  de  la  p.  4f  • 

Soit  par  ex.,  aa:5-f-3x* — 3ix3  -f  — 43*4-210  = 0; 
comme  210  = 2 .3. 5. 7,  ©n  trouve  que  les  diviseurs  de  210 
sont  ± (t  ,2, 3, 5, 6, 7, 10,14...):  on  reconnaît  d’abord  que  ±1 
ne  peut  convenir,  non  plus  que  les  diviseurs  qui  sont  hors  des 
limites  — 8 et  7 des  racines.  Le  calcul  se  range  sous  la  forme 
suivante , où  l’on  a marqué  de  » les  diviseurs  à rejetter,  et  où 
’ 1 s’est  dispensé  d’écrire  les  sommes  et  différences  qui  don- 
nent les  dividendes. 

■ T*  s * . * ..  • -•  . V-  . •> ' 

' — 2 3 5 6-a  .,  -3  -5  -6  —7 

■ > : 

■ •**  ^ — f = io5  70  42  35  — io5  —70  ; — 42  —35  — 3o  j 


^ — 43—  é ) : a = — sf  = 

f+3  — /):«  = -/  - 

.( — 3 1 — y' ) : â=—p'  — , 


» 4-74  ‘ 

1 


-17  -f-i3 


(— ai—  v a=—  P =,— 7 —9  «,  ....  +7 

. . . (4-3-/)  :««=?—  ^ ==  fa  -2  *■  < .-  / -2 

‘ V.  ..  i ’’  • „ >>''•.■**  ■ 

. .4  . , . , • »•  '.  N»,  • , , 

Ainsi  la  proposée  n a que  trois  racines.entieres,  +2,  +3 

et  — 5 : le  quotient  de  la  division  par  x — 2 a pour  coeflficiens 

les  uombres  places. sous  le  diviseur  2,  savoir. . . 

* ***  4*  7—  » 74s*  — 3 \x  — - 1 o5  ;■  on  divise  ensuite  pay  x — 3 , 

puis  par  x 4-  5,  et  onarrive -enfin  au  qubliént  2x’>  4-  3.r  4-  7 ; 
1 tels  sont  les  facteurs  de  la  (proposée.'  .^>1  * : v 

. • r ^ i - ■ . * » - . . . ' 

. V . - - !*  •*  ... 
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Voici  encore  doux  exemples. 


• x*+3x*  — lO-^rO 

«=î  2 —2  — 5r  — 1,0... 

9 <> 

4 

— 5 

— 5 — 1 — 1 . . . 

4 6 

» 

-f  = » 

» 1 j 

)»  » 

)>  • 

— 

— 03x  ■+.  36=;o 
3 s — a — 3 


■ 3. 

.-3  • 


18  — 18  — ta  — <> 

- « „»  +35  " io 


Pour  la  r^équ.,  le  facteur  x+5  lionne  le  quotient#* — 2x-j-2. 

Pour  la  ;?*,  on  n’cprouve  que  les  diviseurs  de  36  qui  sont 
outre  les  limites  — 5 et  + io;  on  a le  diviseur# — 3,  et  le/juo- 

<•*.  r tient  8.r*  4-  «?#—  ta.  ..  . 

M •.  ♦ *.•».**’ 

. . ^ Voici  des  problèmes  qu’ôn  résout  par  cette  méthode. 

I.  Cherchons  un  nombre  N de  trois  chiffres  x ,jr,z,  tels 
que  i°  leur  produit  soit  54  : 2°  le  chiffre  du  milieu  soit  le  6e 

• de  la  somme  des  deux  autres  ; 3°  enfin , en  soustrayant  5ç)4  du 
nombre  N,  le  reste  soit  exprime'  par  les  memes  chiffres  en  or- 
dre inverse.  Comme  N—io'ov  -4-  i oy  -f-  z j on  a 

a.  ..  : •*'  * - * - . 

• . , ; .jy'z=54,  6j,‘=x-t-x>  iooz  4 ioy^-x—N — 594,. 

lft  3*  équ.  revint  à x — z=6;  chassant  y des  deux  irM, 

> ' #**4-#z‘=i:3a4;  enfin  mettant  z -f-6  pour  x,  on  a.  \ . . . . 

- z’-J-gz1  + i8zt=T62.  Qrxxy,z  sont  des  nombres  entiers,  et 
notre  méthode  donne  z^s  3 , d’où  x = 9 , jr  — et  N — 913 . 

II.  Quelle  est  la  base  x duisyStçine  de  numération  dans  le/, 
quelle  nombre  538  e$l  “exprimé  par  les  caractères  ( 4,123)  ? , 

Il  faut  trouver  "la  racine  entière  et  positive  jle  l’éqnaflojV 
’/*’  r ■ .ajc  4-3  ré  538  ; cette  racine  est  # = 5.  F.  la  n.ô/ifc- 


•v 
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( x3 — 5^r* 3 jt -(-3)  log  |=  3 log  a:3  — 5x’  — f—  3^c -}-  3 tr  — 3, 

on  en  lire  x=  2 et  4 (3  ±t  \/2i  ).  • ,* 

• ■ ’ , « - . . • > * . • * 

IV.  Pour  Çx4  — iqr’-f-  282.* -r~  i8x-j~4  = o,  on-fait  x='r, 

d’où  — 19  J"  ~h  168 jr!  — 648j-  4-864=  o.  IJ,  tÿy  à pas  de 
racines  négatives , et  les  positives  sont  < 20  : or  864  — 25.  3S,  "*  - 
et  l’on  doit  éprouver  les  diviseurs  2, 3, 4, 6.  . . 18.  On  trouve 
^•  = 3 et  4,  et  jr*  — iaj-  -J-  72  =0  ; enfin. r = ' , |êt  1 dz[/ — t. 

On  voit  de  même  que  - ’ ’ * 

r »*  „ • 

6x34-i5x*  4-  xox’ — x=x(x  4- 1 ) (ax  + 1)  (3x*  4- 3x — 1).  v , 

*”  ■ i * * , 7^.  ' ' 

5i8.  Quand  lé  dernier  terme  u a beaucoup  de  diviseurs, 

entré  les  limites  des  racines  , ces  calculs  sont  longs  : Voici.uu  ».  .3 
moyen  de  lêsabréger.  Si  a est  racine  entière  de  l’équ.  fx  — o,  ■ * 
et  n’a  que  des  coefficiens  entiers , aussi  bien  que  le  quotient  Q 

dejx  divisé  par  x — a,  onaÇ  = -^-  = entier  quel  que 

y - . ■ . ' , • X — 1 a 

soit  x. Prenons  pour  x un  entier  quelconque  * , on  voit  que  Jet 

doit. être  divisible  par  et — <f.  Donc  pour  reconnaître  si  l’un  a # » 

des  diviseurs  du  dernier  ternie  « peut  être’  racine  entière , 

prenez  la  différence  entre  a Qtce  diviseur  ; toutes  les  fois  que  a 

sera  racine,  celte  différence  divisera  f«,  ouïe  nombre  e/uiré-r 

suite  delà  substitution  de  -à  four  x dans  fx.  Chaque  diviseur 

de  û qui  11e  remplira  pa»  celte  condition,  sera  exclus,  et  le  prri 

cédé  général  nç..  scra  plus  appliqué  qu’aux  autres  diviseurs  * 

de  ti,  parmi  lesquels  on  pourra  faire  de‘  nouvelles  exclusion#,.-'*  , 

,eii  changeant  le  nombre  <t.  *^-‘’**}  "♦ 

Comme  la  méthode  exige  qü’on  fasse  x = ±:i  dans/*,  pour.  , 
s’assurer  si  ± 1 ne  sont  pas  racines;  les  valeurs  de  fo  sont  con- 
nues pour  ces  nombres  «t=±  1 , et  la  règle  s’applique  imniéi*  •>  ► 

maternent.  • * • ■ ' * , 

' * ; . 

JDjms  le  itr,ex,  y p.  5*,  on  doit  éprouver  9 diviseurs,  entrâtes* 
limites  des  raéhjè’s*  iuiais  comme  x = v donné  f%—  1 44 éxt  ■ 
a— a=i  ,2,4,5...  on  reconnaît  bientôt  que  2,  3,  5, -ç-2 — 3,  et 
— 5 divisant  sè^ls  1 44  j les  nombres  2,3,  5-^.yr-  3, — 5 sont 
les  seuls  qu’on  doit  soumettre  au- calcul.  ■ V 

• V * 

->  V* 

m % 

# ' ' V . v 

r *»  , 

t.  • * 


‘•'t 
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5ic>.  Cherchons  maintenant  Us  fadeurs  commensurablesdu 
a*  degré  de  l.’équ.yx  =o  , l’un  de  ces  facteurs  étant  x’-t~yjx-j-ÿ, 
et  le  quotient  xn~7  -f-  p'x*~  '-f-,  . ,'  on  a cette  équ.  identique  : 
Jx'—ix1  +px+q)  {x*i-*+p,x'-'’+q'x'-*::.  ) ; 
il  y a ici  n coefiicicns  inconnus.  Exécutons  ia  multiplication,  et 
égalons  lescoefficiens  dés  mêmes  puissances  de  x dans  les  deux 
membres  (n®  5oo),  nous  aurons  n cqu.;  éliminant  p',  q' ...  U 
restera  deux  cqqfentre  pet  y,  puis  enfin  une  équ.  contenant  q 
Seul,  et  qui  sera  du  degré  j n (n — i),  nombre  des  combinai- 
sons a à 2 des  facteurs  binômes  du  i,r  degré.  Cette  dernière 
e’qu.  aura  pour  y au  moins  une  racine  commeusurable,  puisque 
sans  cela  fx  n’aurait  aucun  facteur  rationnel  du  2'  degré.  Une 
fois  q connu  , l’une  des  équ.  entre p et  q donnera  jz,  et  on  con- 
naîtra le  facteur  rationnel  -j-px-f-  q. 

Ainsi  x4  — 3x’  — 1 2.r  -f-  5 = ( x3  + px  + q)  (x1  ■+•'//*  -f-  q') 
donne p-\-p'z=a , q+pp'-\- q'~— 3,p'q+pq'=—  12,  qq'~ 5. 
Les  deux  1™  équ.  donnent  des  valeurs  de  //  et  q , qui , substi- 
tuées dans  les  deux  autres,  conduisent  à 

ipq  + 'Sp  — P'=  I2>  + 7 (3— />’)  + 5 = o, 

et  chassant  q,  on  a p 6 — 6 p* — i ip*=  i44>  d’où  p=  3 et  — 3 ; 
puisy=5  et  1 ; les  facteurs  sont  donc (xJ-f-3x-f-5)  (*’— 3x-f-i). 

Racines  égales. 

520.  Quand  yx=(x  — a)P(x — b y (x  — é)  (x — d).  . .(A) 
le  polynôme  fx  a p facteurs  égaux  à x — a,  q égaux  à x — b ; 
et  on  dit  que  l’équ./r  = o a p racines  égales  ha,  q égales  à b. 

Il  s’agit  de  s’assurer  si,  uue  équ.  étant  donnée,  elle  peut  être 
mise  sous  la  forme  (A).  ■ 

Supposons  d’abord  p — q — t ; comme  l’équ.  (A)  est  iden- 
tique, on  peut  remplacer  t,  dans  les  deux  membres , par 
jr+x  : en  développant  le  1"  membre  ( n°  5o{ ) , 011  a 

'f*+yf*+ iy+x—h ch*  x^c). . *. . 

fx  est  la  dérivée  de  /x,/”-«.cst  celle  Acf  x, . . ; ce  sont  des 
polynoptes  connus.  Le  a'  mcfhbrccst  compose  de  facteur»  qui 
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ont  tous  y pour,  t,r  terme  ; le  produit  a donc  la  forme,  indi- 
que^ t.  i,  p:  1 35,;  le  coefficient  de  j"~ 1 est  la  somme  des  aM 
parties  x-— «,  x — b,. . . ceux  d ey,“,,j*'r5. . . sont  les  sommes 
des  produits  2 à 2,  3 à 3. . ..de  ces  binômes.  Donc 

i°.  fx  est  le  produit  de  tous  ces  n binômes , ou  l’e'quf  (A).*: 
2°.  fx  est  la  somme  de  leurs  produits;/!— i à » — t , qu’on 
forme  en  'supprimant  successivement,  dans  le  produit  (A), 

chacun  dps  facteurs  binômes,  et  ajoutant  tous  les  résultats  : 

* ’ • • - ■ ïwSytr.  ■ * ■ 

3°.  ff'x  est  la  somme  des  produits  n — a à/i  — a,  etc. 

4 * 4 ' • 

Cela  posé,  si p—i,fx  n’a  qu’un  seul  facteur  qui  soit  =ar— a; 

tous  les  termes  de  fx  contiennent  aussi,  ce  facteur,  excepté  le 
terme  où  il  a été  omis,  R =a  (x  — b)  (x  — ç). . . Ainsi  fx  est 
de  la  forme  R -+•  (>-—  a)  Q,  qui  n'est  pas  divisible  par  * — a. 
On  en  dira  autant  des  autres  facteurs  inégaux  de  fx.  Donc  si 
le  polynôme  fx  n’a  pas  de  facteurs  égaux,  fx  et  f ’%■  n’ont  pas 
de  diviseur  commun. 

Mais  s,i  (A)  contient  le  facteur  (a:  — a)f,  pour  former  fx , il 
faudra  omettre  de  fx  successivement  chacun  des  p facteurs 
px  — n;  et  (x  — sera  facteur  de  p termes  égaux;  ensuite 
on  devra  omettre  chacun  dq§  autres  facteurs  x — b,  x — c . . . , 
résultats  qui  auront  fous  faf  — a)f  pour  multiplicateur;  ainsi 
'tous  les  termes  seront  divisibles  par  (x-^-ay~';  mais  la  somme 
ne  le  sera  pas  par  (x — a)P.  On  voit  donc  que  fx  et  fx  auront' 
(x  — a)P~'  pour  diviseur  commun.  En  répétant  ce  raisonne- 


ment  pourjes,  autres  facteurs  égaux  (x — by,  on  reconnaît  que 
si  fx  a des  fadeurs  égctpxs,  fx  et  fx  ont  un  commun  diviseur, 
qui  est  le  produit  de\toùs  Tes  fadeurs  égaux  de  Sx,  chacun 
élevé  à une  puissance  moindre  d'une  unité.  t 

- D’après' cela , étant  donnée  une  équ.</x  = o,  on  formera  la 
dérivée  fx,  et  l’on  procédera  à la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  fx  et  f'x\  s’il  n’en  existe  pas,  la  pro- 
posée' n’a  pas  de  raciues  égales;  elle  en  a au* contraire, si  l’on 
trouve  un  diviseur  F,  lequel  sera  réductible  à la  forme 

F'=(x — «)A-‘  (x  — by~' , 

* * « 

mais  qu’on  ne  coiînuitra  que  sou^  celle  d’uu  polvuoure.  En  di- 


/. 


A 'i 


/*  * « *.  ^ • -- 
03  *.h  •'  . AlJQnÊRË.  • •.  j 

f ;T  ' , . . .«  .■  * ■- 

'visant  y.r  par  F,  la  quolidht  q est  forme  île  lous  le?  fadeurs  de 

ijj,  dégagés  des  exposons  ’ ■ \ , ■' * 

**  V.  " , q=z{x  — a)  (x*-b)  (y r)  (*  , ' •*  . 

» 5^t . Soient  *,  fi,  y.  ..des  produits'des  facteurs  binômes  res- 
pectifs aux  puissances  tç.a,  2>.  . . qui  entrent  dans  fx , en  sorte 
. .V-qu’ôn  Mvfxsssn.  3î.  y!.d'(.«s. . ; -Désignons  par  F loplus  grand 
coiniàudf  diviseur  entre  fx  vi,‘Jex  - par  G celui  de  F et  F'-,  par 
ff  celui , de  G <et  G',  etc. , enfin  par  q,r,s-,t. les  ymqtiens 


- '•fx  — a.'.fit.yi.j4v’. 

S 

. '%ç=*  ^ 

s 

y.ï.t... 

Y * 

* * 

, A O 

1 -,-F  = 

/s.  y 

. t,  r = S 

iy.i' 

*&> 

II 

0 

+•  ' G = • 

y 

II' 

} 

, ;v  = o 

<>;£== 

* ï . «f. 

> t = * 

y<  J = 0 

etc.  • 

etc. 

••  4 ’ ** 

‘•etc. 

1 0 . 

En  divisant  chacun  des  quotiens  q,r,s...  par  lç ■suivant,  on 
trouvé  pour  quotiens  les  facteurs  isqlés  a,  fi,  y , , chacun  au 
f*'  2fegré  ; et  s’il  manque  dans  fx  quelque  facteur',  fi  par  ex.  # 
tout  se  réduit  à poser  fi=t  i , ce^ui  donne  alors  r = r,  et  le 
quotient  correspondant  =1,  qui  aononce  l'absence  de  facteurs 
au  carre.  ' • * 

Voici  donc  les  calculs  qu’il  faut  faire. 

Chacun  des  polynômes  de  la  col 
viseur  entre  le  précédent  et  sa  déq 
à celui  M qui  n’a  pour  comùném  :3 
derniers  des  polynômes  de  cette  imlo^ne.  Oh  divise 'ensui, té 
chacun  de  ces  polynômes  par  le  suivant,  C£  q'rii  d<5npe  lés  quo- 
tiens exacts  q,  r,  s. . . M ; enfin  on  divise  de  nouveau  chacun 
de  ceux-ci  par  le  suivant;  et  on  a ainsi  pour  quotiens  exacts, 
des  fonctions  de  x qui  sont  les  produits  isolés  de  chaque 
espèce  de  fafctéur  du  i",  2* , 3*  de;;ré,  lirais  chacun  réduit  au 
1"  degré.  Le  polynôme  M qui  n’a  i^Ue  l’unité  pour  commun 
diviseur  avec  M'  est  (au  i'r  defré)  le  produit  des  facteurs  qui, 
dans  fx,  ont  le  plus  haut  exposant.  Lorsque  l’un  des  t'r>  quo- 

• X ■ f ■ 


: * 

le  commun  ui- 
p^ju’à  ce  qu’An  arritfe 
ayèc  W que  1 —N, 
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liens  cj^l  ^u  sXiivcyiC,  1è  quotient  un  annonce 

l’aUsence,  dans  jîr*  dp- i.ici<j0r  j|e;  If  ordre  correspondant  à ce- 
lui que  pc  quotieB^Jerfcl'estiiie  à dohner;  ■■■/  v-: 

Voici  queJqueÿ aÿ^^ftijonSf de  cétle  tlieo^f^^.^ 

1.  ■ Soit  ' ; ,/r  i=  Ai5  — — 4a:1  -f.  4.1» — 

rf^ênutre  '.,  4x'-^^V$*';JH4>  •* 

et  Je  commun'  diviseur  F = z"  4,  i„  puis  F’  — 2.ie.;vet  k divi- 
seur .commun  G='i  rd'à/i"  colonne  est  ainsi  terminée.  Pas- 
, »-  sant  à ,1a  fi,/x  divise,  par'iP donne 

ni"'  ,».*•* 

q — x7'  — X>  + $rX~^-  1 , nuis  r =r  a:*  + 2 ; 

* «•*  J . „ ' -y 

divisant  q par  r,  on  a » = x fi  = 2 , enfin 

, " ■■-•"  '•  -■  ■■ T •— 

a • -,  r^i 

(*)  le  calcul  du  commun  diviseur  est  long;  on  l’abrège  par  la  règle  sui- 
vante fpij,  donne  de  suite  le  reste  de  la  Al  vision*  de  jff  pat*  fx.  Multiplies  les 
* coefficient  de  l'Xy  i partir  du  3e  par  a»  3,  tfi'foitïe  coeff.  du  j«»  terme  de  Cx  ; 
t nuihipties  les  cbefjinétr  iè-;Vx  à partir  du  a®  par  le  coefficient  du  a®  terme 
, de  & ; r/krançhe£  c/vjirpduils  a à a,' et  vbus  aurez  les  coeiDciens  du  reste  de 

C 

par'ez . . p. , . . . . fx  ■=  x»  — xt  + 4x»  — 4x’  + fx  — 4 
' fx—  +5—4  + 12—8+4 

produit  défit  par  + ij,  t5,  ao,  a5. . . . à<#. ....  -je  40,  y—  60  + go  — 100 

produit  de/'xpar  — i..\V.... ? +.'4  — n + 8 -.a 

. différences-. ....;  l&l—  48  +72  96 

Reste  de  la  division  (on  ôte  le  facteur  12). ..'.ïr1—  4r«î(*  Rr 8 

*>-  <^uand/r  n’a  pas  de  second  terme,  te  partie  soustractive  est^blle , la  règle 

■ -se  réduit  à multiplier ,/c  par  a,  3,  4 'r^V 

. - • 

Soit  ’ ' , ’ - fit  = 3.H  + 01  î — 35x’  + 44x  + 4 

.t,  * jl  ' ■ ’/>—  + 12  + o ' — -o  + 44 

' ^duits  de/atjpar  up»,  4 . — rn  + ,Ja  + 16 

«Bjde  la  division  est. ./. . 1 . . 35x.  _ 6Gx  — 8 

l’opération  ,■  on  trouvera  x— 2^>our  commun  diviseur , et  la  pro- 
pos«fe=  (^-a)s  (3x»  + laç-f  ri  1 

On  démontre  notre  règle  en  eflcctuant  la  division  de  kx^+px”—  '+ox"-»... 

prfmix"->+  (m — 1 )/*x'»-’.' après  avoir  introduit  le  facteur  m>/t  dans 

le  dividende  , pour  obtenir  un  ^otient  entier,  i.  la  note  p.£3. 
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I I . fx  = xs  -f-  4-r'1  — 3x£ — i6sx»-J-  i ix^ -±-;i2x  — 9»  ’ 

• % • * 

d’où  1/'*F=6x5-^-20x4—  12-c1. . . et  le  commun  diviseur 

♦ *v  -,  • , . a-  - 

F = x*-4->»*- — 5x  -f-  3 ; puis  F'  = 3x'  2X  — 5 , 

• T | , , , 1 ’4  ) 

et  le  commun  diviseur  G=sx  — i , enfin  G'  = î , et  7/=  i . 

Pour  former  la  2' -colonne,  on  divise/x  par  F,  F par  G,  G 
par  //;  pour  la  3‘,  on  divise  y par  r,  et  ;-  par  s,  , 

? ='X3  -f-  3x’  — .r  — 3 , /-= x’  -j-  Sx — 3 , j = x r ,:4 

» * • f<i i * 

enfin  a = x -j-  i , /S  = x + 3,  y — x — i , et 
fx—  (x  + î)  (.r  -f  3)*  (x  — i)3. 

III.  Pour  fx=x*  — 4x3-f  i6x — 16,  on  a f — ^x* . . . 
et  • Fz=x'~  4x  -J- 4,  qx=.x% — 4,  » = a-4.  2, 

G = x — a,  r—  x — , f«  = i , 

H — i , : . .?•=  x ■*—?.;  y = x — 2 : 

enfin  fx=  (x  + z)  (x  — 2)’/ . 

•»  s » « 

* * * • 

IV  fx=x*—  laxr  +53x6-s)«s— ^rt+^iax'— i53x»— 10&1+108 

f=x*~7x*4-i3x«+3jr— 18,  ç=x<— 5x’+5j->+5j:— 6,*=*— 1,  > , 

C=x— 3,  rr=j:î— 4x*+x+6,(8=c*— j— a, 

B—l,  > . f=x — 3,  J=x— -3: 

et.. . f*=(x— i)  (x— a)’  (*+1)*  (x— 3)’. 

V.  Pour/x=x5— 6x*— 9x‘+ 1 5x4.4  ^ 


JF—  t^+jc3  — 3x5— 5:r — 2 , q^=x^ 


-X+-2.*cL~l 


-■w  G=ara-H*j:  4.1, 


. r=x‘‘ — x*th-,&=:x~ 2.  » 
«=x-f-l  , v=i 


et 


;=rx-f-i, 

/x=(x-s)*  (x+i)<.  * 

W- 


£=x-f-  l 


» * , * f.  T 

Pour  s assurer  si  une  racine  entière  a est. double,  triple.  . . \ 
il  suffit  d’essayer  la  divisiod  par  x — a plusieurs  fois  consecu- 
tives, par  ^e  procède’  de  la  p.  4<:  on  rffe  tentera  ce  calcul  que 
quand  les  coefficient!  pfis  en  ordre  rétrograde  seront  divisi- 
bles par  a‘,  . ï étantPejr  posant  de  x — a dans  fx. 

' ’ 
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Céla  résulte  dtypy  que  a1  doit  diviser  le  dernier  terme,  que 
étant  racine  dé  l'éuû.  dérivée  dort  diviser  l’avant-dernier 
terme  de  Jx , etc.  ' *,>*.' , * 

élimination.»  ■.  * • 

® ^ 4. , * 

-*•  * • y.  ..C»., 

b,.r  . des  fonctions  de,/,  et 

»*•  • Z'~,  Axm  + ,^^6+-  sfc-r  me"  + ix»-’  + ...  . 

deux  polynômes,  iqu’on  se  propose  de  rendre  nuis  par  des  va- 
leurs accouplées  de  a;  et  dg/vPour  s’assurer  sïjS  est  l’une  des 

râleurs,  que/-  peut  avoir,  faisons  /■==$, -çt  les  polynômes  Z,T 

, 1 j.i'  .■ .1*  . î» j... , . 


, /■'  Soient  Â,  a,  B 

v»  ■»  ut  >,j 


qui,  accouplées  avecy—0,  résoltfentles  équ.  Z — b,  ’/'—o. 

• y Srce  diviseur  rr’exiSte  pas,  y ne?péut  recevoir-la  valeur  de  ($. 

Ainsi  il  faut  cheitcher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
Z et  T (n°  ICC*-),  comme  si  y était  connu,  et  égaler  à zéro  le- 
reste  final  Y en  jr  seul»  auquel  le  calcul  conduira.  Cette'  équ. 
Y = b aura  pour  raciiies»toute.$  les  valeurs  cherchées  de  r, 

entre  Z et  7’; 
qui  s’accou- 

plent^âvec  celles  de  y.  C’est  ce  que  ilous  allons  faire  mieux 

y.  %cp*i\prendTe.  y . ( ^ 

’!=  ou  ]>  ri;  divisons  Z q>ar  -T,  et  si  cela  est  qéces- 
pour  éviter  les.  fractions  (n°  foa),  multiplions  Z par  un 
facteur  Üf  qui  rende  AM  divisible  par  a (*),<  M étant,  en 

* * général,  une  fonction  de  y.  Déjtygnons  par  Ç le  quotienfen- 


tier,  et  par  /{ le  reste,  fonctions  de  x et  de  y.  On  a.  v» 

. * MZ±  QT  4R.  . . . '. 

..  . • ■ - - • • * -A  Abr-V  * 

■ - A « T*  «4,  7" 

t f*)  Stle»  degrés  ni  él  n -sont  égaux,  M sera  =<f,  (fcrs«ulïtBeiit  lofacteur 
de  a qui  n’entre  pas  dans  A (JL  ti°  38  J : sim  = n —L  t , - W sera  le  carré  de  a, 

* 1 ou*dc  ce  facteur;  si  m==n  -{-  a,  H en  sera  le  cubc,^tc.  Un  évité  ainsi 
v«  d’étre  forcé  de  fnultiplity*  de  nouveau  les  restes  partiels,  et  on  arrive  à un* 
dernier  reste,  où  x est  au  degré  n — j,  au  plus.  Ainsi  dans  le  cas  où  mz=n-+-i, 
et  Nl~a*}  le  quotient  est 

Q = A ax  -f-  (aB— Ab)  = a(Ar  -f  B)  — Ab 

T.  II.  ’ . ;>f  5- 
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Soif»  le  plus  grand  coeftkiénfde  signe  contraire  au  dernier 
terme  de  l’e'qu.  kx " -f- px*~' u = o ; comme  la  transfor- 
mée est  uz”  +...  -f-  pz-f-  k=:a,  en  prenant  pour  limite  supé- 

S ' * - |/  4 

rieure  z t 4-  -,  on  (rouvex  > — C’est  entre  ce  nombre 
•j-  u u-f-s  * 

r . 

et-f-  / que  soht  comprises  toutes  les  racines  positives  de  x.  On 

peut  d’ailleurs  trouver  deux.,  limites  plus  rapprochées ainsi 

qu’on  l’a  exposé.  On  en  dira  autant  pour  les  racines  négatives. , 

5i3.  N’ayons  égard  qu’au  t*r  terme  et  aux  termes  négatifs 

de fx,. savoir?  . „ • , 

/ F*  ‘C  \ ' * 

kxn — Fxa~f . — Gxn~^i — . . . =ka i — Nous  con- 

\ , xf  xi  J 

naissons  une  valeur  L de  x qui  donne  un  résultat  positif, .et  tout 
nombre  >/  donne  aussi  le  «igné  -f-  au'résultat  : comme  les 
termes  positifs  de  fx  accroissent  la  quantité  kxnq  on  voit  que  , 
dans  tout  polynôme  rationnel  et  entier  fx , ordonné  selon  les 
puissances  descendantes  de  x,  si  l’on  fait  croître  graduellement  ' 
x,  on  atteindra  bientôt  une  valeur  qui  donnera  un  résultat  po- 
sitif, et  au-delà  les  résultats  seront  positifs  et  croissons. 

Quand  le  i"terme  Axnest  négatif,  enle  comparant  aux  tenues  • 
positifs , on  trouve  de  même  des  résultats  croissons  et  négatifs. 
Enfin  si  le  polynôme  est  ordonné  selon  les  puissances  ascen- 

* »V •*..-> • * '•  — • , 

V I â. 

dantes  de  x,  fx  = u -f-  tx. . . -\-pxn~‘-\-kxn,  en  pbsaut  x^=  - > 1 

t . ^ • * *'  * -t  y . 

j.  ' • - ( 

on  a — ( uzn+...  +À)  : la  yaleuf  z — l qui  donne  au  résultat 

. z —sûr  ’>  . ,Sp  • - 

>4  Y*  • ... 

le  signe  de  u,  répond  à x s.^ÿui^produit  le  même  effet  sur  fx.  ■ ■ 

On  sait  donc  trouver  des  •tfulcuns  dp  x qui  donnenj  aux  résultats  >' 
de  fx  le  siynctfui"  ternie  f que  là  suite  sôtt  hscendanle  ou  des- 

* A*l.  ,-«>  1 


de  ..ô 
cendante. 


.•  t 

-1 


, ' -y  < 

5i4-  On  peut  toujours  prendre  pour  x une  su  Hé  de  nombres 
croissons  a,  fi,  y..-  assez  rapprochés,  ptntr  que  les  valeurs  que 
reçoit  le  polynôme  fx  soient  aussi  vûishies  qu’on  veut.  Suppo-  . 

sons  d’abord  que  fx  n’aque  des  termes  positifs,  et  faisons;/  /V 
xâf  L^.  résultats  sont  fa  etf*  -f-  ‘ f'*+i?'f  *+...*  / 


**îs 
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dont  la  difter.  es}  * (/-  + { ) s ils’agil  d’atlribuef  k i 

une  valeur  telle  que  cette  différ.  soit  moindre  que  tout  ntnhbj-e 
donné  A.  Tout  est  ici  positif;  et  i est  très  peut  et  <1  ; faisons, 
i—  i dans  la  parenthèse,  et  posons  » {/'“  -f-  , I <t...)~-ou<Vt  Lv 

* . • # h 

condition  sera  remplie  : ainsi  il  faut  prendre  i—  ou  ~ 

prenant  ensuite -a:  = ( <*-+-  i)  + *>  opérant  de  même,  on  aura 

un  résultat  qui  surpassera  le  2e  de  moins  de  h ; et  ainsi  de  . 

suite. 

Maintenant  si  fx  renferme  des  termes  négatifs , ce  ’qu  ou 
vient  de  dire  s’appliquera  à l’ensemble  des  termes  positifs;  et  , 
comme  les  termes  qu’on  en  doit  soustraire  diminuent  encore  la*  n ' 
grandeur  des  résultats,  à plus  forte  raison  ceux-ci  diffère  roui-  , 
ils  de  moins  de  h.  Et  si  la  somme  des  termes  négatifs  l’empor- 
tait sur  les  positifs , ce  serait  au  contraire  aux  premiers  qu  on.  ? \ : 
appliquerait  le  raisonnement  ci-dessus.  Ceci  démontre  que»  ■' 
l’on  peut  toujours  supposer,  que  quand  x ci  oit  insensiblement 
les  résultats  dejfe  sont  continus.  ■».  ^ 


*. 


Racines  commensurahies. 

'a  * r . * * , • ’ *v  , j 

5 1 5 . Soi  t l'équ . fx  = kx’.+r^-  "■  «<=*>  ...(•). 

. . ,v  .•  — — -• 1 — -•  farine  ne 

f. 


on  a 


un  + + ' ■ • Jrai>'' 


la.2*  partie  étant  multiple, $<t*b  ,‘,an  dqvrait^lêtre  aussi,  ce  qui 
est  impossible  {•n°?.5j.i'  . 1 4 f ? r>V'  »„• 

Ain»  lors  qu’eu  faisant  j'^.kx , , <in  dégage'  le  i"  terme  de 
l’équ.  (i)  dc,âQn  coefficient  k (n°’5o6),  sabs'que  les  autres  eoeP 
ficiens  'cessent  d’etre entiers,  J n’a  pas  de  racines  fractionnaires; 

_ ■ 1 „ 1 1 ..  . .1  . «.I»  /mi  cÀn  I.  onfîr’ritç  ot»Lnn  n u«  1rs  râcintfSa 


..  ^ 

I 
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517.  Voici  donc  la  marche  à suivre  pour  trouver  les  racines 
entières  d efx  — o.  On  prend,  tant  en  + qu’en  — , tous  les. 
diviseurs  du  dernier  terme  u,  et  les  quotiens  de  ces  divisions; 
on  soumet  ces  quotiens  aux  épreuves  prescrites  par  les  équ. 
ci-dessus  : si  L’un  de  ces  diviseurs  conduit  à quelque  quotient 
fractionnaire-,  on  le  rejette,  il  ne  peut  être  racine;  et  on  ne 
reconnaît  pour  telle  que  celle  qui  donne  enfin  — k pourdernier 
quotient.  La  suite  des  quotiens  numériques  entiers  ainsi 
obtenus,  pris  en  signes  contraires , compose  les  coejjiciens 
t’ , s' ...  p',  k du  quotient  algébrique  de  fx  divisé  par  x — a. 

Corinne  ±i  pris  pour  diviseur  de  u,  donne  toujours  des 
quotiens  entiers,  ce  n’est  qu’au  dernier  terme  qu’on  reconnaît 
si  cfc  1 est  racine.  Il  est  donc  plus  court  d’essayer  directement 
ifc  t , par  le  procédé  de  la  p.  4*. 

Soit  par  ex.,  2a:5  -J-  3:r* — 3ix3-f-3xa — $3x  + ?.io~o; 
comme  210  = 2.3.5.7,  «n  trouve  que  les  diviseurs  de  210 
sont  ± ( 1,2, 3, 5, 6, 7 , 10,14...):  on  reconnaît  d’abord  que  rfci 
ne  peut  convenir,  non  plus  que  les  diviseurs  qui  sont  hors  des 
limites  — 8 et  -{-  7 des, racines.  Le  calcul  se  range  sous  la  forme 
suivante  , où  l’on  a marqué  de  » les  diviseurs  à rejetter,  et  où 
l’on  s’est  dispensé  d’écrire  les  sommes  et  différences  qui  don- 
nent les  dividendes.  , ; 

*.  * , . . •'  - .*'*■  ■' ’• 

« = j 3 5 -5  -a  —7 


• \ 

. a ■ 


% , * e*.  ■ = t05 

t— 43— é)  : o = — / = 3l  9 
(+3  — /)  ■.  a — —y’  — 1 7 4 

f— 3l— /):  <*=—  p’  ==.— 7 —9 
(+3 — p')  : k = — a —a 


4a  35  — io5  — jo  —4a  — 35  — 3o  j 
» » '+•74*  *>  +17  +i3  » 

‘ „ V » * ■»-£  » v 

‘ ;V 

* * > , -a 


•*  • * . 

*•  V - 


, . r. 


Ainsi  la  proposée  n’a  que  trois  racines, entières  „ -f-  2,  -f.  3 
et  — 5 : le  quotient  «Je  la  division  par  i-ît  pour  coefficiens 

les  nombres  placés  sous  le.di viseur  2,  savoir. 

' aad  -+-  qx*  — 1 7*1  -t 3 ix  — 7 1 o5  ;■  on  divise  ensuite  par  x — 3 , 
puis  par  x -f-  5,'  et  ofi  arrive-enfin  au  quotient  2x’!  -f-  3x  -f  7 ; 
' tefs  sont  les  factcdc*  de  la  proposée.'  . * . * * 

. *•'*  - v j • * 

" • * • • > + • , . . 
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Voici  encore  doux  exemples. 


• J 3 -f-TLr*  «—  Jfcr-f-  10 

Ar>  — 

— fi  fa  4.  36 =0 

<•  =Z  2 — 2 — 5r  — 10  .. 

9 « 

± 

ï 

a — a 

-/'=  5 —5  —a  —1  .'.. 

4 6 

9 

13. 

18  —18 

— / = » n 2 »... 

» » 

» 

.Z?.. 

. •- 

i 

Pour  la  r™é«pï.,  le  facteur  ai-f-5  donne  le  quotient-** — 2-T-J-2. 

Pour  la  2*,  on  n’éprouve  que  les  diviseurs  de  36  qui  sont 
outre  les  limites  --5  et  -f-io;  on  a le  diviseur  x — 3,  et  le  quo- 
tient  &r*  + — ta.  . . 

* » . .e  * I 

Voici  des  problèmes  qu’ôn  résout  par  cette  méthode. 

I.  Cherchons  un  nombre  N de  trois  chiffres  x,y,z , tels 
que  i°  leur  produit  soit  54  : 2°  le  chiffre  du  milieu  soit  le  6e 
de  la  somme  des  deux  autres  ; 3°  enfin , en  soustrayant  5g4  du. 
nombre  N,  le  reste  soit  exprimé  par  les  mêmes  chiffres  en  or- 
dre inverse.  Comme  N—  toor-f-  ioy  z,  on  a 

f ■ .....  ' **  ' * • . # 

xyz  =54,  6j‘=x  + *;  tooz  + ioy  + x—N — 594, 

* % • , 
la  3*  équ,  revient  à x — z^=  6;  chassant^  des  deux  ir*‘, 

> x**-f-*z,as:334;  enfin  mettant  z +6  pour  x,  on  a. 


z’+Qz’-f-  183^=162.  Orx,y,z  sont  des  nombres  entiers, ‘et 
notre  méthode  donne  z^x, 3 , d’où it  = 9 , y =2  et  N = 923 . 

II.  Quelle  est  la  base-*  duisyfftème  de  numération  dans  le.-, 
quelle  nombre  538  e^l  exprimé  par  les  caractères  ( 4.il3)? 

Il  faut  trouyeeda  racine  entière  et  positive  de  l’équano/r^ 
r -•  4xî_lr>,r + 3 xxt  538  ; pette  racine  est  x=  5.  F.  la  nô/qjj- 

i,  p- e du t. t.\  v 

En  général,  si  A est. le.  nombre  exprimé  par  les  n chiffres 
a,b,ct ...  1,  la  base  x ditsystème  e'St  donnetfpar  i’equ. 

* 6.t*~  ' -P.  ex"  ~3:..  =r  K/i — i,: 

• ; ' ’ V r*  * v - . ' ' y-, 

équ.  qui  n’a  qu’lme  racine  positive  (n°  534).  qui  doit  cire 


dhfièré et  .if  û.  y 


— t?1  -f-fce  + î*  * 


, i ‘ fr.Ÿ 

III.  Soit  proposés  ' ^-8 u *("«/»  , ’’ 
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calcul  dtyil0j47)  3",  donne,  à,c#eie  de  ( ' r — i* 
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RACINES  COMMENSURABLES. 

( x3— 5x*4"3^+3)  log  g=3  log  a:3  — 5.r’  -4-3^-f-  3 = — 3, 
on  en  Cire  a et  a (3  ±:  A/2t  ).  ' * • 

... 

IV.  Pour  6,r3  — iqr'  -f-  28x1-r-  i8.r-{-4  — o,  on. fait  x=.[x, 
d’où  jr* — *9  J"'~h  >68 y'  — 64 8 j'  -j- 86.J  = o.  U n'y  a pas  de 
racines  négatives , et  les  positives  sont  < 20  : or  864  = a5-  3S,  ' *■• 
et  l’on  doit  éprouver  les  diviseurs  2, 3, 4., 6.  . . 18.  On  trouve 
^-  = 3 et  4,  et  y%  — 129'  -f  72  =0  ; enfin  a- = ' ,|et  1 dtv/ — t’. 

' • ■ M 1 • . . . . 

On  voit  de  même  que  ~ 

-f- iox3 — xr=ix(x  4 t ) (ax  + r)  (3x*  + 3.r  — r i).  , 

- . ~ ’ 

5i8.  Quand  le  dernier  terme  u a beaucoup  de  diviseurs , 
entré  les  limites  des  racines  , ces  calculs  sont  longs  : Voici,  uu  »-  ? . 

moyen  de  les  abréger.  Si  a est  racine  entière  del’équ.  fxs=. o,  J"  ’>  - 
et  n’a  que  des  coefficiens  entiers , aussi  bien  que  le  quotient  Q 

dejx  divise  par  x — a,  on  a Q = — = entier  quel  que.»* 

soit  x. Prenons  pour  x un  entier  quelconque  »,  on  voit  que fé 
doit  être  divisible  par  ot — (t.  Donc  pour  reconnaître  si  l’un  a 9 , 
des  diviseurs  du  dernier  terrùé  u peut  être*  racine  entière^ 
jtrefiez  la  différence  enlre  a ÿt'ée  diviseur  ; toutes  les  fois  que  a 
sera  racine , cette  différence  divisera  fa,  ou  le  nombre  qui  ré- 
sulte delà  substitution  de  à j)Ourl\  'dans  fx.  Chaque  diviseur 
de  u qui  ne  remplira  pas  celte  condition,  sera  exclus,  et  le  pro- 
cédé général  nç&raplus  appliqué  qu’aux  autres  diviseurs  * 
de  u,  parmi  lesquels -on  pourra  faite  dé  nouvelles  exclusions,  , 

.en  changeant  le  nombre  a.  ' »^»'  **î  "*  . 

tomme  la  méthode  exige  qo’on  fasse  i=±  1 <lansy!r,pour,  . 
s’assurer'  si  ± 1 ne  sont  pas  racines;  les  valeurs"  Ae  fa  sont  con- 
nues pour  ces  nombres  et—  ± 1 , et  la  règle  s’applique  imrné-r  ->  « 
maternent.  -*  r."  " * 

JDans  le  t'fcéx, , p^.  5^,  on  doit:  éprouver  9 diviseurs,  en  traies' 
limites' dés  racîqès*, durais  comme a>==  i*3onné  fe—i^ret 
a — ,2,4,5...  on  reconnaît  bientôt  que2,3,  5,-^2 — 3,  q.t 
— 5 divisant  sèÿls  >44  > les  nombres  2, 3,  3,-»-6  sont 

les  seuls  cru’oirdôit  soumettre  air  calcul.  V 

• * . t r » ’ 

2. 
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5ic>.  Cherchons  maintenant  les  fadeurs  commensurcib  les'  du 
a'  degré  de  l’c'qu.  fc~  o , l’un  de  ces  facteurs  étant  x’-f-jjx-i-q, 
et  le  quotient  a;"-’  -f-  p'xn~  , on  a cette  équ.  identique  : 
fx~  (x1  -\-px-{-q)  (xn~  '‘-\-p'x*~ ); 
il  y a ici  n coefficiens  inconnus.  Exécutons  la  multiplication,  et 
égalons  les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x dans  les  deux 
membres  (n°  5oo),  nous  aurons  n équ.;  éliminant  //,  q' ...  il 
restera  deux  équ(|entre  petq,  puis  enfin  une  équ.  contenant  q 
seul,  et  qui  sera  du  degré  n (n — 1),  nombre  des  combinai- 
, % sons  a à 2 des  facteurs  binômes  du  i,r  degré.  Cette  dernière 
équ.  aura  pour  q au  moins  une  racine  commcusurable, -puisque 
, v sans  cela _/àr  n’aurait  aucun  facteur  rationnel  du  a*  degvé.  Une 
fois  q connu  , l’une  des  équ.  entre  p et  q donnerait,  et  on  con- 
naîtra le  facteur  rationnel  i4  -f- px  -f-  q. 

„ *"  v: Ainsi  ad  — 3-r’  — l2.r-J-5=(  x1  -f-  px  + q)  (ad  -f-'  px  -f-  q’) 
* * donne p+p'=0,  q+pp  +q'=—Z  ,p  q+pq=z  — 1 2 , qq'—5. 
>“  Les  deux  ir“  équ.  donnent  des  valeurs  de  //  et  q , qui , substi- 
tuées  dans  les  deux  autres,  conduisent  à 

ïpq+Zp  — p>—  12,  q'  + q (3—  p4)  + 5 = o, 

'*  et  chassant  q,  on  a pe — 6/d — n/>’  = i44 > d’où  p—Z  et  — 3 ; 
puisÿ=:5  et  i ; les  facteurs  sont  donc  (x’-f.S.rd- 51)  (jca— -3.r-f-i). 


• , Racines  êeales.  . • 

520.  Quand  fx=x(x — q)?(x — b y (x- — é)  (a: — d). . .fAJ 
le  polynôme  fx  a p facteurs  égaux  àr-a,  q égaux  à x — b ; 
et  on  dit  que  l’équ./r:=o  a p racines  égales  à a,  q égales  à b. 
Il  s’agit  de  s’assurer  si  ,■  uue  équ.  étant  donnée,  elle  peut  être 
misé  sous  la  forme  (A).  * ;>  > •'»  • ' le\ 

; Supposons  d’abord  p — q~  i ; cçmmè  l'équ.  (A)  estideri- 


polynopies  connus.  Le  2'  îiicnibrccst  composé  de  facteurs  qui 

* a *•' 
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ont  tous  y poqr,  i*r  terme  ; le  produit  & donc  la  forme  indi- 
quée t.  i,  p:  1 35,;  le  coefficient  de  yn~l  est  la  somme  des  j" 
parties  x— «,  x — b, . . . ceux  de yn~i,yn^. . . sont  les  sommes 
des  produits  ai  2,  3 à 3 — .de  ces  binômes.  Donc 

i°.  fa : est  le  produit  de  tous  ces  n binômes  , ou  l’équ.  (A)*: 

2°.  fx.est  la  somme  de  leurs  produits^ — 1 à n — 1 , qu’on 
forme  en  supprimant  successivement,  dans  le  produit  (A), 

chacun  dps  facteurs  binômes,  et  ajoutant  tous  les  résultats  : 

. '.qVK  •:  - -'ï 

3®.  cfx  est  la  somme  des  produits  n — 2 à n 2,  etc. 

, - S'A  •'  r ..  ’ 

Cela  posé,  sip=t,fx  n’a  qu'un  seul  facteur  qui  soit  =x — a- 

tous  leS  termes  de fx  contiennent  aussi  ce  facteur,  excepté  le 
terme  où  il  a été  omis,  R =a  (x  — b)  (x  — ç). . . Ainsi  f'x  est 
de  la  forme  R ■+•  (x  — a)  Q,  qui  n’est  pas  divisible  pSfjx — a. 

On  en  dira  autant  des  autres  facteurs  inégaux  de  fx.  Donc  si  ■ 
le  polynôme  fx  n’a  pas  de  facteurs  égaux,  fx  et  f ’*  n’ont  pas 
de  diviseur  commun. 

Mais  si  (A)  contient  le  facteur  (x  — a y,  pour  former  fx , il 
faudra  omettre  de  fx  successivement  chacun  des  p facteurs 
*x  — a ; et  ( x — a f-'  stfca  facteur  de  p termes  égaux  ; ensuite  * 
on  devra  omettre  chacun  des  autres  facteurs  x — b,  x — c. . . 

. <Û  ' , * ; 

résultats  qui  auront  tousse  — - a)r  pour  multiplicateur;  ainsi 
tous  les  termes  seront  divisibles  par  mais  la  somme 

ne  le  sera  pas  par  (x — a'y.  On  voit  donc  que  fx  et  fx  auront 
(x-a)^'  pourjd&jjfteu^  commun.  En  répétant  ce  raisonne-^ 
ment  pour  les  autres  facteurs  égaux  (x — b)i,  on  reconnaît  que 
si  fx  a desfaâleurs  égaux , fx  et  f'x  ont  un  commun  diviseur, 
qui  est  le  produit  de\toui  tes  jac leurs  égaux  de  fx,  chacun 
èïevé  à une  puissance  moindre  d’une  ■% 

- D’aprèsf cela , étant  donnée  une  équ.^/xsso,  on  formera  la 
dérivée  fx,  et  l’on  procédera  à la  recherche  du  plus  grand, 
commun  diviseur  eulre^x  et  fx  ; s’il  n’en  existe  pas,  la  pro- 
posée n’a  pas  de  racines  égalas;  elle  en  a au* contraire fsi  l’on 
trouve  un  diviseur  F,  lequel  sera  réductible  à la  forme 

* F==(x — a)^'  (X' — s 

mais  qu'on  ne  connaîtra  que  sdu$  celle  d'un  polynôme,  Eu  di- 


Vv 
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'visant /x  jJaï  F,  /*  tyç/i£fi{  J est  Jç/jné  tfe  Ions  Us'fflctcurs  de 
ijt,  'dégagés  des  exvo'sjiis  ,’•'•;■■ 

«»  'ï1*'  * , , » » <<•  ...  •.*..• 

q = (-* ^7  a)  f*  — 6)  Oc .—  e)  (*4/rf).- 

r ■ '••*  .*•  # » « . . • . 

, 5^< . Soient  *,  /3,  y.  ..-des  produits  des  facteurs  binômes  res- 
- pectifs  au*  puissances  v,  2,  ’ô . . . qui  entrent  dans  Jx , èw  sorte 
_ .vqu’on  dnÿxzesa.fc.  y".  J't.j5. ..  -Désignons  parFktplus  grand 
coin  là  u n*'  diviseur  entre  Jx  ei.Jcx  ~'\tar  G celui  de'VetF';  par 
ff  celui /de  ■G'ct  G',  etc. , enfin  par  q,r,s ,t.  w les  rpjptieus 

^-successifs  de  chaque  coimnu'n  diviseur 'par,  le.stûva  * 

ir  : »'/'  *v  ' 


exac 
savoir 

'•/xsssei'.fi*.  j,3..  . i5.‘ 

* v'.F=  JS. 

G = ~ 

; - B= 

etc. 


y V‘.t' 

‘ * «r  Tn 


t = • 


£ y.é.t. 

hv 
..  T 


r = S.y.rf1  I 
As  = ys<^ . r 


etc. 


Pu,., 
<•  « 
'•etc. 


> 


..suivant, 

«=30 

fi  = o 

> = ° 

<f  = O 

J = o . 


En  divisant  chacun  des  quotiens  q,r,  s. . . paçdç ijjkivaut , on 
trouvé  pour  quotiens  les  facteurs  isqtés tpt,  fi,  y . .,  diacun  au 
f"  dfegré;  et  s’il  manque  dans  Jx  quelque  facteur,  fi  par  ex.  „ 
tout  se  réduit  à poser  fiz=*.i , ce^ut  donne  alors  r = s,  et  le 
quotient  correspondant  =1,  qui  annonce  l’absence  de  facteurs 
au  carré.  * • 


Voici  donc  les  calculs  qu’il  faut  faire. 


»•  t*  ' 
gjki, 

ôstle  commun  di^ 


Chacun  des  polynômes  de  la  ï£.cS! 
viseur  entre  le  précédent  et  sa  dérivée,  jusqu’à  ce  qu’ôn  arrive 
à celui  M qui  n’a  pour  comnitm  diviseur  avec  M'  que  i —N , 
derniers  des  polynômes  de  celte  ttilo^nç.  Oh  divise  *cnsuij^ê 
chacun  de  ces  polynômes  par  le  suivant,  cg  q'di  dônpe  les  quo- 
tiens exacts  q , r,  *. . . M ; enfin- on  dîvisc  de  nouveau  chacun 
de  ceux-ci  par  le  suivant;  et  on  a ainsi  pour  quotiens  exacts, 
des  fonctions  de  x qui  sont  les  produits  isolés  de  cjiaque 
espèce  de  facteur  du  Ier,  2*,  3*1c|egré,  niais  chacun  réduit  au 
V'  degré.  Le  polynôme  M qui  b’a  <fhe  l’unité  pour  commun 
diviseur  avec  M'  est  (au  i'r  defré)  le  produit  des  facteurs  qui, 
dans  Jx,  ont  le  plus  haut  exposant.  Lorsque  l’un  des  t'r’  quo- 
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lietps  fst  ejysl-jqu  stijy’ïyit  , li*  quotient  un  annonce 

Pa.Usence , dansjîr,  <tj»- Tait tkiflr  de  l’ordre  correspondant  à ce- 


,011.  en -tire  y qfpç5x^—^x]^t\  %x‘ — or  -f 

j ">  ■'  '*  • • ' 

et  le  commun  diviseur  F = r 1 -4?  aj  plus  J5*  = u^-tl  k divi- 
seur .commun  G — i :4a  i"  colonne  est  ainsi  terminée.  Pas- 

r sant  à5la  a',  jx  divise.' par*?1  lionne 

i “ « y ** 

c/  = r:i  — x3  -+•  Si*—-  2 , puis  r =r  x*  -H  2 ; 

• *.*.?  . JSi.,’  . .*•  . 

divisant  q par  r,  on  a a = r — l , /3  = .r’  -|-  2 , enfin 

“*  •'**•  ‘ = (*'J4 -2)*. 

v V“  V » * # 

. ■•f- r * 

t 1 ^ * 1 V 

(*)  Le  calcul  du  commun  diviseur  est  long;  on  labrege  par  la  règle  sui- 
vante qui, donne  do  suito  le  reste  de  la  divisioih.  de  f3c  pa tfx.  Multiplies  les 
jf  co efficient  dé  fs;  « partir  du  3e par  2*  3,  $$..  fois  le  coeff.  du  i*r  terme  de. fx  ; 
multiplies  les  càeffijbîéqr  4»  fx  à partir  du  2e  par  le  coefficient  du  2e  terme 
de  Px;  rtkrançhed  cerjbrpduits  a à a,*  et  vbus  aurez  les  coetUcicns  du  reste  de 
Sjegr^  n — a.  ♦-  v-  ' i-,  , 

par'ex . . J . % . . . . fx  -sa  x*  — jt*  4-  4*r3  — 4X’  -4-  kx  ~~~  4 

» — “f-  5 •—  4 ”1“  i-*  — 8 -f-  4 

produit  de  fx  par  -f-  io,  i5,  20,  25. . . . . .. . -J*  4°  •• — (>o  -f-  go  — - 100 

produit do/'x par—  ^***4  — 13  -f- 8 — 4 

. différences*. 36*' — 4^  4-  72  •—  cjS 

Reste  de  la  division  (on  ôte  le  facteur  12) .3V*  — 4«,*4*  6.r  — 8 

* * • * ■$&  ? t - îv 

^ .Ouandi/I  n’a  pas  de  second  terme,  tf  partie  soustractive  est  p allô , larègle 

•se  réduit  à multiplier^  par  2,  3,  4 

' ; ’ •»-** 

Soit  ’ ^ fx  = 3x4  4-  n.r s — 35x*  4-  44-*  "4"  4 

f,  • i • + 12  -t-  O — 70  -t-  4f 

produits  do^par  2*3,  4 : —70  + i3a  + 16 

- le  reste  <le  la  division  est../. 35x*  — 6Gx  — 8 

oii  .achevant  l’opération  , on  trouvera  x— Ifjpour  commun  diviseur , et  la  pro- 
pos«L=  (f—  2)*  (3x«  + 12$ -f  il-  * _ 

On  démontre  notre  règle  en  effectuant  la  diviaion  de  kxm^-pxmr~  -J-i/  i1"-. . 

p«#  wix"-1  -f.  (m—  l ) px  après  avoir  introduit  le  facteur  m’t  dans 

le  dividende,  pour  obtenir  un  quotient  entier.  Y.  lanote-p^£5. 

••  . »'•  ' 

* . • * 
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Cela  résulte  dtypp  *qu£  «■  «toit  diviser  le  dernier  terme,  «pie 
.a1-'  étant  racine  dé  l'éqû.  dérivée  dort  diviser  ravant-dernier 
terme  de  Jx,  etc.  ' ' .^y*  . • .# 

. ► ■},  v*  Mlimination v •’ 

* ï*,  '*5?2.  Soient  .y,  a,  Bt  b,.  . . des  fonctions "de y,  et 
; ' ' 2=  Ax™  + #&-}■ +, 5T=<w,+  bx\ 
deux  polynômes,  qu’on  se  propose  de  rendre  nuis  par  des  va* 

» leurs  accouplées  de  x,  et  de  y.  Pour  s’assurer  sî|3  est  l’une  des 
valeurs,  que  y peut&voir,  faisons  ys^,-ç)L  les  polynômes  Z ,7\ 
en  j:  seul,  dej«utserédui«&à  c^ro polir, jqnetiièpie  valeur*  de.r, 

, auront  x — « poqr facteur Jepthm’un.  Qu’on  cherche  donc  le 
commun  diviseur /T,’et  Æequ.  donnera  les  valeurs  de  ,r, 

qui,  accouplées  avec  j-=Æ,  résolvent  les  équ.  Z = h,  f—o. 

• - Si  ce  diviseur  rr’exiWt:  pas,  y fte  peut  recevoir  la  valeur  de  p. 

Ainsi  il  faut  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
Z et  T’  Çn'’  103),  comme  si  y était  connu,  et  égaler  à zéro  le- 
reste  final  J'  en  y seul,  auquel  le  calcul  conduira.  Sètté  équ. 
Y ==  6 aura  pour  raciiiés  toutes  les  valejurs  cherchées  de  r, 
puifqir’ellesintroduisdnt  un  commun  diviseur  O entre  Z.  et  7’; 

• et  Udÿt.D  = « fera  Cpnnaître  leq  valeurs  de  x qui  s’accou- 
plent avec  celles  de  y.  C’est  ce  cjue  dous  allons  faire  mieux 

y-  ttcpthprendre.  e # f 'A  " 

Soiïjw  ?=  ou  > n;  divisotjg  Z^xT,  et  si  cela  est  néces- 
saire pour  éviter  lest  fractions  (n°  fo2),  multiplions  Z par  un 
facteur  Iti  qui  rende  AM  divisible  par  q étant,  en 

• ' général , une  fonction  de  y.  Déwgnons  par  Q le  qûotienfen- 

tier,  et  par  R le  reste,  fonctions  de  x et  de  y.  On  a * 

■ Mz±QT+n. 


,■  C*)  St'le»  degrés  ni  êt  n -sont  égaux,  M sera  —J,  Ouseulétoent  lo-facteur 

de  a nui  n’entre  pas  dans  A (J.  ii°  38  ) : si  m — n + ■£%  sera  le  earré  de  a, 

1 # cmde  ce  facteur  ; si  jisfe  n -f  a , M en  sera  le  cube , etc.  On  évité  ainsi 
v.  d’être  forcé  de  multiplier  de  nouveau  les  restes  parti  ois,  et  ou  arrive  à un  ’ 
dernier  reste,  où' a est  au  degré  n — t,  au  plus.  Aidai  panade  cas  où  mrxn-f-i, 
et  M = a',  le  quotient  est  * -*  , , 

.-  Q = Aux  -+■  (nB — A4)  = a(Ax  -f  Bj  — A4 

’ T.  II.  ’ . £ S. 
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Cette  équ.  est  identique,  sans  fractions,  ni  irrationalités;  elle' 

»e  vérifie  donc  par  toutes  valeurs  quelconques  mises  pour  x 
elj-,  Substituons  x —a. , y =:  /S , supposées  des  valeurs  propres 
à rendre  Z et  T nuis  ; R le  sera  donc  aussi , savoir, 

R = o,  Tcfl.  ‘ ' ■ t . 

Et  si  deux  nombres  mis  pour  x et  jr  dans  R et  T rendent 
ces  polynômes  nuis,  on  voit  qu’alors  MZ  — o,  savoir  ou 
M—  o , ou  Z = o.  Ainsi  les  solutions  du  système  7t=o,  Rt=. o , 
conviennent,  soit  à Z=o  avec  7==o,  soit  à M=o  avec  T==  o, 
et  réciproquement.  Donc  si  1,1  , . 

Au  lieu  des  équ, Z — o,  T — o, 

On  traite  les  équ......  T o,  R = o, 

on  obtiendra  toutes  les  couples  cherchées , et  en  outre  d’autres 
solutions  étrangères  à la  question,  qui  donnent  M — o et 
T = o.  Du  reste,  le  problème  est  devenu  plus  simple,  bien 
qu’il  admette  ces  solutions  étrangères,  parce  qqe  le  degré  de  fi 
est  moindre  que  n.  * 

Divisons  de  même'  T , ou  plutôt  ni1  T,  par  R , M'  étant  un 
facteur  propre  à rendre  le  ' quotient  Ç'  eittier  ; R'  étant'  le 
reste,  on  a . . " . » 

’ MTz=  QTR  + R‘ ' .(a) 

On  prouve  encore  que  toutes  les  couples  de  valeurs  de  x et  de^  » 
qui  rendent  T et  R nuis,  donnent  aussi  R'  = o avec  R — o,  . *■* 

' * * ' t 

équations  qui  admettent  toutes  les  solutions  cherchées;  mais  ■ 
que  réciproquement  R = o et  R’  ==  o admettent  en  outre  les 
solutions  qui  rendent  nuis  M" et  R\  eu  sorte  qu’en  traitant  v 
les  équ.  R = o,  R'  r=  o,  au  lieu  des  proposées,  on  aura 
toutes  les  solutions  cherchées,  et  de  plus  des  solutions  étran- 
gères qui  rendent  nuis . soit  M avec  T,  soit  M'  avec  R. 
w ^ t 

En  composant  directement  cette  expression  du  quotient,  la  multipliant  par  T, 
et  retranchant  de  les  deux  premiers  termes  .Us,..  missent , et  on  obtient 
de  suite  le  reste  H.  ^ jjp.  » 

La  règle  que  nous  donnons  ici  se  modifie  quand  T est  privé  du  second  ^ 
terme,  ou  que  a est  facteur  de  ce  terme  ; car  alors  il  suffit  de  multiplier  Z 
par  a,  au  lieu  de  a*)  quand  on  a m =fn-f- 1.  «A,  • 
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Oft  divisera  ensuite- WA  par  d’où. 

ATR  = <//F  + /r 


En  continuant  ainsi  le  calcul  du  commun  diviseur  entre  Z 
et  T,  on  voit  que  deux  restes  eofcsécutifs'étant  égalés  à zéro 
admettent  toutes  les  solu lions /ditoamlées , et  en  outre  des 
couples  Aï  valeurs  qui  rendent  $fds  l’un  des  facteuVs  tuùo- 
duits,  ainsi  que  le  diviseur  corrfspondimt.  te  degré  àe'* 
s’abaissant  graduellement,  on  arrivera  enfin  à un  reste  final 
oii  * n’entrera  plus:  mV  étant  le ‘dividende,  et  Ole  diviseur'^ 
qui  est  en  général  du  Ier  degré  en  x,  - • „ 

on  a ' mr  = .Dq  +*V,  : . . . 

d’où  ? , . * o = o,  r—  o, fS) 

équ.  qui  ont  toutes  les  solutions  cherchées,  et  de  plus  celles 
qui  rendent  nuis  les  facteurs  introduits  ainsi  que  les  diviseurs 
correspondais,  Savoir  $Nveç  T,  M'  avec  /?,  M"  avec  R\  etc. 
L’equ.  } = o n’a  que  k seule  inconnue  y,  et  nous  suppose-  * 
ions  qu’on  en  sache  trouver  les  racines,  lesquelles.substituées 
dans  D — „o,  feront  connaître  les  valeurs  de  * qui  s’y  atrou- 
plent.  11  nous  restera  à chasser  de  Fies  racines  étrangères  * 
Soient,  par  ex!  — jr*  4-  i=o,  **-  3arj  4.  y*+  0 

En  divisant  le  1"  po^pome  par  le  i«  le  quotient  est  2,\t  lé 
* reste,  dégagé  4u  3 , est  D ~ ixy  — y — 3 Mphi- 

plia.it  le  diviseur  pat^r,*,  et  divisant  pa ri),  le  q obtient  . 
est  %xy  5y‘  3,  le  reste  V =- y>  + Qy  +9~.0.~ 

On  résout  celle  équ.  en  posant  V = z - d’où  z‘  — Hz  — n 

\ 1=9  et  — 1 ; fais  el.^^1  : enfip,  substituant 

dans  IJ  — o,  on  a pojur  valéùrs  dorrespoÉtdanies  x ^ ± 3 

î.  v‘  *.T'  * - ' . . 

. _ ^ » .s  . * 

Pour  x'+ïxy~ty^^o\  x‘--y-0,  ie  ,«  reste  ést 

D=a xy—'y*+  ^ le  2*,  Y=4r’— 1;'  donc,jr=— 

P 1 Q ,/V/  des  fonctions  de yf  les-équ.  J , v **t< 

x'  -J-  Px  + Q îrr  o , x 5 -f- px  -h  q = o , 
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donnent  .s*  ;<P,j 

(^-*î  W )■  =>(  Q r<l) 

■ , Soit  ij+ivg',-/=o , ix- —x  (4 j.—  0 — 2rH-.r=o , 
le  i"  reste  D est  (167'’ — 2^-+i  ) * fy-’  — J ; on  multi- 
plie le  •diviseur  par'City"’  — 2f -h  i)\  on  divise  par  D,  et  on  a 
liquation  finale  3uy'  ((tf3 — 1 àjr3  + ^ -f- 1 ) = o-;  <5n  en-lire 
y~o  qjt'-j  (n°  5 1 5) ; on  abaisse  ensuite  le  degré,  et  «n  trouve 
y=\  (5±  \Z33);  enfin  , D=o'donne  les  valeurs  correspon- 
o,  J»—  « et  — 


danles 


thode 


5i3.  indiquons  les  nidifications  que  doit  subir  la  inétn 
du  çoimnufi 'diviseur.  ' • • ; 

Supposons  que  soit  le  produit  de  deux  facteurs,  Z=PxÇ. 
Comme  Z ne  peut  êtrê  nul,  â moins  que  P où  Q ne  le  soit 
( n°  5oi),  le  ^problème  sa  partage  en  deux  : 


. P=z o avec  7’=. o,  et  Ç = o avec  7?c=  o.  * 

r Je*"  . * ’ • ~ * 

Ces  deux  systèmes  admettent  toutes  les  solutions  cherchéés  , 
et  sont  plus  simples  que  le  proposé.  Et  si  Z et  7’sont  décom- 
posables  en  divers  facteurs,  le  problème  se  partage  en  autant 
d’autres  qu’on  peut  coinbiner  chaque  facteur  de  Z avec  chaque 
de  T. 

Ainsi , e.r5  — ijx  — 3 y1  -f-y=o,  x'  — ÿ‘  — o , comme 
x'  —yi  = (x  -hy  ) ( x — y),  on  prend  d’abord  y = x,  et 
la  première  équ.  donne  .r'=  o et^  ; puis^  = — ar=o  résulte  . 
du  i*r  facteur  : ce  sont  toutes  les  solutions  demandées. 

Ceci  s'appliquent!  cas  où  le  facteur  P ne  contient  quej4;  alors 
A’doit  diviser  chacun  des  termes  de  Z (n°  102,111).  Posant  P==o 
avec  T~o,  on  aura  une  partie  des  solutions  ; les  autres  seront  . ‘ 
données  par  Q—  o avec  7’=o.  On  ne  peut  donc  pas  supprimer 
ici,  comme  dans  le  procédé  du  commun  diviseur,  les  facteurs 
Jonctions  de  y seul  ; ou  plutôt  on  les  supprime  en  les  traitant 
à part. 

Ainsi , pour  x'  -f-  x [y  — 3)  -f -y*  — 3y  4-  2 =0, 
x?. — ÎX  +y'  —y  — °,  on  a le  reste  (j4 — 1)  (ar — 2)  : avant 
de  passer  à une  2'  division  , on  supprimera  le  facteur  y — 1 , 


> . 
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mass  en  posant  je—  i dans. le  diviseur,  ce  qui  donne  x — o et  2. 
Ensuite  , on  continuera  le  calcul  avpc  le  rester  — 2 qui  amène 
lequ.  finale^’ — jc  = o,  savoir, ytsso  et  1 âvecx=£>2. 

* » l-  * 

Avant  de  multiplier  un  dividende  par  quelque  facteur 
3/ ,M'\ . . il  faut  donc  s’assurer,  par  la  méthode  du  commun 
diviseur,  si  le  diyiseur  n’admet  pas  3/,  ou  ses  diviseurs,  comme 
facteur  de  tous  scs  termes;  car,  alors;' il  faudrait  supprimer  ce 
facteur  du  diviseur,  ét  le  traiter  à part,  comme  011  vient  de 
le  dire.  0 * - **  •». 


Par  ex.  , x1—  xy+f  (j—6)  -h  J1— 4=P  ,-x‘—  xtf—, 4=o  : 
une  première  division  donne  le  quotient  je , et  le  reste 
*x  (jr  — a ) -f-  y*  — 4 , J — 2 est  ici  facteué  commun  : on  pose 
donc  J-— 2 dans  le  diviseur,  qui  devient  X’*— »ax — d’où 


tr 


x = 1 ±;  ^/5.  Le  reste,  réduit  à x -f- J'  -f-  2 ,.devt«ït  rliyiseui , 
et  on  arrive  à l’équ.  finale  y' -^-3j-=o,  d’ôù  y-~oy( — 3, 

* ■ ' - * '•  v/* 4 . 


avec  x = 
Soient, 

r-i 


— a et  -f  1 . 


*• 


^ ' 4' 


(3>- 


l.es  équ.  t 

€*-+-  ( 3ya~.  I %y  >x  8 > *- i • %•*  — 

n ; i*Xv9X4V^n'  "■  3 


a***  7 'r JV**4;tiy'+a)4:rfvr“-f 2r==o  * 

•»  * « i' 

Une  i^^gp^pn.donne  ce  reste  3 xy  (ÿ-fyj)'  -f-  & » 

avant  d«  le  prendre  pour  diviseur,  on  doit  supprimer  iësfac- 
teufaj' et^Tr.t , qui  donnent y=o  et  1;  puis’on  a x=so  et  — 2 , ; 
pour  jjgz  6;-^è*g-i  et  — 3 pour  1 . 1^ 

3x+j-+4  ; Pr,s  pour  diviseur.  on  a l’éqp.  final  ' 
d’où  y ü a\et  i àyec  x“=  — • 2 et  — f , r ce^ 
nous  du  problème.  * - > * ' ' _ 

fc  * v«  _ - . «•  - v ' >-§  -v;  . 

5»4  Enfin,  quand  il  arrivé'quVn  facteur  commun  Z?  existe 
dans  Z'et  T,  Z=P  X'D\  f=ÇX  Z?;  comme  Di  o rend  ces 
produits  nuis cette  équaiiommpiquu  ne  peut  donner  que  l’une 
des  inconnues  y,  même  qifipi  clics  v entrent  lout^  .deux  : 
l'antre  iftèonaùe  reste  doitipÇ[uéleonque.  Ainsi  le  problème 
, admet  une  injînilé  de  solutions  • il  eh  indéterminé,  f^es  solu- 
" . dons  dès  e'qu  P— o,  Q~ o,  qui  sont  èV^n ombre  limité,  s^lis- 
Mont  aUssi^  la  question.  ’ ^ £ 

■*1  • ^ . ' "•  ?1 


r: 

•'  a* 

*1 
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Les  équ.  (j— 4)  £ — y -f-,4  *'  ~ -*•  xj  ,. 

ont  le  facteur  commun  x — i,  ainsi  qu’on  le  trouve  en  prati- 
quant le  calcul  indique  ; ainsi,  x — i réduit  lçs  proposées  à zéro , 
quel  que  soit,/.  En  outre  , les  quoliens  de  la  division  par  x — i';' 


sont  : 


(^■  — 4)  (*  + 0 = 


outre  le  nombre  infini  de  solutions  qu’on  vient  d’obtenir,  ou-a 
donc  encore,/=  r et  4,  répojidant'à  x~ — i et  :fc  2. 

• * • - » . . t 

525.  Cherclions  à dégager  Y^o  des  racines  étrangères. 
Comme  ces  racines  rendent  nulquelques  facteurs,  qui 

sont  en  j-  seql , il  suffira  de  diviser  Y par  M,M’ pour  chasser' 
ces  racine*  (*)  : mais  il  est  plus  court  de  les  détruire  dans  lés 

restes  successifs,  contnre  on  va  le  dire."  •»„  * 

. #••••*  , • 

» Seulement,  nous  remarquerons  que  le  factèur  rp  delà  der- 
’ nière  division,  ne  donné  lieu  à aucune  solution  étrangère  ; car, 
si  2 est  racine  de  m-r=o , et  aussi  de  Y ==o,Téqu.  iden- 
tique (4)  devient  qD  — o pour  celte  valeur  de,/.  Or,  ori  u’a  pas 
q — o,  puisque  le  facteur  m d’a  été  choisi  cjue  pour  rendre 
possible  la  division  de  Jf  par  D ; c’est  donc  D qui  est  rendu  zéro 
par,/=A,  etjr — a est  facteur  de  /).  On  a <vu  qu’il  fallait  sup- 
prflner  ce  factrtir*et  le  traiter  à pan. 

Le  facteur  M ne  contient  pas  x;  8011,/=  A une  racine  de 
l’équ.  M—  o ; eu  substituant  A pour,/  dans  l’équ.  identique  (1), 
il  vient  0 = i>  T +B  , R — — Q>7’,  autre  équ.  identique  en  x. 
Comme  M est  facteur  du  ttr  coefficient  a de  7’,/  = A fait  dis- 
paraître ce  terme,  et  le  degré  de  T s’abaisse  àn  — «,qui  est 

. » »••  * — , fc  — JL.  • I -,  , 

• ' * *>  rt-r  ».  > * • . ,.,*y . L.  •fé8!*  ■'  ■ 

— r — i ■ — — — X -r; 


(*)  11  y a une  exception  accidentelle  quand racine  de  l’équ.  M — o, 
• réduit  T a une  valeur  munoriquo,  car  aucune  valeur  de  x ne  peut  rendre 
nujs  ensemble  M et  î" ; ainsi  j — / , cl  par  suite  .M,  no  peut  deviser  Vj  le 
’ facteur  V n’a  pas  introduit  la' racine  étrangère  j—k.  11  finit  en  dircautant  de 
AT  par  rapport  à /!,  de  SI"  01  If,  etc;  Ca  cas  se  {«connaîtra  bientôt,  quand 
on  trouvera,  par  hasard,  que  1 n’est  pas  du'isible  par  M,  ou  M',  ou  etc. 
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celui  défi  r Ainsi  Q.  est  ut#  valeur  numérique  {*) , et  les  po- 
lynômes T et  fl  sont  devenus  les  mêmes  parj'=A,  à un  fac- 
teur numérique  près.  Faisons  Aussi  _y='j^da  ns  l’équ.  (a),  il 
vient 

fi'=  M'T—  Q'R  —T^M'+QQ'). 

Or  fi'  et  T sont  des  degrés  n — 2 et  n — 1 , ce  ([ui  empêche  le* 
deux  membres  d’être  identiques;  d’où  l’on  voit  que  cette  équ. 
sérail  absurde,  si  l’on  n’avait- pas  Æf'-f-QQ'  = o,  quel  que  soit 
x,  qui  d’aiUeurs  n’y  entre  pas.  Ainsi  le  2*  reste  fi'  est  rendu  nul 
par  y — a divise  fi'.  Gomme  chaque  racine  del’équ. 

M = o conduit  à la  même  conséquence , oh  voit  que  le  facteur 
M introduit  dans  le  t er  dividende , doit  diviser  le  2 e reste  U'. 
Donc  si  "l’on  sdbstitue  au  reste  fi',  dans  le  calcul  du  commun 

a , • " ^ % , i 

diviseur,  le  quotient  exact  de  K divisé  par  M,  on  aura  sup- 
primé de  l’opération  les  solutions  étrangères  que  ce  facteur  M 
avait  introduites.  C’est  ce  quotient  , et  non  plus  fi',  qui  doit* 
êtrê  pris  pbur  diviseur  dé  fi,  ou  plutôt  de  M "fi . 

On  prouve  dé  même  que  le  2e  facteur  M'  divise  exactement 
le  3*  reste  fi'Vè’t  que  c’est  le  quotient  qui  doit  remplacer  fi” 
dans  la  division  suivante,  pour  supprimer  les  racines  étrangère» 
amenées  par  M ';  elainsi  de  suite.  Il équ.  finale  Y =?=  0 obtenue 
delà  sorte,  sera  donc  exemple  de  toutes  les  solutions  étrangères. 

Par  ex.,  X3y~ 3x  + 1 = 0,  rJ  Çjr — i)  -4-X  — 2 = ô.  Multi- 
plions la  ic*  par  (jeix  t)Y®1  divisons  par  la  2'  ; il  vient  « , 

1"  Reste  — x (/>  -a-  5j  -f  3)  -4-j-3 — 4j‘+  » • • • • • O, 
multipliant  la  2' équ.  par  ( y 1 — 3)*,  on  a 

a*  Reste . ...  — 1 qj~\  _j_  3^3;— 64j^“  -f-  5ij- — 16,  * 

lequel  doit  être  divisible  par  (y—  i)î;  le  quotient  est  l’équ. 
finale  en jr , sans  racines  étrarç'ères',  * -•  ■ 

^3^8y*-l-2o  y—  i3=so. 

. Les  solutions  sont  ^'==4  > 2 eti;  0=  0 don'nex= — 1,  1 et  1. 

* t \ /*  . ■ **  * A X • 

t J — — » 

t’ -v  .(  t --f  ■ 

; tf)  Et  en  effet  les  termes  en  x,x *..!  qui  composent  lc,quntient  Q,  d'a- 
près la  marche  du  calcul  ( V riote  p.65  ),  ont  pour  facteurs  respectifs  a,  a",...  . 

• “qui -deviennent  nuis  poux  Â = Ji.  t 
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Pour  xy  — fa- y 4-  x -j-6  = o,  x\y — .2)  + xy  4- a . . u, 
ou  multiplie  la  i'®équ.  par  (y — a)*;  la  division  donne  le  reste 
A. r -4-  H , en  posât  U 

A=/\y'  — ']y'—J'‘  + 4?  — 3v4-  3).  V 

et  comme y — 1 est  Scieur  commun  de  A et  D\  ou  le  suppri- 
me, et  on  »y=  t , avec  ac=a  et  — 1 , puis 

*=* 4r'—  3.r’— 4r— 4.  B=ü  O1”  — 3); 

le  t'este  de  la  2®  division  est  A‘ — ~Ry(A — R)  — H‘,  ou 
20^  — a3j4  — noy3  -f*  3767-*  4-  272^'  — 56o  = o : 
divisant  par  ( y — *)%  l’équ.  finale  est 

*°ïr -t  fy?* — *4^' <*>  , / ' > 

d’où  l'on  tire  r= — Jeti;=: — t;  puis  5ÿ‘-\-ldty*-=i 28. 

■ f ,T  ( 

• Aujeste  , il  se  peut  que  la  racine  y — A de  o réduise  rV 
au  degré  n — 2 au  plus;  alors  Wne  divise  plus  R’,  car  les  équ. 
R = o,  R'—o  se  trouvant  au  même  degré'  que  T,  11e  permet- 
traient plus  d'appliquer  le  raisonnement  ci-dessus:  Y est  dont* 
embarrassé  de  la  racine  étrangère  A,  ce  qu’on  reconnaît  bien- 
tôt'. Dans  l’jex.  suivant,  le  facteur  introduit  dans  la  irc  divi- 
sion , ue  divise  pas  leV  reste,  et  sc  retrouve  dans  le  dernier 
veste  , d’où  il  faut  le  dégager.  ► *■ 

(y — 1 ).r' — 1=0,  yxy — r+i  = o; 
l*®  liesle . . . (y ■—  i)xJ  — x(jr  — 1)—  y, 

2'  Reste.  ',2j-'  — 2J+i)x-\ -(X1  +Jr~l)>  t 

3®  Reste...  y (y < — u'+  i4r“  — 9J‘  + a)- 

Quand  il  arrive  qu’une  combinaison  des  équ.  Z = 0,  7 — o, 
présente  uu  résultat  simple,  on  doit  employer  celui-ci  de  pré- 
férence à Z : comme  aussi  ou  peut  trouver  plus  commode 
d’ordonner  Z et  T par  rapport  à y.  En  ajoutant  les  équ.  du  1 e® 
ex  p.  67,  et  résolvant  selon  .y,  qui,  dans  la  somme,  n’est 
qu’au  1 *r  degré,  on  obtieut  sur-le-ebauip  les  solutions. 

Quand  Z et  T sont  au  même  degré  m,  eu  éliminant  xn 
comme  une  inconnue  simple  , ou  abtüsse  l’une  des  équ.  au  de- 
gré m — 1 . ‘ , 
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5î6.  La  règle  donnée  p.  67  présente  quatre  cas  d’exceptions,, 
selon  que  Y du  D , est  nul  de  lui-même , ou  est  une  valeur  nu- 
mérique. 

Ier  Cas.  Le  reste  Y se  réduit  à zéro.  D est  alors  facteur 
commundc  Z et  de  T,  C’est  ce  qui  a déjà  été  examiué  n°  5a4  : 
Le  problème  est  indéterminé. 

2 e Cas.  Y est  un  nombre.  V et  D (équ.4)  ne  peuvent  être  ren- 
dus nuis  ensemble  ; ainsi  aucuue  valeur  dearet  de,/ ne  peut  sa- 
tisfaire aux  proposées,  qui  expriment  alors  des  conditions  con- 
tiadicloires;  le  problème  est  absurde.  C’est  ce  qu’on  voitsurles 
equ. 

3*'  — 6r/  -r  3/'  — i=o,  zx*  — !\xy -f-  2/1  +1=0. 

Posez  deux  équ  dont  la  coexistence  soit  impossible , ayant  une 
même  inconnue  z,  telles  que  3z“ — 1=0,  2z*-f-  1=0:  faites 
z=x-f-y,  ou  x — /,  ou  toute  autre  fonction  de  x et  de  /;  il 
est  évident  que  les  deux  équ.  , seront  incompatibles. 

3“  Cas.  Le  diviseur  ))  devient  nul,  pour  une  racine  y = a de 
l' équ.  Y =0  : alors  y — A est  facteui;  de  U , et  on  a vu  qu’il 
fallait  supprimer  ce  facteur  et  le  traiter  à part  (p.  68). 

C’est  ainsi  que  dans  le  dernier  ex.  du  11°  5a3,  si  l’on  eût  ou- 
blié de  supprimer  les  facteurs/  et/ — 1 du  if, reste;  on  au- 
rait trouvé  l’équ.  finale/s-r3/’-f-/4+3/*— -a/’=o,  dont 
les  racines  sont/=o,  1 , 1 , — i et  2 ; les  trois  premières  donnent 
lieu  à la  présente  circonstance. 

4'  Cas.  Tje  dernier  diviseur  D dévient  un  nombre  S~,  quand 
on  fait  y — A;  en  divisant  D par/ — A,  le  quotient  étant  K et 
le  reste/),  on  à />=(/ — a)  puisque/  = a change  D 

en  une  valeur  numérique  x n’entre  pas  dans  L ; et  comme 
on  doit  avoir  ensemble  Z?  = o,  Y — 0,  la  valeur/  — a répond 
à ar infini,  seule  manière  de  rendre  D.  nul.  Par  ex.  les  équ. 

X1*3  + xy‘  (/  — 1 ) — 1=  tr,  /**». + /3— /*  — 1 =.0 , 

( ^ « 

ont  pour  équ.  (111810./“  ( / — r)  =^o,  et  pour  dernier  diviseur 
x y — ri  — - o ; donc  / $=  1 répond  à x = i,  et  y—  o à x—  00. 


«*' 
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J/e*,  suivant  montre  comment  on  élimine  entre  trois  éq. 

x-fz’  — 2jr  — o,  x’  + f — 2,  i'iau.  ‘ • 

' < • • ’ • 

On  chasse  d’abord  y,  entre  ces  équ.  deux  à deux  ; on  trouve 
deux  équ  finales  en  x et  z,  entre  lesquelles  on  élimine  z ; il 
vient  enfin  une  équ.  en  x.  Ainsi  on  a 

r^-f-axz'-f-Sx’ssS,  = 5 x* — 6x“-J-i=o. 

• * ' . * 

On  trouve  x=dhi,  Sx'zzz  i , et  les  quatre  racines  de  x sont 
connues  ; z est  ensuite  donné  par  l’équ.  z’x  = -t  etc.  ' 

Sur  l’existence  des  Racines. 


52’].  Représentons  kxn  -+-  px"~ 1 . . . . -f-  u par  fx , k étant 
piositif,  et  construisons  (fig.  i)sur  les  axes  rectangles  Ax,Ay, 
la  courbe  MM'  M" . . . dontl’équ.  est  y=Jx,  A chaque  abscisse 
AP  répond  une  ordonnée  PM^  et  uue  seule;  toute  parallèle 
à Taxe  A y coupe  donc  la  courbe  en  un  point  unique  ; la  courbé 
est  Un  trait  continu , s’étendant  à U infini,  tant  à droite  qu’à 
gauche , sans  nœud,  ni  double  branche  ; elle  peut  former  di- 
verses ondulations.  Elle  porte  le  nom  de  courbe  parabolique , 
par  analogie  avec  la  parabole  dont  l’équ.  est  y = ox*. 

Quand  l’arc  coupe  l’axe  des  x en  quelque  point  k l’abscisse 
Ak  de  ce  point  répond  à y = o , et  est  par  conséquent  racine 
de  l’équ.y* x = o : les  racines  positives  sont  les  abscisses  des. 
points  de  secti'ou  -placés  à droite  de  l’origine  A:,  les  négatives 
sont  à gauche.  Une  ordonnée  positive  PM  donne  un  point  4 1 
de  la  courbe  situé  en-dessus  de  l’axe-  Ax  ; une  négative  P' M' 
donne  un  |>oinl  M'  au-dessous. 

l’tTur  qu’à  une  abscisse  Ak  , racine  dg  l’équ.yx ^ o,  il  enf 
succède  une  autre  Ak' , il  faut  que  l’arc  se  recourbe  , se  rap- 
proche de  l’axe  Ax,  ce  qui  produit  les  serpeutemens  qu’on 
voit  dans  la  fig.  i ; les  ondulations  qui  n’arrivetit  pas  jusqu’à 
l’axe,  ne  donnent  aucune  racine  réelle.  Comme  la  forme  de 
lp  courbe  déterminé -les  racines,  et  qu’eu  ses  divers  points, 


Die 
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la  direction  de  l’arc  est  celle  rie  sa  tangente,  cherchons  les 
inclinaisons  de  ces  tangentes  sur  l’axe  des  as. 

Soit  BMM'  (fig.^)  un  arc  de  la  courbe  dont  l’équ.  est 
y —fx , M et  M'  deux  points  de  cet  art  ; x et  y les  coor- 
données de  M , x -f-  Aetj'-f-  A celles  de  M' , savoir,  AP—x, 
PM  — y,  PP' — h,  ÇM'  zp  k.  En  remplaçant,  dansj'rr/r, 
.r  paix  4-  h,  et  y par^*  -fi,  oita  (n°5o4), 

/’+  * —fx  -f  A fx  -+■  ffif*  + \ffx  etc. ...  (i) 

i.  * . , 

d'où  - KJ'ïx  + z h\mf,ax  etc. (a) 

: • .*  • * 4 

à eanse  de  y=fx.  Or  eu  résolvant  le  triangle  rectangle  QMM', 

et  désignant  par  S l’angle  que  la  sécaute*J fait  avec 


l’axe  Ax , on  a tangS 


qm  k . . . , ' 

— -j  : ainsi  I expression  (a^est- 

la“valeur  de  tang  5.  Or  plus  h diminue,  plus  cette  expr*ion 
approche  de  fx , en  même  temps  que  S tend  à devenir  l’an- 
gle '/’  que  la  tangente  au  point  M fait  avec  Ax  : on  a donc 
#•.  -gf. 

tang  T — fx  — dérivée  du  polynôme  fx . 

1 * *» 

» # m i / 

Ainsi  quand  on  prend  pour  x tous  les  degrés  de  grandeurs 
entre  AP  et  AP'  (fig.  i),  les  différentes  valeurs  de  fx  sont 
celles  des  tangettjes  de  tous  les  angles  T que  font  avec  l’âxe 
Ax  les  tangentes, successive*  i l’art  MW . Ces  angles  sont  ai- 
gus (du  côté  droit)  quand  f x a le  signe  -f  (comme  pour 
l’arc  BM,  fig.  2)  ; obtus  quand  f x a le  signe  — ( comme  pour 
O.M',  fig.  1)  : la  tangente  est  parallèle  aux  x,  en  O,  o,  o'  0',0", 
quand  fx=o  ; les  oudujfttions  de  la  courbe  résultent  des  va- 
riations de  signe  qu’éprouve  f x.  9 ►,  *»  -,  y - 

Comme , d’après  la  forme  de  fk  aucune  valeur  de  i’-flê'peut 
» rendre  ce  polynôme  infini,  nulle  part  la  tangente  n’est  per- 
pendiculaire aux  la  courbe  ne  peutedonc  affecter  la  fig.  3 

d’un  rebrâussemerit.  > • ’ij'L  * 

. * :.  ->  • ^ Jtr  ' ,. 

,^5x8.  Puisque  le  triangle  réctangle  IJMQ  (figt  ' 2)  donne 

IlQxsh  fx,  on  a P' Il  = fx  -f  h fx  =£ Ordonnée  du  pojpt  H 
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de  la  tangente  qui  a x -f  A pour  abscisse.  Mais  l’ordi 
point  M'  de  la  courbe  est  l’expression  (1),  dont  lest 
termes  sont  la  valeur  de  PH,  savoir 


et  comme  h est  aussi  petit  qu’on  veut,  le  signe  de  la  quantité 
ajoutée  & PH  est  celui  du  itr  tenue  j k*.f"x,  e.-à-d.  celui 
que  fi'x  se  trouve  avoir,  puisque  le  facteur  h est  au  cavre'. 
Donc  l’ordonnée  P' M'  de  la  courbe  surpasse  celle  PH  de  la 
tangente,  ou  en  est  surpassé,  pour  les  points  voisins  de  M , 
selou  qu e/“x  est  positif  ou  négatif  : cela  ayant  liép  quel  que 
soit  le  signe  de  h,  est  vrai  à droite  et  à gauche  du  point  Àf 
contact.  Ainsi  l’arc  tourne  en  cet  endroit  vers  le  haut , sa  con- 
■ ravi#  ou  sa  convexité , selon  que  f"x  a le  signe  -f-  ou  — , pour 
la  âÉHtrde  * m'on  a choisie.  r7^*’V 

Tïitôèÿfgou  vient  de  dire  convient  aussi  au  cas  où  l’ajc 
de  courbe  est  situé  sous  l’axe  desx,  ce  qu’on  démontre  parie 
même  raison  nynenl.  Au  reste,  si  l’on  change  J en  y,  ~ eK 
l’e'qu  y — fx  devient  y,=fx  -J-  i ; ainsi  le  dernier  terme  u 
de  fx  est  simplement  changé  en  u -f- 1,  ce  qui  n’altère  én  rien 
les  dérivées  f'x , f'x ..  . Or  cette  transformation  revient  à 
descendre  l’axe  des  x paraüèlepient,  poûr  le, porter  à la  %: 
tance  arbitraire  i : on  peut  supppser^qu  actuellônent  Ics^ser- 
peuteWens  de  la  courbe  sont  tpp$  d*i  'nouvel 

axe  de^  x,  et  appliquer  le  tbéorènn 

Si*  l’on  ^eut  jomparer  l’af^àe  coqrbp.A  j’4%^  deé>4L^ 
aisé  de-  Voir'qw^hotm  celui-ci 

tourne  la  concavité  à.  l’axe  quftnd  fx  et  V x,  sofifde^signes  cor\~. 

traire *,  et-ta  comfexûé  quand  les  signes  sont  les  mêmes. 

•K  4 • •'  * - 'i  i*.  ; 

549  I.e  point  T^fîg.  S)»'où  un  arc  convexe  s’unit  à un  aire 
concave,  est  appelé  inflexion. •£ 'abscisse  x de  ce  point  "d^VAnit 
être  au  passage  de  f*pc  dû  positif  au  négatif  , doi.^ctre  racine 
dey".*  = o«En  effet,  au  point’; rd’iullexion  Ja  tangente  est 
dirigée  entre  les  deux  arcsqu’ejl.c  coupe  et  touche  eu  te  point  I ; 


\ ' «f. 
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le  développement  (l  ) privé  dé  son  3*  ternie  , devient 

y + * = =/*  + '$./>*  +i  *5>*  +VA4/S*‘  • v ' 

. • • ^ t. 

; -»■  v/1,  — l’ordonnée /'A  delà  tangente -f-  l 

^ *v  • •'  v.  ' ■ ■ t * 

Comme  15 'est  très  petit,  le  signe  de  ce  développement  est  celui 
de  son  i"  terme,  lequel  change  avec  h-,  en  sorte  que,  selon 
que  te  point  voisin  de  M:  (fig.  5)  es^pris  à droite  ou'à  gauche 
. de  M,  l’ordonnée  de  là  tangente  est  plus  graude  ou  plus  pe- 
tite que  celle  de  la  courhe:  ainsi  l’arc  est  -situé  en-dessus  de 


Ainsi  pour  obtenir  les  abscisses  dés  points  d’in  flexion  , il  faut 
. résoudre  l’éqq.y'x  o ; les  racines,  réelles  déterminent  ces  . 
points  dé  séparation  des  serpentemens.  En  cliei chant  les  va- 
leurs dé  f'x  qui  correspondent  à ces  racines,  on  a les  incli- 
naisod^iles  tangentes  en  ces  points. 

53o.  A chaque  ondulation  de  la  courbe  il  y a un  point  O,  O'...  . 
(fig.  ,i)'où  la  tangente  est  parallèle  aux  x,  et  l’ordonnée  un 
" .maximum  ou  un  minimum , c.-à-d.  ou  plus  grande,  ou  plus 

• petite  que  ses  voisiu(éS,  dés  deux  côtés.  Les  racines  de  l’équ. 
f'x—  o sont  des  abscisses  de  ces  points.  Voici  comment  on 
distingue  le  maximum  du  minimum.  Lepointdont  l’ordonnée 
est  un  maximum  positif  ou  négatif  appartient  à un  arc  concave 
vers  L’axe  des  x,  et  l’on  a vu  qu’alors  les  signes  de  fx  et  J"x 
sont  différco»;  tandis  que  ces  signes  sont  les  mêmes  dans  le  cas 
d'un  minimum,  qui  répond  à un  arc  convexe  vers  l’axe. 

Et  en  effet,  puisque  fx  = o,  la  Série  (i)  est  privée  de  son 

? terme,*  etM’ojjjdorinée  PM  (fig.  2)  de  la  courbe  se  réduit  à 

' • ...  '’ 

PM'—fx. 4-  \h‘ .f" x { etc.  =l’ordonnée  PM  -t-±h*.f"x...  (4) 

• «.  • ' V '•  i y 

• Mais  pour  h très  petit,  cette  série  prend  le  signe  de  f'x , que 
/isoit  positif  ou  négatif  : ainsi  quand  ttf’x  ont  même  si- 
gne , les  ordonnées  à droite  et  à gaucbe  de  PM  surpassent  cette 

. ordonnée;  c’est  le  contraire  quand  ces  signes  sont  différens. 
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* - • 
Donc  pour  le  maximum  positif  bu  négatif,  fx  et  f"  x sont  île 

signes  contraires  ; les  signes  sont  les  memes  .dans  le  cas  du 
minimum T • _ . ' ’ 

Appliquons  cette  théorie  k l’équ. 

— 6x -f-  J —fx  ; d’pù  •• 

fx—  4*' — i6.r’4-i9i  — 6,  fx—tvx* — 32x1-4-19.»  . 

En  posant_/\r  =0,  on  a jr=  \ et  2 ; ces  racines  sont  por- 
tées sur  l’axe  Ax  (fig  4)  Ju  A en  P , P'  et  P"  ; les  ordonnées  . 
correspondantes  ’*Jï>nt  celles  des  maxima  ou  minimal  ce 
sont  PO— — P' O'  =-f- jf,  P"0’=+  -g.  Coinineia  o 
donne  AU  •-=  la  courbe  passe  en  BOO'O * : l’équ.  fx  = o 
donne  x — 0,8g.  . . et  1 ,77. . . abscisses  AQ,  AQ  des  points  * 
d’inflexion  /,  1' . Et  connue  de  l’un  de  ces  points  k l’autre,  fx 
est  négatif,  l’a»c  y est  convexe  ; il  est  concave  dans  le  reste  de. 
la  courbe.  11  y a donc  un  maximum  négatif  eu  O,,  un  positif 
en  O' , et  enfin  un  minimum  positif  en  O".  On  o deux  points 
de  section  avec  l’axe  , en  C et  U : AD  = 1 et  AC  sont  des  ra- 

' 4 Ti  # \ 

cines  réelles  de  l’équ.  fxx=>,0  ; les  deux  autres  sont  imaffi- 

naires.  ‘ • • 

« ... 

4 *_  r ^ . * 

53 1.  "Les  racines  de  l’équ.  fx  = 0 sont  Jes  abscisses  des_ 
]>oints  de,  la  courbe  o«  la  tangente  est  horizontale,  et  l’on  a vu 
que  ces  points  ont  leur  ordonnée  maximum  ou  minimum, 
selon  lef  signes  de" fx  et  f x.  Mais  si  quelqu'une  de  ces  racines 
rend  en  outre  f'x  nul,  alors  il  n’y  a plus  maximum  ni  mini-, 

. muni,  mais  inflexion  horizontale ,jcomuiç  dans  la  fig.  5.  En 
effet  la  partie  du  développement  (4)  qu’il  faut  ajouter  à l’or—  jji 
donnée  PM  est  alors  j.-  h -fx  -f-  . . ; et  comme  le  1*'  terme 
change  de  signe  avec  A,  l’arc  est  concave  d’un  côté  du  point 
de  contact,  et  convexe  de  l’autre.  Comme  celle  valeur  de  9f  *.->v 
donne  à la  fois  fx  =z  o ,f“x  = o , la  1”  de  ces  équ.  a deux  • 
racines  égales  (n°  5 20).  Ce  cas  a.rrive  quand  deux  ondulations 
successives  se  fondent  en  une  seule  par  l’évanouissement  de 
l’arc  qui  joint  un  maximum  au  suivant,  et  la  coïncidence  de  • 
l’un  avec  l’autre,  ainsi  que  celles  de  feurs  tangentes. 

De  même,  il  pourrait  arriver  que  fx  fût  aussi  nul  : la' partie 


N . 
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additive  à PM  dans  l’expression^)  serait  ^ ft<./''\r  + . . . . 
(jui  conserve  le  signe  def"1  des  deux  côtés  du  contact  ; il  y au- 
rait donc  maximum  ou  minimum,  selon  le  signe  — ou  4- de 
f"xt  trois  ondulaliousde  la  courbe  se  réuniraient  en  une  seule. 

. En  général,  pour  avoir  un  rrfaxitnum  ou  un  minimum, 
quand  la  tangente  est  horizontale,  il  faut  que  la  1"  dérivée 
qui  n’est  pas  nulle  parla  racine  defx  = o,  soit  d’ordre  pair; 
et  le  signe  de  cette  dérivée  sert  à distinguer  le  maximum  du' 
minimum.  Et  pour  que  la  racine  de f"x  = o réponde  à une 
inflexion,  il  faut  que  la  1 ,e  dérivée  de  f"x  qui  n’est  pas  rendue 
nulle  soit  d’ordre  impair. 

Il  suit  de  la  forme  de  la’ courbe  parabolique  qu’une  con- 
vexité doit  succéder  à une  concavité,  et  réciproquement;  un 
maximum  positif  suit  un  maximum  négatif,  si  l’arc  coupe 
l'axe  des  x,  ou  un  minimum  positif,  s’il  ne  le  rencontre  pas  : 
le  maximum  négatif  est  pareillement,  suivi  d’un  minimum 
négatif,  ou  d’un  maximum  positif.  Cependant  s’il  arrive  que 
la  courbe  a une  tangente  horizontale  au  point  même  d’in- 

• flexion  (fig.  5),  cas  où  fi r — o en  même  temps  que/'"  x =.  o,  _ 
, il  i\’en  est  plus  ainsi,  et  ce  point  singulier  tient  lieu  à la  fois 

d’un  maximum  et  d’un  minimum  réunis  ensemble.  Si  l’on  a . 
en  outre/™ x — o,  on  retombe  sur  le  cas  précédent,  seule- 
ment trois  points  de  cette  espèce  sont  fondus  en  un  seul  ; et 
aitsi.de  suite.  ‘ • 

Lorsque  la  tangente  est  oblique  à -d’axe  des  x , f'x  11’est 
4 plus  nul , et  si  f"x=  o , ona  vu  que  la  courbe  a une  inflexion  : 

^ mais  cette  inflexion  disparaît  si  la  même' racine  de  cette  équ.' 
donne  f’x  = o ; deux  ondulations  se  sont  réunies  en  un  seul 

.■  f V 4 J 

• point  Et  si  f'sx  est. aussi  = o,  l’inflexion  reparaît , etc.  En 
'♦4-  .no  mot,  toutes  les  circonstances  énoncées  dans  le  cas  où' la  . 

tangente  est  horizontale,  peuvent  se  réaliser  aussi  quand  elle 
est  oblique,  par  l’évanouissement  de  quelques  ondulations. 

53a.  Il  suit  de  ces  raisonnemens  que  quand  deux  abscisses 
JP,  JP',)(t\g  1)  donnent  pour  fx  deux  résultats  désignas 
contraires  PM,  P' M' , les  points  M et  M'  de  la  courbe  étaut 
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des  deux  côtés  de  lÿive  x'x  f et  l'aie  devant  aile»  de  l’ûn  de 
ces  points  A l’autre  par  un  trait  continu,  la  courbe  doit  cou- 
per l’axe  en  uu  point  intermédiaire  k.  Et  même  il  se  peut  i|ue  , 
dans  cet  intervalle  PfP,  la  courbe  ait  des  serpenteinens , et* 
qu  elle  forme  3,5. . .'intersections  avec  1 axe,  comme  on  le 
- voit  par  l’arc  ponctué  des  fig.  Setqq'où  la  «courbe  va  de  m 
en  M , en  traversantTaxe  un  nombre  impair  de  fois.  * 

► beux  abséisse*  AP,  -il1'  (fig.  i)  qui  donnent  pour  Jx  des 
résultats  de  même  signe  PM.  P“M",  indiquant  que’  deux 
points  M,  M"  de  la  courbe  sont  situés  d’un  même  côté- de 
l’axe  x'x,  l’arc  qui  «joint  l’un  à l’autre  peut  ne  point  couper 
l’axe;  mais  si  l’arc  est  ondulé,  il  peut  aussi  le  couper  en 
2,4. . • points,  comme  on  le  voit  par  l’arc  ponctué  de  m en  M 
(fig.  6 et  7). 

On  ne  regardera  pàs  comme  une  exception  à ce  nombre, 
soit  pair,  soit  impair,  d’iblersections  de  la  courbe  avec  l’axe 
x'x,  le  cas  où  elle  toucherait  cet  axe  (%r  10);  car  alors  Jx 

>int 
et 
arc 

MhM'  qui  se  trouvant  réunis  en  lui'sçul.,  et  ce  point  de  con- 
tact k doit  compter  pour  deux  intersections.  E|siar  = a don- 
nait.en  outre  f"x  = o,  le  point  unique  de  section  et^de  con-*' 
tact  serait  correspondant  à une  racine  triple  de fx  o,  à une 

inflexion  MkM" , et  compterait  pour  trois, *à  cause  du  fac- 
teur (x  — u)-1,.  En. général  ,fx  aurait  le  facteur  (x  — à)m , et  la 
l'aciue  .r  ==  a compterait  pour  m points  de  section  , parce  que  • 
(optes  Tes  ‘dérivées  jusqu’à  fn~‘x  seraient  nul  les,  et  que  la 
courbe  aurait  récdlcment  m points  et  m courbures  réunies 

cr^fble.  , jÿV  Vfr  * ^ v 

Donc  quand,  deux  valeurs  substituées  à x dans  fx,  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires  , £jéfu;  fx  = o a , entre  ces 
valeurs  , des  racines  en  nombre  imqmirs.ei  toujours  au  moins 
une  racine  intermédiaire  : si  les  résultats  ont  même  sigtie , 
soit  + , soit — , ou  les  valeur^  substitués  n interceptent  entre 
elles  aucune  racine , ou  elles  en  comprennent  un  nombre  pair. 

• • ...  V 


-Vf 


1. 


. _i  ..  SUR  L<Ekist'lvKCE  DES  racines.  . 

VY'’  . m f * . , * •'  ' ' ’1  . ' ♦ 

535.  D’agrcs  cela  examinons  les  de\j^  caj^de  degré  pair  et 

,1.  Si  rèqït.  fx  = o>est  de  degré  paît  n,  en  prônant  pourx 
la  limite  AP  (6g.  6èt  7)  des  racines  positivés;  ôu’le  Ier  terme  » 
kx*  du  polynôme fx  positif  et  plus  grand  que  la  somme  des 
termes  négatifs  yfd’brdonnée  PM  .est  positive.  Par  la  même 
raisoàt‘yva'  et  fx  sotit  aussi  positifs;  la  tangente  aux  points 
de  l^çouibê'sdepitfs  M jusqu’à  l’infini  fait  un  angle  aigu  T 
axjjËYVrçe.  -d*4 pi sest- cojptave  vers  le  haut,  s’écartant  déplus 
en  plus’de  cét  axe»  L’abscisse  Ap  étant  limite  des  racines  né- 
gative*, f.x  sbtit  encére  positifs,  parce  que  les  expo- 

sans  n et yt — 2 d u i " terme  de  cès  polynoiqes  sont  pairs;  la 
courbe  est  donc  aussi  concave,  jusqu’à  l’infini  et  s’écarte  sans 
cesse  au-âçs$ue  de  l’axe1  Ax\  Mais  fx  est  négatif,1  pafee  - 
que  n — 1 est  impair  : la  .tangente 'aux  points  de  la  courbe 
depuis  m jusqu’^Virlfim  fait  un  angle  obtus,;  avec  Ax. 
pt}  si lè  dernier  terme  de  fxeif.i/iégalifj  -j-  q , en  faisant 
■ x~0,  jr  devieptr-c-u,  et  il  faut'port^  fe'lqpguju  r ABx= — u 
.(fig.  6)  en-dessous  de  l’origine  A : la  courbéfcassé  par  les  trois 
peints  m , D et  M,  et  doit  couper  l’axe  au  moiqé  une  fois  on  k' 
à gauche,  et  use  fois  en  k à droite  : plais  elle  peut  aussi 
jqjier'4et\xe  en  3,5-  . . points  de  chaque  côté.^i  elle  faiç  jdes 
serpcMeinens^asscz  étendus  pour  l’atteindre  ^ ainsi  qu’011  lo 
▼oit  par  la  iLne.p  ORCtuée.  Donc.t0Ù(c  équ.  de  degré  pair  dont 

1 ~ ->  de  racines 

moins  une  de 


» Èl  si  le  dernier  Lerm&^êrix  es( positif  | en  faisant  xz=ot 

y devient  .4-  11,  qu’d  da#  porter  en  AB-fi g.  7)  au-dessus  de 
l’origine  A.  La  courbe  passe pflv  les  trois  points  et  M,~  * 

situés  eu-dessus  de  lj^xe  £ x , et  l’on, est  incertain  si  elle  fait' 


dès  serpentemens  capables  d’y  atj^plfë  : mais  s’il  y a des 
ifttérsections , elles  Sont'’  e*n  nombre  pair  tant  à droite  qu'à' 
fca.fifJfc  , ainsi  e\voit  par  ladigne  ponctuée.  Doqc  toute 

d%à.  dédegri~jAiff  dpnt  le  dorni4r  terme  est  positif,  ou  n'a * 

T II  *'  ' V 6 
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oucur te  rai  ‘fie  'jfclb J>  ou  /e  nombre  en  est  pair  pour  les  posi- 
tives , jiair  pour  les  négatives.  • < *„  ' - 

II.  Si  ç»<  3e  'degré  impair  n , tout  ce  qu’on  vieut  (je  dire 
jpour  la  forme  de  la  courbe  du  côté  des  a:  positives  est  .encore 
vrai  ; à partir  de  M (fr  8 et  9)  , elle  est  encore  concave  jers  le 
haut,  s’écartant  sans  cesse  de  l’axe  Ax  et  allant  à Vin  fini,'  avec 
des  tangentes  qui  font  des  angles  aigus  avec  cet  axe.  Mais  si  l’on 
prend  pour  x la  limite  Ap  des  racines  négatives,  comme  l’ex- 
' posant  11  du  icr  terme  de  fx,  et  celui  n — 2 de  f"x  sont  im- 
pairs, ce  premier  terme  est  négatif*  et  l’on  a une  ordonnée 
négative  pni,  cl  un  arc  convexe  vers  le  haut.  En  outre,  au 
point  m,  situé  sous  l’axe,  la  tangente  fait  un  angle  aigu 
avec  les  x,  parce  que  l’exposant  n — 1 c(u  i»r  terme  de  f* x 
. estpajr.  *.'♦•_  *•'  % 

Or , si  le  dernici' terme  de  fx  est  négatif,  — u , 'X~  o donne 
j'  — — u,  qu’il  faut  porter  en  AB  (fig.  8)  sons  l’orîgjn'c  A : 
la  courbe  va  donc  de  m en  />,  puis  en  Æ/.  D'où  Ft>n  voitqjt’ellb 
peut  ne  pas  couper  l’axe  x'x  dans  l’espace  Ax\  et  ij d’elle  le 
coupe  certainement  une /ois  entre  A et  P.  Les  intersections' 
que  produiraient  des  serpentemens  seraient  d’ailleurs  en  noi\r-  • 
bre  pair  de  .r'en  A , et  impair  de  A en  P.  DoAc  toute  équ. 
degré  impair  dont  le  dernier  terme  est  négatif' a loujpurs  nix„  - , 
nombre  impair  de  racines  positives  ( au  moins  une),  él  petit'  ■ 
nJen  avoir  aucune  négative  ; lorsqu’il  en  existe  fie  celte  der- 
nière espèce , elles  sont  eh  nombre  pair.  . ’*, 

Et  si  le  dernier  terme  de  6t  esp positif,  — |—  u , il  faut  prendre 
AB = u (fig.  9)  au-dessus  de  l’origine  A : la  courbe  va  de  m 
eu  B et  en  M,  coupe  l’axe  entre  A et p en  un  nombre  impair 
de  points,  peut  ne  pas  rencontrer  cet  axe  de  A en  P , et  si  elle 
le  rencontre,  ce  doit  ctre  en  un  nombre  pair  de  points.  Donc 
toute  équ.  de  degré  impair dont  le  dernier  terme  est  positif, 
a un  nombre  impair  de  racines  négatives  ( au  moins  une) , et 
peut  n’avoir  aucune  racine  positivé , ou  en  avoir  un  nom- 
bre pair.  r . ' 

Le  cas  où  la  courbe  serait  tangente  à l’axe  des  x ne  fait  pas 
exception  à ces  principes,  puisque  nous  avons  vu  qu’alors 

' t rf* . 
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l’ciju.  fie  — o a»iles  racines  égales,  et  qu’on  doit  compter  ces 
racine?  comme  répondant  à un  égal  nombre  de  points  com- 
muns entre  la  courbe  et  l’axe. 

Lorsqu’une  équ.  ordonnée  est-  farmëe^de  termes  positifs  sui- 
vis d autres  termes  tous  négatifs,  ii-n.j-  a qu'une  racine  posi- 
tive , les  autres  racines  sorif*  négdtives  ou  imaginaires.  Car 

V*t*  ' » " V ... 

Itx"  -{-  ...  -f-  qx‘  — rxÎT-1  ~r  1 ...  — a=o,  . 

devient 


■x 


U 

+ ;û> 


lorsqu’on  la  divise  par  x‘.  La  proposée  a une  racine  positivé,. • 
• puisque son  dernier  terme  est  négatif;  x=«  rend  donc  égaux 
les  deux  membres  de  cette  dernière  équ.  Qu’on  fasse  croître 
ou  décroître  x,  l’égalité  sera  impossible,  puisque  l’un  des 
membres  augmentera  , tandis  que  l’autre  diminuera. 

» v * 

534-  Puisque  toute  équ.  de  dégre^pair  dtoit  avoir  ses  raci- 
nes réelles  en  nombre  pair,  ou  n’en  avoir  aucune,  et  que  si«le. 
degré  est  impair,  les  racines  réelles  softt  en  nombre  impair, -il  • 
s’ensuit  que  les^  racines  imaginairesd’une  équ.  sont  toujours 
en  nombre  pair  : une  équ.  qui  n’a  pas.de  racine  réelle  est  né- 
cessairement de  degré  pair , avec  un  âerhikr  terme  positifs 

Quand  toutes  les  racines  de  l’équ.^x  = o sont  réelles,  la 
courbe  an — 1 tangentes  horizontales  et  n — 1 serpeplemens. 
Si  chacun  de  ces  arcs  atteint  l’axe  des  x , les  n racines  de  l’éq. 
fx-==.  o sont  aussi  réelles;  et  comme  alors  il  n’y  a que  des 
maxima  alternativement  positifs  ét  négatifs  ,/r  et  /"x  ont 
toujours  des  signes  différens  pour  toutes  les  racines  de  fi x=zo,  ' 
et  leur  produit  reste  négatif.  » . }j.  . 

Mais  les  racines  réelles  sont  remplacées  par  des  imaginaires 
accouplées,  quand  ces  intersections  doubles  manquent,  c.-à-d. 
quand  des  maxima  sont  remplacés  par  des  miuiina,  l’ondu- 
lation n’ayant  pas  un  développement  suffisant  pour^aUeindre 
l’axe.  * î « ’ 

Et  lorsqué  l’équ.  fi  x =.0  a des  couples  imaginaires  pour 
racines  (ear  elles  sont  toujours  en  nombre  pair)  la  courbe 

6.. 
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dont  i’oçu.  €al y x± fv  perd  autant  du  serpetttemens/et  fi rafcc* 
perd  autant  de  couplet  de  racines  réelles.  Ainsi,  en  general, 
l’équ.  { x—o  a autant  de  farines  imaginaires,  que  f'x  =o,  ou 
un  plus  granit  nombrg,  savoir  autant  que  ['x  = o en  a,  et  de 
plus  autant  que  cfttte  dernière  équ.  a de  racines- réelles  qui  ren- 
dent fx  et  f"x  de  meme  signe t 54  le  produit  fx  X l”x  positif } 
car  les  intersections  de  courbe  avec  l’axe  des  x manquent 
par  cqtlples , quand  la  courbe  * des  minima.  , »• 

•«Si  e q u . fx — o a toutes  '■sesrracincs  réelles,  les  équ  .fx=zo, 
t.  Wk  — o,  etc. , les  ont  ainsi  de  cette  espèce;  uiaisia  récipro- 
cité n’est  pas  vraie.  * .■ 

535.  Étant  donnée  une  cqu.  j&=:o,  il  est  facile  de  cdnnaî«r 
tre  les  différentes  formes  épié  peut  affecter  la  courbe  dont 
l’équation  est  y — fx.  Prenons  d’abord  celle  du  3*  degré  , 
y = Ax,-f-  px’  -f-  qx  rf-  >•;  lesSbWnches  qui  vont  à l’infini  sont 
disposées  comme  dâos  leafiÿ.  8 et  9.  L’équ.jfx  — cyçst  du  a* 
degré.  Si  ses  racines  soiiT réelles  , la  courbera  deïtx  tangentes 
horizontales,  deux  serpentemens.  Quand  l’axe  xx!  (fig.  11) 
coupe  ces  deux  ondulations  , l’équ.  jx  = o a ses  trois  raclnéif,*’ 
réelles  : mais.si  cet  axe,  tel  que  AA’  ou  DE»  ne  les  coupe  pas, 
l’équ.  n’a  qu’une  seule  racine  réelle,  qui  est  positive  ou  né- 
gative, selon  que  le  dernier  terme  ra  le  signe  — ou'-jj.  Eutre 
ces  deux-  états,  est  cejui  où  l’axe  x'x^erai  t^ta  ngen t à l’une  des 
deux  ontlulations,  cas  où  fx  — o eP/v.r=ro  auraient  une  ra- 
cines commune  ; alors  ( x — a)1  serait  ^facteur  'Ae^fx.  Et  si 
fr~(x-r-*y  les. deux.#erpen temens  sefqn<|ent  qn  un;  la  courbe 

...»  .n.n.n»  tests0  fin  m II  1111.11  Ift  .V  li  ..  A .1. . Uni  n>  t^in 


fx~{x-r-a.y  les  deuxiSerpen temens  se>fqndent  en  un;  la  çourbe 
est  comme  MkM  fig.  10,  tangciît^l’ax^Ju  pomt^d’m- 
flexiorv*.  • /f  ^ ‘ • . 

Lorsque  lTqo!  fx  £s  o a. scs  deux  ^mcjnesjpnaginaires,  il 
n’y  à aucune  ondufâtiqn  ; Ja*.çourbe  .a  nÜTormeifit  12,  cf  ,1a 
’prt^osée  n’a  pfus  qu’rtne  ./acipe  réeffe , de  signe  contraire  à • 
celui  du  dernier  terme  #v.  ^ 

Pour  l'équ.  du  4*  degré  ssix*  -f-  etc.,  laudérivéè  f'xz=o 
est  du  3'  degré.  Si  les  trois  racines  sont,  réelles  là  courbe  a 3 
ondulations  (fig.  i3);  l’âxe  îles  x peut  les  couper  toutes,  et 
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Véqu.  Jx—O  a alors  ses  4 racines  réelles  ; mais  s'il  n’en  coupe 
qu’une  seule  comme  AA' , ou  aucune  comme  B If , il  u’y  a 
que  deux  racines  réelles  ou  aucune.  La  courbe  a deux  poihts 
’ d’inflexion  donnés  pary"x  =r  o.  . À 

Mais  si  réqu.y'.ri=o  n’a  qu’une  racine  réelle,  VéqjaL.  f*£SÊa 
n’en  a pas  de  telles,  la  courbe  n’a  pas  d’inflexion  et  né  fait 
qu’une  seule  ondulation  (fig.  6)  qui  peut  couper  l’axe  en  deux 
points,  ou  ne  pas  le  rencontrer,  ainsi  il  y a deux  racines 
réelles  , ou  4 imaginaires.5 

Pour  l’équ.  du  5'  degré,  la  courbé  a la  fig,  nf,  si J'x  = o a 
ses  4 racines  réelles  t ou  la  fig.  u s’il  n’y 'a  que  dpux  ratines 
réelles,  ou  enfin  la  fig.  ta  si  les  4 racines  de J'x~o  sont  ima- 
ginaires. ’ ' * V ' 

Sans  nous  fonder  sur  le  théorème  du  n°  5oi , nous  avons  re- 
• . 
connu  que  toute  équ.  a une  racine  réelle , excepté  quand  le 

degré  est  pair  et  le  dernier  terme  positif  ; nous  nous  réservons 
de  prouver  plus  tard  que,  dans  ce  cas  même,  il  existe  un  sym- 
bole algébrique , une  'fonction  des  coejjicic'nf , qui  substituée 
pour  x doit  réduire  fx  à zéro;  nous  serons  assurés  alors.  C|  ut' 
toute  équ.  a une  racine  réelle  ou  imaginaire , et  d’apiès  te 
n°. Soi,  qu’elle  en  a précisément  n. 

536.  Soient  a,  b,...  — a’ , — b’ ,...  les  racines  réelles. (l’une 
équ.  fx  = 'f\x  — a)  (x  — b):  . .(x  -f-  a')  (x  + b’ ) . . . On  sup- 
pose ici  ipie  T=o  n’a  pas  de  racines  réèlles,  et  que  par  con- 
séquent le  polynôme  7’ est  de  degrc  pair,  avec  son  dernier 
leriijetpositif.  Le  dernier  terme  de  fx  étant  le  produis  de  celui 
de  T par  — <j,  — >/>, ...  a’ , -{r  /}’ . . . s6q  signe  ne  dépend 

qifç  du  nombre  pair'  ou  ipi  pair,  des  fatWr.Vnégatifs.  Donc  lé 
dernier  terme  d’une  éqU.  est  posmC&u  négAtif;  selon  que  le 
noÉibre  des  racines  positives  est  pair  ou  impair,  quel  que  soit 

. 1 ’ . . . I 1 m ■«  M fl  1 . m n ■ . i 1 . .«in/  , J .A  A . * 'A  A * • » i I .1  ■>»  « fl  « fl’#fl  ..  . . .A 


ait  dis- 


tingué les  ui'Jxiuia  des^  uÿj 1 e ta  courbe  jr  sdtfx ,«  par  la 
comparaiso'n  des  signes  de*fmfftf".r,  pour  les  valeurs  de  or  'ftù 
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Si  l'on  conserve-lc  terme  en  y*  dans  le  développement,  on  a 

. 5f  * 

■ . • ‘ r — TzJf. ; - • - - 

+ y ' **  •* 

après  avoir  trouvé  la  i"  corrections,  on  la  Substitue  pour  y 
dans  le  dénominateur,  et  op  obtient  une  valeur  plus  appro-, 
ebée.  C’est  aiüBi  que  dans  notre  ex.  s = — 0,0064  mis  dans 
'-yf'a.  donne  — o , o34  : le  dénominateur  devient  1 1 ,196;  d’où  ’ 
y = o,oo54483,  quantité  dont  la  dernière  décùftale  est  seule  » 
fautive.  . * *•  J * . , ~ 

Soit  encore  l’équ,  x3 — • X*  -f-  sr=  3,.  quia  une  racine  entre 
r,i  et  1 ,3,  qui  donnent  .pour  résultats  — o,3i2  et  -f-o,  107. 

’ . - 1 , * — - 0,107  .!  ■ 

Faisons  o=i*3,  nous  avons y= — -,-7  — — - 0,02  , et 

„ / ,4.  kir 

x — 1 , 28^ Contrite  =: (3st—  1 ]y.~ 2 , ç)j",  le  dénomina- 

teur augmente  de  — 0,068  devient^,  41»;  d’ouest — 0,0242» 
ainsi  x— t ,a .768.  On  prend  1 ,276,  et  on  continue  l’appro- 
ximation. . .'4  ■ ■ 3 r 

1,  "•  - , .-  * . } • 

639.  La  méthode  de  Newton  n’est  exacte  que  softs  certaines  < . 

conditions.  En  effet,  construisons,  comme  n#527,  la  courbe  * 
parabolique  (£ig.  “ 1 )"  dont  l’équ.  est  y — fa.  'Les  racines  de. 
l’équ.  fx  = o sont  les  abscisses  des  points  k , V . . . d’intersec—  _ 
tion  tlff  cette  courbe  avec  Ax.  Soit  x =»  A'P  =*«  une  valeur 
approchée  de  la  racine  Ak  — a (fi;;.  ï5  et  16)  : l’ordonnée 
et  la  tangente  do  l’angle  T que  fait  avec  Aiç  la 
tangente  en  Mest  f'-m  (n*  627).  En -résolvant  le 
on  trouve  TP  .t&ngT  — PMz=f*,  et  layaléhr  de  la Aputan-  * 
gentes  ss  TP  est  . * * « • '+■  «/'’-*  •* 

; * = £,  d’clÿ.  AT—^rJb-i  % 

■ \ 

Telle  est  la  nouvelle  valeur  approchée  de  Ak  a,  salon  .la 

méthode  de  Newton'  quTïf  Comme  on 'voit,  pour  objet  de  » 
substituer  à l’arc  M sa  tangente  71/7’, “Hans  la  recherche'  du 
point  de  section  h avec  j’axe.  On  fait  ensuite  servir  cette  3e  ap- , 
y roximation  AT  & ttofctvor  une  autre^  tangente  M'T' , puis  une 
nouvelle  valeur  AT  plus  approchée,  et  ainsi  de  suite.  Cctte^ 


S.  : 


Digitized  by  Google 


-v»'V  ,.  * 


.• . / 


RACINES  INCOMMtNSOR  ABI.ÊS.  89 

inéthoden’estd’ailleurs  bonne  qu’autantque  les  points  I , T“ ... 
ainsi  obtenus  se  rapprochent  sans  cesse  de  A. 

Or  si  l’on  eut  pris  pour  l’approximation  »,  la  partie  Ap  . 
(fig.  i5)  qui  répond  au  point  ni  voisin  du  maximum  O , il  est 
évident  que  la  tangente  mt  en  ce  point,  loin  de  conduire  à 
une  valeur  plus  approchée  de  A k , pourrait  même  donner  une 

soutangente  presque  infinie  j et  même  pour  le  point  de  contact  t 

ml , cette  soutangente  serait  dirigée  en  sens  contraire.  Ainsi  la 
forme  et  la  position  de  l’arc  mM relativement  à l’axe,  peuvent  « 
être  telles  que  la  règle  serait  fautive  : et  il  faut  la  soumettre  à 
des  conditions  spéciales,  si  l’on  veufêtre  assuré  de  son  succès. 

i°.  Il  faut  connaître  deux  nombres  » et/2,  entre  lesquels  il 
n’y  ait  qu'une  seule  racine  comprise  : car  si  la  courbe  coupait 
l’axe  en  plusieurs  points  intermédiaires  à » et  /?,  elle  y ferait 
des  serpentemens;  il  serait  douteux  que  le  point  de  contact 
fût  propre  à donner  une  valeur  plus  voisine  de  a que  ».  C’est 
ce  qu’on  peut  voir  sur  la  fig.  1 où  les  limites  Ap , Ap  ne  sau- 
raient permettre  d’approcher  de  Ab  et  Ak  . 

2°.  Aucune  vafeur  de  x entre  » et  fi  ne  doit  rendre  nulles  les 
dérivées  Ç x,  f"x:  car  il  se  trouverait,  dans  l’intervalle,  un  point 
maximum  ou  minimum , ou  bien  une  inflexion  (u”’  529  et  j.jo), 
circonstances  qui  pourraient  visiblement  rendre  la  méthode 
de  Newton  défectueuse. 

Nous  donnerons  (n°  55G)  des  procédés  pour  trouver  les  li- 
mites « et  fi , et  s’assurer  que  la  condition  précédente  est 

remplie.  R 

3°.  Lorsqu  on  aura  trouvé  nos  deux  limites  a et  fi , on  ne 
pourra  se  servir,  pour  pousser  V approximation que  de  celle 
qui  rend  fx  et  ("x  de  memes  signes.  Les  fig.  i5,t6,  17,  t8, 
représentent  les  positions  différentes  que  peut  avoir  l’arc, 
selon  qu’il  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  le  haut. 

^ Ak  est  la  racine  a:  AP , Ap , sont  les  limites*  et  fi  qui  1 inter- 
ceptent seule  ; la  soutangente  VT  est  la  correction  s indiquée 
par  la  méthode  pour  la  valeur  ÀP=.*.  Or  on  voit  t{ue,poui 
la  sûreté  du  procédé,  il  faut.que  le  pied  7 de  la  tangénle  stjit 
entreeelui  qe  PJüe  l'ordonnée  et  le  point  k de  section  avec 


jâ  i * 

tf- 


t 


TV 


78  . • ' ' "algèbre.  1 , . 

• . 

Donc  pour  le  maximum  positif  bu  négatif,  fx  et  Fx  sont  de 
signes,  contraires  ; les  signes  sont  les  mêmes , dans  le  cas  du 
minimum .v  » 

Appliquons  cette  théorie  à l’équ. 

6x-f  l =fr,  d’où  • 

fx—  4x' — i6.r*  4-  19^  — 6,  f“x=  12X1 — 32»-t-ig.  • 

En  posant/’x  =0,  on  a jr=  \ et  2 ; ces  racines  sont  por- 
tées sur  l’axe  Ax  (fig  4)  de  A en  P,  P'  et  P"  • les  ordonnées  • 
correspondantes  /Sont  celles,  des  inaxinia  ou  minimal  ce 
sont  PO= — P’ O'  =+H>p'°*=  + f Comme xœ o 

donne  AU  ^ |,  la  courbe  passe  en  BOO'O “ : Vétça.fx  = o 
donne  .r  = 0,8g. . . et  1 ,77. . . abscisses  A Q,  AQ  des  points  * 
d’inflexion  /,  J' . Et  comme  de  l’un  de  c«s  points  à l'autre, /"x 
est  négatif,  l’afc  y est  convexe  ; il  est  concave  dans  Le  reste  de. 
la  courbe.  11  y a donc  un  maximum  négatif  eu  O,  un  positif  * 
eu  O' , et  enfin  un  minimum  positif  en  O",  On  a deux  points 
de  section  avec  l’axe , en  C et  U ; AD  ==  1 et  AÇ  sont  des  ra- 
cines réelles  de  l’équ.  fxx=:  0;  les  deux  autres  sont  iinajfi-  . 
naires.  ‘ >'  • 

\ « • */  * .*m  m.  * » « 1 ( ^ ’ 

53 1.  Les  racines  de  l’équ.  fx  = « sont  Jes  abscisses  des 
points  de,  la  courbe  oà  la  tangente  e*t  horizontale,  et  l’on  a vu 
que  ces  points  ont  leur  ordonnée  maximum  ou  minimum, 
selon  les  signes  de*  fx  et  fx.  Mais  si  quelqu’une  de  ces  racines 
vend  en  outre f"x  nul,  alors  il  n’y  a plus  maximum  ni  mini-, 
uium,  mais  inflexion  horizontale,  comme  dans  la  fig.  fi.ofcn 
effet  la  partie  du  développement  (4)  qu’il  faut  ajouter  à l’or- 
donnée  PM  est  alors  h .fx  -f-,  . . * et  comme  le  1"  terme 
change  de  signe  avec  A,  l’arc  est  concave  d’un  côté  du  point. A 
de  contact,  et  convexe  de  l’autre.  Comme  celte  valeur  de 
donne  à la  foisfx  o,f‘x  — o , la  1"  de  ces  équ.  a deux  * 
racines  égales  (n°  52o).  Ce  cas  arrive  quand  deux  ondulations 
successives  se  fondent  en  une  seule  par  l’évanouissement  de 
l’arc  qui  joint  nn  maximum  au  suivant,  et  la  coïncidence  de 
l’un  avec  l’antre,  ainsi  que  celles  de  feurs  tangentes. 

De  même,  il  pourrait  arriver  que  f"'x  fût  aussi  nul  ; la  partie 
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additive  à PM  dans  l’expression /f)  sérail  fc.f'x  ■ 

< I u i conserve  le  signe  de/"1  des  deux  côtés  du  contact  ; il  y au- 
rait donc  maximum  ou  minimum,  selon  le  signe  — ou  -|- de 
f"x:  trois  ondulalionsde  la  courbe  se  réuniraient  en  une  seule. 

En  général,  pour  avoir  un  maximum  ou  un  minimum, 
quand  la  tangente  est  horizontale,  il  faut  que  la  i"  dérivée 
qui  n’est  pas  nulle  parla  racine  de/'#=o,  soit  d’ordre  pair; 
et  le  signe  de  cette  dérivée  sert  à distinguer  le  maximum  du  " 
minimum.  Et  pour  que  la  racine  de f"x  = o réponde  à une 
inflexion  , il  faut  que  la  i"  dérivée  de  f"x  qui  n’est  pas  rendue 
nulle  soit  d’ordre  impair. 

Il  suit  de  la  forme  de  la'  courbe  parabolique  qu’une  con- 
vexité doit  succéder  à une  concavité,  et  réciproquement;  un 
maximum  positif  suit  un  maximum  négatif,  si  l’arc  coupe 
l’axe  des  x,  ou  un  minimum  positif,  s’il  ne  le  rencontre  pas  : 
le  maximum  négatif  est  pareillement,  suivi  d’un  minimum 
négatif,  ou  d’un  maximum  positif.  Cependant  s’il  arrive  que 
la  courbe  a une  tangente  horizontale  au  point  même  d’in- 
flexion (fig.  5),  cas  où  foc  — o en  même  temps  que/"a:=i  o, 
il  i\’en  est  plus  ainsi,  et  ce  point  singulier  tient  lieu  à la  fois 
d’un  maximum  et  d’un  minimum  réunis  ensemble^  Si  l’oii  a . 
en  outre/"#  = o,  on  retombe  sur  le  cas  précédent,  seule- 
ment trois  points  de  cette  espèce  sont  fondus  en  un  seul  ; et 
ainsLde  suite.  . 

Lorsque  la  tangente  est  oblique  à d’axe  des  x,  f'x  n’est 
plus  nul , et  si  /".t  = o , on  a vu  que  la  courbe  a une  inflexion  : 
mais  cette  inflexion  disparait  si  la  même  racine  de  cette  équ. 
donne  f“x  = o ; deux  ondulations  se  sont  réunies  en  un  seul 
point  Et  si  /'’#  est  aussi  = o,  l’inflexion  reparaît,  etc.  En 
uu  mot,  toutes  les  circonstances  énoncées  dans  le  cas  où' la  . 
tangente  est  horizontale,  peuvent  se  réaliser  aussi  quand  elle 
est  oblique,  par  l’évanouissement  de  quelques  ondulations. 

53o.  11  suit  de  ces  raisonnemens  que  quand  deux  abscisses 
AP , AP' , (fig.  i)  donnent  pour  fx  deux  résultats  de  signés 
contraires  PM.  RM',  les  jioints  M et  M'  de  la  courbe  étant 
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des  deux  côtds  de  l^xe  x'.r,  et  l’arjc  devant  aller  de  l’un  «le 
ces  points  à l’autre  par  un  trait  continu,  la  courbe  doit  cou- 
per l’axe  en  uu  point  intermédiaire  k.* Ët  même  il  se  peut  <]uc  , 
dans  cet  intervalle  PP*,  la  courbe  ait  des  serpentemens,  et* 
qu’elle  foniie  3,5.  intersections  avec  l’axe,  comme  on  le 
■ voit  par  l’are  ponctué  des  fig.  8 et  9,  où  laVourbe  va  «le  m 
en  M , en,  traversant  d’axe  un  nombre  impair  de  fois.  • 
r î)eux  abscisse*  Al’ , .il1'  (fig.  1)  qui  donnent  pour  fx  des 
résultats  de  même  signe  PM.  P" M" , -indiquant  que’  «leux 
points  M , M“  de  la  courbe  sont  situés  “d’un  même  côté  de 
l’axe  x'x,  l’arc  qui  -joint  l'un  à l’autre  peut  ne  point  couper 
l’axe;  mais  si  l’arc  est  ondulé,  il  peut  aussi  ie  couper  en 
2,4-  ■ • points,  comme  on. le  voit  par  l’arc  ponctué  de  m en  M 


. ï- 


(fig.  6 et  7).  V ' 

On  ne  regardera -pâscoinme  une  exception  à ce  nombre, 
soit  pair,  soit  impair,  d’intersections  de  la  courbe  avec  l’axe 
x'x,  le  cas  où  elle  toucherait  cet  axe  (fig*.;  10);  car  alors  Jx 
et  fx  seraient  mils  eùsemble  pour*  l’abscisse  r = « du  point 
k de  contact,  cas  où  l’équ.  /r=s6a  la  racine  doublé  a,  et 
le  facteur  fx  — ■ à}’2  ; ce  sont  deux  points  de  section  de  l’arc 
% tkM’  qui  se  trouvant  réunis  en  un  seul  1 et  ce  point  de  con- 
tact k doit  compter  pour  deux  intersections.  Etsi  x = a don- 
nait en  outre  f"x  = o,  le  point  unique  de  section  et,de  cou-*-'' 
tact  serait  correspondant  à une  racine  triple  de  fx  = o,  à une 
inflexion  MkM" , et  compterait  pour  trois,’ à cause  du  fac- 
teur (x  — î a)’.  En  .général  yfx  aurait  le  facteur  (x  — a)",  et  la 
racine  x = a compterait  pour'm  points  de  section  , parce  que 
toutes  Tas  ‘«dérivées  j usqù’à  ’ f ^^^^iferafen  t nulles , et  que  la 
cpujj>e  aurait  rédb  irtàn  t m poi/its  et M.dhbbures  réunies 

ensemble.  ; \ + * ' K:. 

Donc  quand  deux  Videurs  substituées  à x dans  Ix,  donnent 
des  résultats  de  signes 1 contraires  , l’équ.  fx  = o a,  entre  ces 
valeurs , des  racines  eg.  rwmbre  im/mir>  et  toujours  au  moins 
une  racine  intermédiaire  : si  les  résultats  ont  même,  signé  , 
soit  -j- , soit  — , ou  les  valeur^  substitués  n' interceptent  entre 
elles  aucune  racine , ou  elles  en  comprennent  un  nombre  pair. 

\ *i 
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533.  D’agrès  cela , examinons  les  deux  caj.de ^dej^jpa i r et 
impair.  * 44,.. 

I.  Si  l’équ.  fx  x=  o >es  t de  degré  pair  n , en  prénant  pour  x 
la  limite  4P  (fig.  6et  7)  des  racines  positives;  ôu'le  t **  térind* . 
kxm  du  polynôme  fx  positif  et  plus  grand  que  la  somme  des 
termes  négatifs,  l’ordonnée  PM  <e»t  positive.  Par  la  même 
raison ‘fx,  è%  f"x  sofit  aussi  positifs  ; la  tangente  aux  points 
de  lacousbèdepul?  M jusqu’à  l’infini  fait  un  angle  aigu  T 
avec  l’axe  Ax , eteest-  cojpÇave  vers  le  haut,  s’écartant  de  plus 
en  plus'de  cqt  axè<  L’ahscisse  Ap  e'tant  limite  des  racines  né- 
gative^ fx  sont  encore  positifs,  parce  que  les  eXpo- 

sans  n et.Vr — 2 du» t**  ternie  de  cès  polynonjes  sont  pairs;  la 
courbe  est  çjotic  aussi  concave,  jusqu’à  l’infini  et  s'écarte  sans 
cesse  au-âçsçu»  de  l’axe1 Ax\  Mais  fx  est  négatif,  parce 
que  n — 1 est  impair  : la  tangente  aùk  points  de  la  courbe 
depuis  ntjusqu’^rh’iufi iii  fait  un  angle  obtus  / avec  Ax. 

De.  si  le  dcYnicr  terme  de  fx  estinégalif,  -j-  y , en  faisant 

i * ‘j  • ..  ..  il  r ^aV*.  i*  i Art 


joints  m,  JheteMfy  et  doit  couper  1 axe  au  nioiq&  une  lois. en  k 

^ J ^gauche,  et  une  foison  k à droite  : pliais  elle  peut  aussi  fcfc- 

■ *-  'j^er^fet  axe  en^,5. . . points  de  chaque  côté elle  faif 

se^eftiemensyssez  «jtendus  pour  l'atteindre,, ainsi  qu’on  le 

Voit  par  la  I^e.podjç^ée.  D«nc^awrc  équ.  de  degré  pair  dont 

le  de  rrtiet  term%'e»£^q^a  un^nombfe  ipiqzir  de  racines 

• positives  et  aû'ssi  de  négatives , mais  tou  tours* Mi  moins  une  de 
, , a ‘ , ÎQf  ‘ ' V* 

chaque  espece.  ; * j .... 

- Et  si  le  dernier  lermeUd&fx  es( positif,  -+?u , en  faisant  x = o, 
y devient  u,  qu’il  »fatj  porter  en  AD\ fig.  7)  au-dessus  de  , 
l’origine  A.  La  courbe  passeur  les  trois  points  m,-'B  et  3/,  v4,  ’f 
situés  en-dessus  de  l’àxc  sé'x,  et  l’oiiicst  incertain  si  elle  fait*  m ' 
dès  serpentetnens  capables  d’y  at&àQtift  : niais  s’il  y a des 
iiVtérsections , elles  Sont”  en  nombre  pair  tant  à droite  qu’à' 
gauche , ainsi  qU’on  le ‘voit  par  ladigne  ponctuée.  Doqc  toute 
éqa.  de  Jègriph/r dpnt  le  derrqêé  terme  est  positif,  otf  nnf  ^ 

T II  ' 6 ? 
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le,  fi  u le  nombre  en  est  f lair  pour  les  posi- 
tives , pair  pour  les  négatives.  • , *#  * _ 

II.  Si  fx  est  fié  degré  impair  n , tout  te  qu’on  Vieut  «Je  dire 
/pour  la  forme  de  la  courbe  du  côté  des  x positives  est  .encore 
vrai  ; à partir  de  M (fig.  8 et  9)  , elle  est  encorne  concave  vers  le 
haut,  s'écartant  sans  cesse  de  l’axe  Ax  et  aHant  à l'infini,  avec 
des  tangentes  qui  font  des  angles  aigus  avec  cct  axe.  Mais  si  l’on 
prend  pour  x la  limite  Ap  des  racines  négatives,  comme  Vex- 
' posant  n du  1"  terme  de  fx,  et  celui  n — 2 de  f"x  sont  im- 
pairs, ce  premier  terme  est  négatif,  et  L’on  a une  ordonnée 
négative  pm,  et  un  arc  convexe  vers  le  haut.  Eu  outré,  au 
point  m,  situé  sous  l’axe,  la  tangente  fait  ùn  angle  aigu 
avec  les  x,  parcé  que  l’exposant  n — 1 tfu  ifr  terme  de  f’x 

. ./  ••  ' ;ji 

_ Or,  si  le  dernier' terme  de  fx  est  négatif,  — u , 'X  — o donne 
jr  — — u , qu’il  faut  porter  en  Ali  (fig.  8)  sons  l’Srimifcyr  : 
la  courbe  va  donc  de  m en  Z>,  puis  en  d/.  D'ou.  P<on  voit  qu’elfb 
"peut- ne  pas  cotiper  l’axe  x x dans  l’espace  Ax  , et  d'elle  le 
Coupp  certainement  une/ois  entre  A et  P.  Lep  intersections' 
que  produiraient  des  serpentemens  seraient  d’ailleurs  en  11019-  * 
bre  pair  de  .r'en  A , et  impair  de  A en  P.  Do  rtc  'toute  équ. 
degré  impair  dont  le  dernier  terme  est  négatif' a toujpurs  . , 
nombre  impaiY  de  racines  positives  ( au  moins  une),  ét  petit-' 
n’en  avoir  aucune  négative  ; lorsqu’il  ep  existe  (Je  vetîç  der- 
nière espace , elles  sont  ch  nombre  paît-  . . ’Y 

EtsiZe  de  rfy  terme  de  & esf  .positif,  -f-^u , il  faut'prendte 
g.  9)  au-dessus  de  l’origine  A fX’n  coj 


AB  = u (fig.  9)  au-d  essus  de 


courbe  va  de  m 


en  B et  en  M,  coupe  l’axe  entre  À et  p en  un  nombre  impair 
de  points,  peut  ne. pas  rencontrer  cét  axe  de  A en  P,  et  si  elle 
le  rencontre,  ce  doit  être  en  un  nonab(te<pair  de  points.  Donc 
toute  équ.  de  degré  impair, ^ dont  le  dernier  terme  est  positif, 
un  nombre  impair  de  racines  négatioasf  au  moins  une)  , et 
peut  n’avoir  aucune  résine,  positivement  avoir  un  nom- 


bre pair. 

Le  cas  ou  la  courbe  sert 
-,  exception  â ces  principes 


aftumg 

s,,  pins 
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tangente  à l’axe  des  x ne  fait  pas 
que  nous  avons  vu-gu’alors 
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l’c.qu.  fx  — o a.  des  racines  égalés,  et  qu’on  doit  compter  cès 
racines  comme  répondant  à un  égal  hombre  de  points  com- 
muns entre  la  courbe  et  l’axe.  * 

Lorsqu’une  équ.  ordonnée  est  formée  de  termes  positifs  sui- 
vis d autres  termes  tous  négatifs,  iUréj  a qu'une  racine  posi- 
tive , les  autres  racines  sorffS négatives  ou  imaginaires.  Car 
l’équ.  . V, 

kxn  -f  ...  -f-  qxl  — rx'~!  — i.r,_a . . . — 0 = 0,.. 

*r*  ' f • . 

, • *4’  4' 

lorsqu’on  la  divise  par  xl.  La  proposée  a une  racine  positivé, 
/«puisque  son  dernier  terme  est  négatif  ; x s « rend  donc  égaux 
les  deux  membres  de  cette  dernière  équ.  Qu’on  fasse  croître 
ou  décroître  x,  l’égalité  sera  impossible,  puisque  l’un  des 
membres  augmentera,  tandis  que  l’autre  diminuera. 

. a * 4 *•  * 

534-  Puisque  toute  équ.  de  dégrevait  doit  avoir  ses  raci- 
nes réelles  en  nombre  pair,  ou  n’en  avoir  aucune,  et  que  si  le 
degré  est  impair,  les  racines  réelles  sont  en  nombre  impair, «il  • 
s’ensuit  que  les  racines  imaginaires  d’une  équ.  sont  toujours 
en  nombre  pair  : une  équ.  qui  na  pas  4e  racine  réelle  est  né- 
cessairement de  degré  pair,  avec  un  derftihr  terme  positif.  t 
Quand  toutes  les  racines  de"  l’équ.  y*»  = o- sont  réelles,  la 
courbe  an — i tangentés  horizontales  et  n — i serpepteuiens. 

Si  chacun  de  ces  arcs  atteint  l’axe  des  x , les  n racines  de  l’éq. 
fxxz  osent  aussi  réelles;  et  comme  alors  il  n’y  a que  des 
inaxima  alternativement  positifs  êt  négatifs,  fx  et  f"x  ont 
toujours  des  signas  différons  pour  toutes  les  racines  de  fx=o, 
et  leur  produit  reste  négatif,  t 

Mais  les  racines  réelles  sont  remplacées  par  des  imaginaires 
accouplée^,  quand  ces  intersections  doubles  manquent,  c.-à-d. 
quand  des  maxima  sont  remplacés  par  des  miuima , l’ondu- 
lation n’ayant  pas  un  développement  suffisant  pour  .atteindre 
l’axe.  . * i * ’ ' * " * 

Et  lorsque  l’équ.  fx  =.o  a,  djes  couples  imaginaires  pour 
racines  (ear  elles  sont  toujours  en  nombre  pair)  la  courbe 

»"  6.. 
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Joui  léqu.  €slj=Zfx  péril  autant  de  sei  penlemens,'et //=<:> 
perd  autant  de  couplet  de  racines  réelles.  Ainsi,  en  général, 
l’équ.  fx  = o a autant  de  racines  imaginaires,  que  fx=o,  ou 
un  plus  grand  nombre,  savoir  autant  que  f'x  = o en  a,  et  de 
plus  autant  que chtte  dernière  équ.  a de  racines  réelles  qui  ren- 
dent f.\  et  f"x  de  même  signe,  ou  le  prodiiit  fx  X f"x  positif  ; 
car  les  intersections  de  Ja  courbe  avec  l’axe  des  x manquent 
par  couples,  quand  la  courbe  a des  iniuiiua.  . 

Si  réqu./r=o  a toutes'-sesr-racincs  réelles,  les  equ.y'x=o, 

^ w o,  etc. , les  ont  ainsi  de  cette  espèce  ; mais  ’la  récipro- 
. que  n’est  pas  vraie. 

535.  Étant  donnée  une  équ.  Jx-x=.o,  il  est  facile  de  connaî- 
tre les  différentes  formes  que  peut  affecter  la  courbe  dont 
l’équation  est  y =fx.  Prenons  d’abord  celle  du  ’3*  degré  , 
y =zkx3-j-  px‘  -f-  qx  rf-  >•;  les- branches  qui  vont  à l’infini  sont 
disposées  comme  d^us  lé»  fi{j.  8 et  9.  L’équ. x'—  eyest  du  2* 
degré.  Si  ses  racines  sont  réelles,  la, courbe, a deux  tangentes 
horizontales,  deux  sei^enteincns.  Quand  l’axe  xx'  ,(0g.  11) 
coupe  ces  deux  ondulations  , l’équ.  Jx  = o a ses  trois  racincV.’' 
réelles  : mais-si  cet  axe,  tel  que  AA'  ou  DW  ne  les  coupe  pas, 
l’équ.  n’a  q’u’une  seule  racine  réelle,  qui  est  positive  ou  ué- 
gbrive,  selon  que  le  dernier  terme  r a le  signe  — ou’-^j.  Entre 
ces  deux  états,  est  cejui  où  l’axe  ar'xaerait.tangent  à l’une  des 
deux  ondulations,  cas  oùyr  = o etf'xxSio  auraient  une  ra- 
cine a.  commune  ; alors  (x  — a)“  serait' fecteui  de  Jx-  El  si 
fx=\x-t-(x) ’ les  deux,  ferpenteinens  seŸqn^^nt  m un;  -la  çourbe 
est  comme  MkM “ fig.  10,  tangente'  irf'ax6**u  point  d’in- 
Beziotyl.  -J'-  - F lAt 

Lorsque  l’fcqfr  fx  djux  ‘Jj^neS-JuViaginaires,  il 

n’y  a aucune  ondufatiqjij-^q^purbe  .a  STorme.lig^ia,  et  ,1a 
prd^iosée  n’a  plus  qu’rfne  jraclpe  réeffe , de  signe  contraire  à 
celui  du  dernier  terme  r;.,  1 . -i  . •-  . 

V 4 

Pour  l'ëqu.  du  4*  degré  y -=.k3*  -f-  etc.,  lajlérivée  fxz=o 
est  du  3e  degré.  Si  les  trois  racines  sont  réelles  la  courbe  a 3 
ondulations  (fig.  i3)j  l’âxe  des  x peut  les  couper  toutes,  et 
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l’équ.  fx=  o a alors  ses  4 racines  réelles;  mais  s’il  n’en  coupe 
qu’une  seule  comme  AA' , ou  aucune  comin e.  BIf , il  n’y  a 
que  deux  racines  réelles  ou  aucune.  La  courbe  a deux  ‘points 
d’inflexion  donnés  par/'”*  = o. 

Mais  si  l’équ. /'ar^o  11’a  qu’une  racine  réelle,  l’éq  \i.fX±*o 
n’en  a pas  de  telles,  la  courbe  n’a  pas  d’inflcrfon  et  ne  fait 
qu’une  seule  ondulation  (fig.  6)  qui  peut  couper  l’axe  en  déii\ 
points,  ou  ne  pas  le  rencontrer,  ainsi  il  y a deux  racines 
réelles  , ou  4 imaginaires. 

Pour  l’équ.  du  5*  degré,  la  courbé  à la  fig.  14,  si fx  — o a 
ses  4 raciues  réelles  ou  la  fig.  1 1 s’il  nry  a que  dpux  ratines 
réelles,  ou  enfin  la  fig.  il  si  les  4 racines  de J 'x^zo  sont  ima- 
ginaires. •*'  * v V 

Sans  nous  fonder  sur  le  théorème  du  n°  5oi,  nous  avons  . re- 
connu que  toute  équ.  a une  racine  réelle , excepté  quand  le 
degré  est  pair  et  le  dernier  terme  positif  ; nous  nous  réservons 
de  prouver  plus  tard  que,  dans  ce  cas  même,  il  existe  un  sym- 
bole algébrique , une  'fonction  des  cocjjicic'nf , qui  substituée 
pour  x doit  réduire  fx  à zéro;  nous  serons  assurés  alors. qui' 
toute  équ.  a une  racine  réelle  du  imaginaire  r et  d’après  Te 
n°.5ot,  qu’elle  en  a précisément  n. 

536.  Soient  a,  b,'..  — a , — A’,...  les  racines  réelles.d’uhe 
équ.  fx  = T[x  — a)  (x  — b).  . ,(x  + a' ) (x  -f-  b' ) . . . On  sup- 
pose ici  que  V’=o  n’a  pas  de  racines  réèlles,  «t  que  par  con- 
séquent le  polynôme  T est  de  degré  pair,  avec  son  dernier 
terme-positif.  Le  dernier  terme  de  fx  étant  le  prodtii^dc  celui 
de  4T*pàf!,~a  o , — A, -f-  a' , -{r  bf  • . . sdq  signe  ne  dépend 
qtfç  du  nombre  pair  ou  inipair  des  facteurs  négatifs.  Donc  le 
dernier  terme  d’une  éqU.  est  posiltfou  négatif,  selon  que  le 
noirbre  des  racines  positives  est  pair  ou  impair,  quel  que  soit 
d’ailleurs  le  nombiV  des  riégïUives  êl  dès  imaginaires.' 

V ’-'i  ’JÈ  . - 

53^  - Supposons qu’nyaiit  WSsplu  Féqu.*/"'#  — o,  on  ait  dis- 
tingué les  uflxitna  dc\  uwjTnta  ete  ta  courlie j‘ =4/lr  ,•  par  la 
comparaiso’n  des  signes  dé*Üfetf  ".r,  pour  les  valeurs  de  x tpii 

v » • •••**•  ‘ • • 
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Pendant  une  immense  étendue  de  la  marche , ce  mobile  ne 
rencontrera  pas  l’axe,  parce  que  ce  rt’est  que  dans  le  voisinage 
de  l’origine  que  commonceront  les  ondulations.  Après  chaque 
maximum , il  tendra  vers  l’axe , et  ensuite  le  coupera , à moins 
que  l’axe  se  recourbant  ne  donne  naissance -à  un  minimum. 
Ainsi  chaque  minimum  détruira  une  intersection  indiquée  parle 
niaximum  voisin.  Il  enfaut  conclure  que  M — m+  i',est  le  nombre 
des  intersections,  c.-à-d.  des  racines  re’elles  de  Yéqu.fx=o  : . 
nous  ajoutons  le  terme  -f-  i,  parce  que  dans  le  mouvement 
du  mobile,  nous  n’avons  Pa9  compté U’i  ntersection  qui  pré- 
cède le  i’r  maximum  ou  succède  au  déitner.  S’il  y a autaut  .de 
maxima  que  de  minima,  m et  il  n’y  a qu’une  seule  ra- 
cine réelle  (l’équ.  est  alors  de.  degré  impair)  : quand  il  n’y  a 
pas  de  minimum,  uit  seul  maximum  est  possible,  et  l’équ.  a 
deax  racines  réelles  ; elle  est  de  degré  pair  et  le  maximum  est 
négatif:  enfin  quand  il  n’y  a pas  de  maximum,  on  ne  trouve 
. Cpa’im  $eul  minimum  et  aucune  racine  n’est  réelle;  l’équ. 
es*  de  degré  pair  et  le  minimum  est  positif.  * . \ 

• * 

Racines  incommensurables. 


538.  Méthode  de  Newton.  Après  avoir  dégagé  une  équ. 
~ proposée  de  ses  racines  soit  égales,  soit  copimensurables,  il 
s’agit  de  trouver  les  racines  irrationnelles»  Supposons  qu’on 
soit  parvenu  à confiaître  uue  valeur  approchée  y de  l’une  de 
ces  racines,  qui  soit  seule  comprise  entre  a et  6;  en  faisant 
x = y daus Jxy  ou  jugera  par  le  signe  du  résultat  ( p.  80)  si 
la  racine  est  comprise  -entre  « et  y,  ou  entre  y et  Ô : posons 
qu’elle  soit  entre  a et  y.  Faisons  #■==-£,  nombre  entre  ceux- 
ci,  et  nous  saurons  si  la  racine  est  entre  d et  fi,  ou  entre 
£ et  y.  On  resserre  ainsi  de  plus  en  plus  les  limites,  et  on 
approche  indéfiniment  de  la  vactiie.  ' V.. 
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Mais  ce  procédé  serait  impraticable  pour  de  grandes  ap- 
proximations; on  ne  l’emploie  ({ue  pour  obtenir  un  nombi  e 
a qui  soÿ  apymché  à moins  du  dixième  de  la  valeur  de  x. 
Désignant  l’erreiïr  par  yx  on  a x = uf-J  ; substituant  dans 
fx  = o,  on  a (n°  5o^)  t , 

4-  • + *rm  = <*•  * 

Mais  ou  suppose  que  y est  une  petite  quantité,  et  u n entre 
au  dénominateur  d’aucun,  des  coefficiens>  qui  sont  les  va- 
leurs defx  et  de  ses  dérivés,  quand  on  fait  x—a.  : la  règle 
de  Newton  consiste  à regarder  .y1, y3  ri.  * comme 'assez  pe- 
tits pour  pouvoir  être  négligés,  ceqtii  réduit  du  transformée 
à J f * — P»  i’ôü  %•  "l  \ A 

^ /*—  *»"  4-  p»’*-1  + . . . la  4-  u 

^ fa.  nka.*~‘-i-jj(n — ,i)*n—1 . . . -H 

». 

Appelons  s cette  fraction,  ou  seulement  sa  valeur  approchée  ; 
y=zs  donne  x=a.-fs  pour  2e  approximation.  Faisant  «-f-s  =«„ 
et  désignant  par  y,  la  nouvelle  correction,  cjleser^  donnée 
par  la  même  expression  où  a sera  remplacé  pat  »,  ; donc 
x ==  » + a +ft,  et' ainsi  de  suite.'  «v  V * 

* Soit  par  ex.  x3  — ax  — 5 = o;  en  faisant  x = 2 et, 3,  les 
résultats  — ‘t  et  ■+■  16,  accusent  l’existence  d’une  racine 
entre  a et  3,  qui  même  est  plus  voisine  de  2.  Mais  x=2,i 
donne  0,061  ; ainsi  2,1  est  plus  grand  que  x,  et  plus  voi- 
sin de, la  racine  que  2.  Faisons  <«— a,r,  la  correction  est 

W e • »*v 

.à3  — 3»  5 0,061 


3«“ — 2 11,23 

" . »i  V ' a-  • . 1 


■ 0,0064. 


Bornons-nous  aux  dix-millièmes,  pour  une  1”  approximation, 
x=2 ,0946.  Prenons  ce  nombre  pq(Ur  valeur  dë  a,  et  il'viendra 

o,ooo54f55b53(fo  yon 

s — • — j-jë  — — o,  0000485 1 

i l , 1020,174b  **  jâr  % » 

Notre  4°  dc'cihiale  était  donc  défectueufc,  [fît  ùq  trouve.. . . 
x = a, 09455149.  On  poussera  «e  calcul  plq*.  loin  pour  cor- 
riger les  dernières  dé<^rt$|jçs  et  applbchçr  davantage. 


-»V 
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Si  l’on  conserve-le  terme  en^’  dans  le  développement,  on  a 


après  avoir  trouvé  la  i"  corrections,  on  la  substitue  pour  y 
dans  le  dénominateur,  et  o p obtient  une  valeur  plus  appro-. 
cbée.  C’est  ainsi  que  dans  notre  ex.  s = — o,oo54  mis  dans 
~yf<*  donne  — tf,o34  : le  de'noininateur  devient  ri , 196  ; d’où 
j-  = o, oo54483,  quantité  dont  la  dernière  décimale  est  seule 
fautive.  " 

Soit  encore  l’équ.x3 — x*  -J-  2x=  3,  quia  une  racine  entre 
r,î  et  i,3,  qui  donneut  pour  résultats — o,3«2  et  -f-o,  107. 

' " ’ o,  ion 

Faisons  »=i,3,  nous  avons  y — ■ - 1 =5  — 0,02  , et 

a ' - .4. M.-r  . Sf&JiÎF*. 

1=1 ,28.  Comme  \yj"^  — (3st — ;=2 ,9^,  le  dénomina- 

teur augmenté  de  — o , o58  devient^  ,4i»;  d’oùjr—  — 0,0242, 
ainsi  x=i  ,2jf58.  On  prend  « :f=i  ,276,  et  on  continue  l’appro- 
ximation. . i'% .*»  • 4,. '*•.* 

539.  La  méthode  de  Newton  n’est  exacte  que  soüs  certaines 
conditions.. En  effet , construisons , comme  h*  52^  la  edurbé 
parabolique  (üg."iJ“doutl’équ.  est  y ixAfx.  "LeS  racines^e, 
l’équ.  fx  — o sont  les  abscisses  des  points  k,  V . . . d’intersec- 
tion 'de  cette  courbe  avec  Ax,  Soit  x =a  AV  = x-Vàtevàleur 
approchée  de  la  racine  Ak  — a (fig.  i5  et  16)  : l’ordonnée 
PM— ft »,  et  la  tangente  de  l’angle  T* que  fait  avec  Aiç  la 
tangente  en  M est  fm  fn°  5 27).  En  résolvant  le  triangle  PPM, 
on  trouve  TP . tang T ^PM^=fa,  et  la  yal&r  éÉé^.^mhv»* 


Telle  est  la  nouvelle  à?  srfo n . la 

méthode  de  Newton,  quia'  cîfmme  on  voit,  pour  objet  de 
substituer  à l’arc  Mk  sa  tangente  3//',  dans  la  recherche  du 
point  de  section  k avec  l’axe.  Qu'fait  ensuite  servir  cette  2e  ap- 
proximation wAT£  trouver  une  autre^ tangente  M'T' , puis  une 
nouvelle  valeur  A T plus  approchée,  et  ainsi  de  suite.  Cette' 
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méthode  n’est  d’ailleurs  bonne  qu’autantque  les  points  T,T“ ... 
ainsi  obtenus  se  rapprochent  sans  cesse  de  k. 

Or  si  l’on  eût  pris  pour  l’approximation  »,  la  partie  Ap 
(fig.  i5)  qui  répoud  au  point  rn  voisin  du  maximum  O,  il  est 
e'vident  que  la  tangente  mi  en  ce  point,  loin  de  conduire  à 
une  valeur  plus  approchée  de  Ak , pourrait  même,  donner  une 
sou  tangente  presque  infinie  ; et  même  pour  le  point  de  contact 
m' , cette  soutangente  serait  dirigée  en  sens  contraire.  Ainsi  la 
forme  et  la  position  de  l'arc  mM relativement  à l’axe,  peuvent 
être  telles  que  la  règle  serait  fautive  : et  il  faut  la  soumettre  à 
des  conditions  spéciales,  si  l’on  veu t'être  assuré  de  son’ succès. 

i®.  Il  faut  connaître  deux  nombres  * et  & , entre  lesquels  il 
rijr  ait  qu'une  seule  racine  comprise  : car  si  la  courbe  coupait 
l’axe  en  plusieurs  points  intermédiaires  à » et  II,  elle  y ferait 
des  serpentemens;  il  serait  douteux  que  le  point  de  contact 
fut  propre  à donner  une  valeur  plus  voisine  de  a que  ».  C’est 
ce  qu’on  peut  voir  sur  la  fig.  1 où  les  limites  Ap , Ap  ne  sau- 
raient permettre  d’approcher  de  Ak  et  Ak  . 

20.  Aucune  Dateur  de  x entre  » et  fi  ne  doit  rendre  nulles  les 
dérivées f x,  f"x:  car  il  se  trouverait,  dans  l’intervalle,  un  point 
maximum  ou  minimum , ou  bien  une  inflexion  (u°*  5îg  et  53o), 
circonstances  qui  pourraient  visiblement  rendre  la  méthode 
de  Newton  défectueuse. 

Nous  donnerons  (n°  556)  des  procédés  pour  trouver  les  lir 
mites  a et  fi , et  s’assurer  que  la  condition  précédente  est 
remplie. 

3°.  Lorsqu’on  aura  trouve  nos  deux  limites  a et  fi , on  ne 
pourra  se  servir,  pour  pousser  V approximation que  de  celle 
qui  rend  fx  et  ("x  de  memes  signes.  Les  fig.  j5,  16,  17,  18, 
représentent  les  positions  différentes  que  peut  avoir  l’arc;, 
selon  qu’il  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  le  haut. 
Ak  est  la  racine  a:  AP,  Ap,  sont  les  limites»  et  fi  qui  l’inter- 
ceptent seule  ; la  soutangente  PT  est  la  correction  s indiquée 
par  la  méthode  pour  la  valeur  'ÂP  = «.  Or  on  voit  ^ue , pour 
la  Sûreté  du  procédé,  il  fa  risque  le  pied  T de  la  tangente  sçit 
cntrecelui  de  Pjde  l’ordonttée  et  le  point  k de  section  avec 
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l’axe  : ainsi,  du  point  P,  ou. doit  voir  la  convexité  de  l’arc  r 
ce  qui  exige  , comme  on  sait  (n9  528)  que  le  signe  de  l’ordon- 
née fx  soit  le  même  que  celui  de  fx , pour  l’abscisse.  . . . f 
AP=x  = a.  Telle  est  donc  la  limite  qu’il  faudra  préférer 
pour  l’approximation  ultérieure. 

Lorsque  la  considération  des  signes  aura  conduit  à préférer 
celle  des  deux  limites  « > a,  il  suit  de  nos  fig.  iô  et  i8quc 
toutes  les  approximations  successives  seront  toujours  plus 
> a,  en  descendant  sans  cesse,  vers  cette  racine  a.  Et  si,  au 
contraire,  on  a pris  « a (fig.  i6et  17),  on  montera  vers  fl, 
par  une  suite  d’approximations  toutes  < a. 

54o.  Voici  donc  la  marche  à suivre  : i°.  on  cherchera  deux  . 
limites  a et  fl  entre  lesquelles  il  n’y  ait  qu’une  seule  racine; 

2°.  l’on  resserrera  ces  limites  jusqu’à  ce  qu’on  soitcerlain  qu’en- 
tre elles,  il  ne  se  trouve  aucune  racine  des  équ.  fx  — o , 
f"x  — o;  3°.  enfin  on  prendra  pour  première  approximation 
celle  » de  des  deux  limites  qui , substituée  dans  fx  et  f"x 
donnera  des  résultats  de  mêmes  signes.  LecaUul  fera  connaître 
la  valeur  s qui  est  la  correction  à ajouter,  avec  son  signe,  à a , * 
pour  obtenir  la  2e  approximation  « -f -s;  celle-ci  prise  pour 
nouvelle  valeur  de  « servira  à en  trouver  une  3*,  etc.  * 

Il  est  évident  qu’on  peut  se  dispenser  de  •prendre  exactement 
la  valeur  de  s , telle  que  la  donne  le  calcul,  et  qu’011  peut  lui  - 
en  substituer  une  autre  moins  composée , pourvu  quelle  ré- 
ponde à un  point  T compris  entre  P et  k.  Ainsi  en  réduisant  .y  ,« 
en  fractions  décimales,  on  n’y  conservera  que  les  chiffres  pro  - ». 
près  à la  racine,  pour  ne  pas  compliquer  inutilement  les  cal—  • 
culs  suivans.  11  est  donc  indispensable  de  connaître  le  degré' 
d’ approximation  de  chaque  correction.  . \ 

Or  si , par  le  point  m,  qui  répoud  à la  2*  limite  Ap  = j8, 
on  mène  une  parallèle  niq  à la  tangente  MT , cette  limite  se  •' 
trouvera  dans  la  partie  concave  de  la  courbe,  et  le  point  k sera  * 
visiblement, entre  les  pieds  7’  et  q.  Ld  triangle  mpq  donne 
” • ' • i>m 

PI-  — — 


tang  q 


fS 

--  (on  met 

J « 


parce  que /Æ  est  uégatif  ) : 
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fe 


d’où  Aq=:  fi  — Voilà  donc  dpüx  limites  connues, 
lesquelles  tombe  la  racine  cherchée  a , savoir  : 
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entré 


. f* 

* — “ ~ — / , fi 
* J » 


• n 

, ... 


On  ne  conservera  pour  valeur  de  » que  les  chiffres  décimaux 
communs  à ces  deux  expüssions  ; ce  sera  la  2*  approximation. 
Bien  entendu  que  dans  ces  calculs , on  aura  soin  d’affecter  les 
quantités  du  signe  que  l’opération  même  détermine.  L’approxi- 
mation, assez  lenté  d’abord,  converge  ensuite  rapidement 
vers  a , (lès  qu’on  est  parvenu  à obtenir  3 à 4, chiffres  décimaux 
de  la  racine.  Fourier  a démontré  la  loi  de  ces  approximations, 
dans  son  Analyse  des  équations  déterminées. 

Reprenons  l’équ.  x1  — ax  — 5 = o.  Nous  avons  trouvé  que 
la  racine  est  eùtre  2 et  2, 1;  comme  f'x  = 3x’ — i,fx  — 6r, 
on  voit  que  fx  et  f'x  sont  positifs  pour  x = a =2,1,  et  qu’on 
devra  toujours  préférer  les  valeurs  > x.  D’ailleurs  les  racines 
de  l’équ.  3x‘  — i = o ne  Sont  'pas  comprises  entre  a — 2,1 
et-’Æ  ==  a.  Enfin  on  a obtenu  « ■ 

, ."V  ' *i*’ï  • rj-*  •'  • V . -%  AjV  V»  *’  *’  * 

/V=  -f.  rj,23..^  " v c^--o,oo543  s 

ainftd  t£$^og4«>7 • Ptenons  0 = a,o$.<[  a ( ainsi’ qu’r^  u — 
connaît,  à céùse  dê  f fi  P=^  — o , o3p6j  i]';,  divisons^»  pj 
vient  — o,oo45 1 ; ainsi  la  %'  limité  de  a est  fi'  a 
quatre  1"*  décimales  sont  donc  exactes  , xx=2,oqqy. 

Prenons  ce  résultat  pour  valeurde  »,  d ’où/<t= -|-o,  00054.1 55’ 
(le  signe  4-  annonce  que  cettelimitè,  ost  <f  ) et.  .* 
f»  — 11,16204748;  lequotientesCla  cbrr<jftîon*o^oooo485i  7 ; 

• d’où  a =2,094551483  . Pourdijsthiguei  li^chiffifes  défectueux,  . 

■ faisions  fi  , og^  à’à£;'f»  flfïjjjT  le* figue  * 

— atteste  qdë  cette 2* limité  està£«t,  ainsi  que  cela^ÿAycjé 
saire.  Divisant  par  fa,  le  quotient  est  — o,‘oooo5r^é;  d’où 
(2 s=r  2, og455i 48.'i  Nous  avons  donc^-8 

-,  : ^ -fc 

Le  calcul  devient  long,  quandj* .è'ét  un  ncftftbiç  i^Snposé 


r 


/;• 

i 
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mais  oq.peutfiîbrégcr.  L 'approximation*  a déjà  fai t: connaître 

» ÎJ»»*  >•'  ” »..•  .j/ 

/*>/'»;  d’où  i’jÿj  a tiré  la  correction  j = — j^-.  Pour  pousser 

le  calcul  plus  loin,  il  faut  substituer  à sc,  «,  = «-}-?,  dans 
fx  1 fx->  f*-*  ; d’où  résulte  ce  développement,  au  a raison  de 
la  petitesse  du  nombre?,  on  réduit  aux  i*M  termes  : 

^ /“*  —f*  +•'/“  + ’ *'f* , i '«,=/'«  + ?/•; 

le  calcul  est  donc  facile  à achever.  Dans  notre  ex.  on  a pris 
« = 2,1  et  l’on  a obtenu- f*  — -f-  0,061 , /'»  ==  1 1 ,a3, 
/-=  I2,6,  ? = — o,oo54  : pour  pousser  l’approximation 
plus  loin,  il  faudra  poser  <*,  = * — o,oo54  ; donc  » ♦ . • 

/<*.  = 0,061  — o, oo54  X fa y«3  4-  (o,oo54)‘ X 6, 1 , ~ 


,v:- 


■cv 

. 


f*  1=  » 1 ,23  — o,oo54  X 12,6, 

•»  • ^ 
et  /*,=  o, 0005417,  /'*,=  11,16196,  j'=—  o,ooot»4853. 

tt.  . s»  » * • 

’ ' * • n*  ♦ „ 

54i.  Méthode  de  Lagrange.- (Le  qu’il  importe  avanUJoul  de 
connaître  pour  trouver  les  racines  d’une  équ.,  c’est  le  lieu  (le 
ces  racines , c.-àTd.  unesuitede  nombresentre  lesquels.cbaque 
racine  soit  seule  renfermée.:  tel  est  le  vrai  point  de  la  diffi- 
culté. Lorsqu’on  substitue  pour  x les  nombres  . . . — 2 , *1  , . 

°,  1,  2,  3. . . , et  qu’on  trouve  autant  de  résultats  successifs 
de  signes  difterens  qu’il  y a (Tunités  dans  le  degré  n de  l’équ. , 
toutes  les  racines  sdnt  réelles,  et  le  lieu  de  chacune  est  connu. 
Mais  excepté  ce  cas,  on  reste  incertain  sur  le  nombre  des 
racines  réelles  et  leurs  limites,  parce  qu’on  ignore  si  entre  les  ' 
nombres  qui,  substitués  pour  x,  ont  donné  des  résultats  de 
signes  contraires,  il  11’y  a pas  3,5..*  racines  comprises;  ou  l* 
bien  si  entre  les  nombres  qui  donnent  les  mêmes  ’sigues,  il  f 

Aj 


tence  d’une  scutë  râcîhc  entre  les  nombres  substitués;  tandis 


1 Google 


* . ^Atîl^ES.^r^ÇflilS(<PISÙl<  AELESl'  ♦ g <)5 

qu'  il  rty'jUfcfatuncfciure  les  itombrbk  </at  donnent  dcs^sul- 
tats  day^i(xlgnè.-  ' , V?>r,  7 

Si  deux  racines  ifsét  b sont  entre  * et  a, *1^.  quatre  nombres 
sont  écrits  ainsi  par  ordre  de  grandeurs  croissantes  «,  a,  ê.  A; 
d’où  a r-flip  S*Ar?—  «vpoiu:,  quand  éette  confbtionrril^ub- 
sisterà^as^  fiji  b^nc  seron't^jias  érilre  a et  A.  Xipsâ 


il  suffit  de  choisir  « et  a moins  i 


.ces  racines , ' pour 


qu’entre  « et  a il  ne  puisse  y avoir  qu’un  des  nombres  a et  b , * 
•u  qu’il  n’ÿ  en  ait  aucun.  Conc^ns  delà  que  si  i'  est  moindre 
que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines,  et  que , pariant 
de  la  limite  inférieure  1^  on  substitue  les  nombé^s  l'„ 

Y -f-  2 «T1, jusqu’à  la  limite  supérieure  l , osuebtienc  IroWt&t 

de  résùltals  de  signei  contraires  qu’il  exista  de  çéeines  tiettes. 
Chaque  changement  de  signe  indique  une  *euiè  racine -entre 
le's  nombres  substitués;  et  il  rfy  en  a aucune  entrâtes ; nombres 
qui  ont  dÔnj0le  mêbie  s*igue..«  4 

Pour  obtenir  nornbreVy  formons  J^equ.  dont  le»«ao^êr 
sont  les  différences  dé  toutes  cèlïes  de  la  proposée  prisses  2 à 2 : 
y désignan  (Jmjdiff^fvnce  tiftine  racine  x avec  iotrte  alliée  racine, 

1 »n|  rhangaé^r  en  x + yoii 


X 


krh- 


et  divisant  par  y}  on  a 
;'v  fx^o,  rx+'ijrfx+i 
x et  y sont  deux  inconnues.  ÉJiminons  x ( n°  522),  il  viendra 
une  équ.  Fy  — o,  dont  l’inconnue., 


est  la  différe|(^|entre 
invites  les  racines  de  la  proposée;  f’y  feo  est /’ équation  aux 
différences,  c.-à-d.  ‘què  y est  ^âjlwj&iee  entre  une  racine 
quelconque  de  x et  toutes  les  àrfcreir , Ainsi  le  degré  de  i 
équ.  est  n (n  — i),  nombre  des  arrangemens  là  i des^ 
c mes  de  x.  **  4 -r 

, ■.  ».  lÿ».  j ■ 

Ces  différences  a — b,  b, — a,  &‘—+c,  c—*b,  sont  égalés  2 à ' 
2 en  signes  contraires;  eii|ort*«qu’on  a enseinbley=« et— *,  • 
et.  que  fy  .devient  ijpl  dans  lls^deux  cas  : ainsi  F y rtemoUrën- 
fermei%fue  des  puissances  paires  de  y*  Cela,  résulte  aussi,  de  ce 
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• J *4 

qu^  Fy  peut  être  décomposé  en  facteara  île  la  farine • 

» (jr%— “*)  cr’— £*)..  • 

• *.* 

On  peut  donc  poser  j^=z  sans  introduire  de  radicaux,  et 
on  aura  Vèqu.  au  carré  des  différences  <pz=o,  dont  l'incon- 
nue z est  le  carré  de  toutes  les  différences  entre  les  racines  de  x. 

» ’ * • ' . . ' 4 » 

Nous  savons  trouver  un  nombre  i moindre  que  toutes 
les  valeurs  positives  de  z,  (n*  5ia),  i<z  ou  jÇ,  y/i  : 
donc  y/i,  ou  une  quantité  positive  moindre,  pourra  être  prise 
pour  la  différence  ï entre  les  nombres  à substituer  pour  x. 
Comme  les  fonctions  Fjr , <pz,  ont  lçs  mêmes  coefficiens  , i est 
aussi  la  limite  inférieure  de  y,  i<^y , en  sorte  qu’on  peut  aussi 
prendre  /=*.  Comme  plus  i'  est  petit,  et  plus  il  faut  faire  de 
substitutions  de  l'  à l,  il  faut  prendre  J1  le  plus  grand  possible, 
afin  d’abréger  les  calculs.  Ainsi , quand  i>  i , on  prendra^=ai  ; 
on  pourra,  si  l’on  veut,  substituer  les  nombres  naturels 
o,  i,  a,  3...  Mais  quand  f<  r,  on  doit  faire 

Les  substitutions  de  nombres  fractionnaires  et  irrationnels 

seront  évitées  âinsi  qu’if  suit:  ... 

+ « ' «*  • * 
i°.  On  sait  approcher  de.y’f  à moins  d’une  fraction  donnée; 

telle  que  j,  . î (n*  63 ) : on  prendra  donc  y/i par  défaut  à 
moins  de  r , et  on  fera  i ==  5..  On  choisira  h de  manière  à "ne 

* . * ’ .r  « . + S- 

pas  descendre  beaucoup  au-dessous  de  y/i,  et  à n’étre  pas  un 
nombre  trop  composé. 

_***•;..  ....  ‘ e 1g 


, ...  on  rendra 


aVisi  lieu  de  substituer  pour  x,  o,y,  -y, 

•-  • . - 1 1 *• 

les  racines , et  par  conséquent  leurs  différences,  h fois  plus 

grapdes  ( n*  5o3) , en  posant  hx=  t,  et  il  restera  à substituer 
pour  t,  o, g, 2g, 3g. . . ou  si  l’on  veut  o,  i ,2,3. . . Ainsi , on 
sait  transformer  une  équ.  en  une  autre  qui  n’ait  pas  plus  iViine 
racine  comprise  entre  deux  entiers  successifs  quelconques. 

Observez  que  i se  déduit  de  Fj,  et  que  <pz  est  inutile  à former. 

De  plus  ; en  chassant  le  2e  terme  de  fx=ao,  ( n°  5o6) , toutes 
les  racines  sont  augmentées  de  la  même  quantité  ; elfes  con- 
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. servent  leurs  differentes  : Fy  se  tire  plus  aisément  de  cette 
transformée,  et  reste  la  même. 

543.  Soit,  par  ex.,  l’équ.  x 3 — 2x±=5dont  une  seule  racine 
nous  est  connue  (p- 87)  ; 'pour  savoir  si  les  deux  autres  sont 
réelles , changeons  zeni  -f-y,  d’où  3X1  — 2 ■+.  3xy-{-y*^:o  ; 
éliminant  x il  vient  (n°522)  l’équ.  y6—  i2j^4-36^3-f 643=o. 

«• '*  ’ii  m 

Pour  trouver  la  limite  inférieure  de  y,  taisons^'1  = - , d’où..." 

643  i/j4-36  v'.  . . =0,  et  x < 1 +■&§,  et  même  1 , d’où 
y ]>  1 = En  faisant  x = — 1,6, 1,2...  on  trouvera  autant 

de  changemens  de  signes  que  x a de  racines  réelles. 

■ L’équ.  x3  -\îr’  +41  x — 2g  = odonne 

f I • « %r  •’  , 

3x*  — a4x  + 4'  -H(3x  — iz)y  +y*=o, 

d’où  chassant  x,  y* — 44,y!>  = 49i0n  &ity=-,  et  il 

. • - 

vient  49^6— ■44,xt. . puis  x<io,  y~>^TZi  ou  j =/; 


faisant  x=.j  t}  on  a t3  — fôt*  •+656t=  i856, 

équ.  qui  n’a  au  plus  qu’une  seule  racine  entre  deux  nombres 
'm*r  entiers  successifs.  Posons  t—o,  1,2...;  nous  verrons  que  t est 
entre  3 et  4 , entre  21  et  22 , entre  22  et  23  ; donf  x est  entre  | 
qM , -t-  et  -r  » ¥ et  T^  jjil  existe  d^jjx  Racines  entre  5 et  6 qui  ' 
n’auraient  pas  été  receamues  sans  ée  ealcul.  ï.es  racines  sont 
I * x=o,q5io8  ..  5,3568g. ..  5, 6gao3. . . 

De  même  x3-— 7X 7 — o donney6. — 4 2<74  4~  4 4 yp?  —49 > 

| *r  v<C.9,y>9  et  V/g,  d'=g  : on  posex  = j 1,  etc.  On  «connaît 
I ■ ; bientôt  qu’il  y a une  racine  entfÇ/ — ,3  et  — uïie  entre  £ et 
‘ eufin  une  eutre|  et  2,  savoir  f 

I . * .* 

x=  — 3,o48g2...  1, 3568b...  1 ,69203. 

. . * 

1 Enfin  pour  l’équ.  x3  — x‘  — ax  + 1=0,  comme  x =r  o,r,2, 

. donne  les  résultats  -+•  1 , — r , -f- 1 , et  qu’en  changeant  xen  — x, 
les  nombréfe  1 et  2 donnent  des  signes  contraires , le  lieu  des  * 
trois  racines  est  connu',  et  l’équ.  aux  différences  n’est  pas 
Utile.  Toutefois  cette  équ.  est^6 — 1 4.T4  H"  49.T’ = 49»  aP“ 


’ 4 


D 


9 


’ 0 • t 

• t 


‘ ViGtafP E. 


f % * 

• • . V % r ' . • 

prend  quej  >i,  J i,  ce  qui,  s!âcco'nde  avec  ceqù’on  vient  . 
de  dire.  * *’  ; - .i*  ' 

Ces  calculs  toujours  exécutables , , u’ont  d’autre  inconvé- 
nient que  d’ètre  d’une  longueur  ‘excessive  quand  le  degré  est 
un  peu  élevé  : la  théorie  en  est  claire,  complète  et' sa  ns  excep- 
tion*, mais  les  opérations  deviennent  impraticables.  11  reste  à 
pousser  l'approximation  plus  loin  , et  Lagrange  a encore  ex- 
posé une  méthode  facile  qui  sera  dounée  plus  tard  (n“  6i  3). 

544-  Règle  de  Descaries.  Lorsqu’une  équ.  fx  = O est  or- 
donnée , on  peut  présumer  le  nombre  des  racines  soit  positives, 
soit  négatives,  à la  seule  inspection  des  signes.  Nous  appelle- 
rons permanence  la  succession  de, deux  signes  «entblables,  et 
variation  celle  de  deux  signes  différens.  La  règle~.de  Descartes .. 
consiste  en  ceci  : Toute  équ.  complète  a itrpixs  autant  de  ra- 
cines positives  que  ~de  variations , autant  de  négatives  que  de 
permanences.  , \r  J-' 

En  effet,  toute  équ./ï-=o  peut  être  encore  considérée  comme, 
le  produit  d’un  polynôme  qui  a tous  ses  faeteurs 'binôme*  ima- 
giaairesj  para:  — a,  x — A,...  x-f-a',  x‘+b'i. . jeteurs  carres— 
pondans  aux  racines  réelles  a,  b...  — <*',  — b'.,  t 'Voÿons  com- 
ment les  facteurs  binômes  correspondais  introduisent  dans  lê 
produit  soit  dks  variatious , soit  Ses  permanences. 

Supposons  pour  fixer. les  idées  qu’un  polynôme  Fx  préseule 
t cette  succession  de  Signes  f ..  *.  tkP"' 


-—fï-r; — r-r-r-1 r— .-r>  aÿT,  ... 

Multiplions  par  x -1-  a pour  introduire  une  nouvelle  racine  né-  % , I 
gative  — a'.  Il  faut  d’abord  multiplier  par  x,  puis  par  a',  et  t, 
ajouter  les  deux  produits  quisont  composés  des  inclues  signes,  g$t 
le  2*  étant  reculé  d’un  rang  à4droitc  pour  l’Ordoimer  ; savoir, 

■ ■ <v  itfF  * * vt’  • . 

+ + ~T *■—  + +++-+  — + 

+ H + — M-  + 4--  +■ 


» 

■+4c 


-f-  i — i i i 


1 -+-+  + 1 


' + ?.. 


-w* 


Quand  les  deux  signes  correspondais  sont  les  mêmes  J ils  se' 

conservent  au  produit;  le  cas  contraire  est  marqué  de  la  lettré/, 

» * 
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pour  indiquer  qu’à  moins  d’avoir  égard  à la  grandeur  des  cocf- 
ficiens,  le  signe  est  incertain. 

Comme  les  deux  produits  partiels  sont  compose's  des  mêmes 
signes,  les  <ne  se  trouvent  que  là  où  il  y avait  variation  : un 
nombre  pair  de  variations  successives  donne  un  égal  nombre 
de  »,  lesquels  sont  situés  entre  des  signes  semblables  ; au  con- 
traire, quand  la  quotité  des  variations  était  impaire,  les  i 
successifs  le  sont  aussi,  entre  des  signes  différens.  Donc  si  l’on 
veut  disposer  de- tous  ces  signes  i de  manière  à introduire  le 
plus  grand  nombre  possible  de  variations  au  produit , il  faudra  • 
changer  tous  ces  i en  -J-  et  — alternatifs  ; et  puisque  chaque 
série  de  i est  entre  deux  signes' semblables  ou  diiférens  , selon 
que  leur  nombre  est  pair  ou  impair , il  est  visible  qu’on  ne 
pourra  introduire  plus  de  variations  qu’on  n’a  de  signes  i, 
c.-à-d.  plus  de  variations  que  la  proposée  n’en  contiènt. 
D’ailleurs  le  produit  a un  terme  de  plusj  donc  il  a au  moins  ; - 
une  permanence  de  plus . 

11  se  peut  que  tous  les  i ne  se  changent  pas  en  variations, 
alors  le  produit  aurait  deux  , quatre*..  permanences  de  plus  que 
Fx.  Donc  /’ introduction  des  racines  négatives  emporte  celle 
d'au  moins  une  permanence  pour  chacune. 

Multiplions  maintenant  Fx  par  x — a,  pour  introduire  une 
racine  positive  a;  le  2e  produit  partiel,  reculé  d’un  rang  â** 
droite,  est  formé  de  signes  contraires' à ceux  de  Fx,  en  sorlejf 
que  les  i sont  inscrits  à chaque  permanence  : 

H + 


/ 


h H + H — I 1 

+ ' ' 

■ ■ ■ ■ y -j — -Yy  -*-  ■■  t— r '*7  • ■ ■ ■ 

-f i -j i . i -4-  — ( i i — ■+ (- 

i.  — I iJiMT  • 


Une  succession  de  signes  semblables  dans  Fx  devant  s’y  ter- 
miner par  une  variation  , toute  série  de  i doitTètre  comprise 
entre  et  — . Qu’on  dispose  de  êes  i en  les  changeant  tous, 
soit  en  ri- , soit  en  — , pour  former  le  plus  grand  nombre  de 
permanences,  il  n’y  en  aura’  qu’autant  que  dans  Fx  ;»Le  pro- 
duit ayant  un  - terme  de  plus,  a donc  au  moins  une  vmriation- 
de plus.  Si  tpus  les  * ne  se  changent  pas  en  permanences,  il  y a 

r.  ii.  * • 3 . . # 

• . " i • 
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a,  4-  • • variations  île  plus  que  dans  Fx.  Donc  lJ introduction  des 
racines  positives  emporte  celle  d’au  moins  une  variation  pour 
chacune. 

" «î  * 

Delà  résulté  Jg  théorème  énoncé  (*). 

.JJ45.  Désignons  par  P le  nombre  des  racines  positives  d'une 
équ.  de  degré  n,  par  N celui  des  négatives,  par  p celui  des 
permanences,  et  par  v celui  des  variations;  il  est  démontre 
que  * ■< 

i°.  P = ou  < vt  v 2°.  .2V=  ou  <P- 

Or  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  on  a 

P + N ==  n,  n —p  + v,  P + N x=  v -\-p, 

puisque  la  proposée  a en  toutn  + i termes.  Comparons  P k v\ 
il  peutnrriver  trois  cas,  P > , ou  < , ou=v:  le  i"  est  dé- 
montré impossible  (i°);  si  le  2'  a lieu,  il  faut  pour  que  la  der**‘ 
nière  équ.  subsiste,  que  l’on  ait,  par  compensation,  N^>p,  ce 
qui  ne  se  peut  (2°)  ; ainsi  P = v et  N= p%  Donc  lorsque  toutes 
les  racines  dune  équ.  sontréelles  , elle  a précisément  autant 
de  racines  positives  que  de  variations , et  autant  de  négatives 
que  de  permanences.  * • ■ 

546.  D’après  la  règle  de  Descartes , on  peut  reconnaître , 
dans  certains  cas<qu’une  équ.  a des  racines  imaginaires,'  et  se 
dispenser  du  long  calcul  de  l’équ.  au^t  différences. 

i°.  Lorsque  l’équ./i  = o est  privée  de  l’un  de  ses  termes, 
on  le  remplacera  par  zt.  ox\  et  l’on  comptera  les  permanences 
et  les  variations  dans  les  deux  cas  de  + o,  — p.  Or  si  les 
termes  en  x'~'  et  fci+'  sont  de  signes  différens,  on  trouvera  le 


(*)  Tout  ceci  suppose  que  Fx  est  un  polynôme  complet , et  il  sera  aisé  do 
Toir  que,  s’il  y manque  quelques  termes,  la  conséquence  relative  aux  racines 
positives  subsiste  encore;  mais  oit  a eu  raison  d’observer  qu'il  n’en  est  pas 
de  môme  pour  les  négatives  ; en  sorte  que  quand  une  équ.  Fx  = o est  in- 
complète, et  qu’on  veut  assigner  le  nombre  possible  de  celles-ci,  il  faut 
changer  x on  — x,  afin  de  reconnaître  combien  la  transformée  peut  avoir  de 
racines  positives,  nombre  qui  convient  aux  négatives  de  F*= o. 

* . . 
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même  nombre  des  unes  et  des  autres,  ce  qui  indique  le  plus 
grand  nombre  possible  des  racines  positives  et  négatives  : si  ■ 
ces  termes  ont  le  même  signe  , la  contradiction  que  présentent 
les  deux  résultats  attestent  l’existence  de  racines  imaginaires. 
A instar*  -f-  o.x — 5=  o étant  changé  eu  r‘±ox’+  7.x — 5=o, 
on  trouve  2 permanences  et  une  variation,  ou  3 variations  à 
volonté;  ce  qui  est  absurde.  Doues’//  manque  un  terme  entre 
r/eux  termes  de  meme  signe , la  proposée  a des  racines  ima- 
ginaires. 

2°.  Si  la  proposée  manque  de  plusieurs  termes  successifs  , 
toutes  ses  racines  ne  peuvent  être  réelles  : ceci  résulte  de  ce 
qu’on  vient  de  dire. 


3°.  Les  trois  variations  de  xi — 3a:4  -J-  i2Jr  — \ = o font 
présumer  l’existence  de  trois  racines  positives.  Multipliant 
par  x -f-  o , il  vient 

x*-j-  (a  — 3)ar3  -f-  («2  — 3 a)x*  -f-  (12a  — ^)x  — \a  = o. 

Essayons  d’introduire  des  permanences  en' prenant  une  valeur  •- 
convenable  de  a-,  parex.  <n=3  { rend  les  quatre  premiers  ternies 
positifs.  La  proposée  a donc  deux  racines  imaginaires  , puisque  <■/ 
sans  cela,  l’éq.  en  arfen  aurait,  à volonté,  trois  négatives,  ou.' 
quatre  positives. 

4°.  Qu’on  change  x enÿ  <4+  h etjf'  4-  '^  ffx  = o détiendra 
Fjrxx  o,  et  <pj/  = o.  Supposons  que  1 py*  >ait  quelques  varia-, 
tions  de. moins  que  Fjr  : si  toutes  les  valeurs  de  x sont  réelles, 
Fy  = o aura  l’une  de  ses  racines  positives  » qui  sera  devenue 
négative  — a',  dans  <pjr'  = o ; d’où1' x ■=.*  -f-  h zx  — a!  -f . K • 
Ainsi  x a une  racine  entre  h et  h'.  Comme  il  en  est  de  même 
pçur  chaque  variation  qu’on  a perdue,  x aura  autant  de  ra- 
cines entre  h et  h'  : si  la  théorie  des  limites  prouve  que  toutes 
ces  racines  de  'x  n’existent  pas , on  sera  assuré  que  x en  a d’i- 
maginaires. • 

Par  ex.  x 3 — i[x‘  • — 2X  -f-  17  = o , a:  = y - f-  2 et  y + 3 , 
donnent  . s*  , 

y + *y  — 6r+  5=  o,  y3+5y4-f-/  + 2=ô;  ^ 

s» 


i* 
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les  deux  variations  qui  font  présumer  que  deux  racines  posi- 
tives de  y sont  devenues  négatives  pour  y',  annoncent  deux 
valeurs  dex  entre  a et  3.  Mais  d’une  part,  la  limite  inférieure 
de  y (n°  5io)  est  y^>rr',  de  l’autre  celle  de  y'  est  — £;  et 
à cause  de  y = y'  4-  i,  t — y > \ et  y < $ s ces  deux  li- 
mites étant  incompatibles,  on  en  conclut  que  x a deux  racines 
imaginaires.  Si  ces  limites  étaient  conciliables,  on  serait,  il 
est  vrai , incertain  si  x a deux  racines  entre  a et  3;  mais  on  au- 
rait du  moins  resserré  l’espace  qui  les  renferme. 

5°.  Si  toutes  les  racines  de  lequ./r  = o sont  réelles,  les 
carrés  de  leurs  différences  sont  tous  positifs  : les  racines  de 
Véqu.  au  carré  des  différences  étant  toutes  positives , les  signes 
ne  doivent  présenter  que  des  variations. 


547.  Méthode  de  Fourier , Soit  une  équ.  de  degré  n.fx— o; 
prenons-en  les  dérivées  successives,  que  nous  écrirons  en  or- 
dre renversé,  f“  f'f  Faisons  dans  ces  polynô- 

mes x = a,  nombre  arbitraire,  positif  ou  négatif  : chacun 
donnera  un  résultat  numérique  dont  le  signe  sera  ou  -f-, 

ou • nous  inscrirons  ces  signes  consécutifs  dans  leur  ordre, 

sous  les  fonctions  respectives  qui  les  ont  produits,  et  nous  au- 
rons une  ligne  de  signes  que  uous  désignerons  par  A. 

Prenant  ensuite  x = b^>a,  nous  formerons  une  autre  ligne 
de  signes  que  nous  écrirons  sous  les  précédents , et  dont  nous 
désignerons  l’enseuible  B ; et  ainsi  de  suite.  Comparons  les 
variations  de  signes  de  ces  diverses  séries. 

Soit  <px  l’un  quelconque  de  nos  polynômes.  Prenons  pour  x 
troiit  valeurs  très  voisines  a — £,a  et  a -f-  «J1;  nous  aurons 

<p(a  — S)  = ça  — tç' a -|-  \iJç"a  — • • • ) 

tpa  = ça  >(i) 

= A J'ç'a  -f-  \ f‘<p“a  -|-  a . : . . j 

Nous  supposons  é très  petit,  et  que  ça  n’est  pas  nul  : ces  trois 
résultats' ont. le  signe  de  ça,  attendu  que  le  t"  terme  l’eiu- 
porte  sur  cetfx  qiÿ,  suivent  ^et  ont  un  signe  contraire  au  sien. 
)onç  lorsqu'on  fait  croître  insensiblement  x , chacune  de  nos 


JËF 


1 
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*1  fondions  fl* J...  f"  f'  f conserve  son  signe  propre , tant  qu’elle 
ne  devient  pas  nulle. 

Mais  si  a est  racine  de  l’équ.  91  — o,  les  stries  (i)  perdent 
leur  ier  terme;  et  les  résultats  prennent  les  signes  du  terme 
-,  suivant  z+tç'a  : c.-à-d.  quê  tant  que  x<^a,  le  signe  de  pxesl 
celui  du  produit  — S "X'9'a,  c’est-à-dire  contraire  à cehii  de 
9' a-,  tandis  que  pour  x >*«  le  signe  devient  celui  de  i p'a  ; les 
deux  signes  sont  donc  différées  pour  ces  deux  résultats.  Donc 
celle  de  nos  fonctions  qui  passe  par  zéro , change  aussitôt  le 
signe  des  résultats  qu'elle  donne. 

548.  Appliquons  ces  principesà  nos  polynômes  f^-,-f“f'f 
Si  l’on  y fait  x==a , les  résultats  formeront  une  suite  de  signes; 
et  si  x croît  par  degrés  insensibles,  les  signés  de  chacune  res- 
teront toujours  les  mêmes jusqu’à  ce  qu’on  tombe  sur  une 
valeur  x=sa,  qui  rende  nulle  quelqu’une  de  ces  fonctions  qui 
, sera  désignée  par  <fx;  car  alors  pour  celle-ci  seulement  le  signe 
sera  changé.  On  aura  donc  l’une  de  ces  deux  dispositions  : 

f^....p  9 ......  ou  yc).. . . 9 

x<a  .......  -f 1- -f / 

x=sa  o -f- . . . -f-  o — . .'.  . 


x^>a 


■ 4-  + +• 


4-  4- 


une  variation , qui  e'xistait  dans  les  signes,  se  trouvé  ensuite » 
remplacée  jidr  une  permanence , quand  <px  a passé  par  zéro  : 
tousles  autres  signes  sont  d’ailleurs  les  mêmes  avant  qu’après 


Mais  il  faut  encore  considérer  les  signes  de  la  colonne  qui 
est  à droite  de  9.  Quand  ils  sont  les  mêmes  que  pour  9',  la 
suite  donnée  par  x < a a une  seconde  variation  , tandis  que 
celle  qui  provient  der>«a  unfe  permanence;  d’où  l’on  voit 
que  deux  variations  ont  disparu  ensemble.  Mais  si' le  signe 
commun  aux  termes  qui  suivent  9 est  contraire  à celui  dé 
9' , la  ir*  série  a une  variation  et  une  permanence,  et  la  3Ç  une 
permanence  et  une  variation , en  sorte  que  aucune  variation 
n’est  disparue,  mais  la  variation  est  seulement-  reculée  dur. 
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rang  àdiyjfte.  Au-delà  de  x—ay  en  continuant  de  faire  croître 
x 1 use  lisiblement,  la  nouvelle  série  de  signes  se  consèrvera,  jus- 
qu’à ce  qu’on  rencontre  quelque  fonction  qui  devienne  nulle; 
et  ainsi  de  suite.  * . 

Cetÿ  ne  s’applique  qu’en  partie  à la  fonction  fx , attendu 
qu’elle  n’est  suivie  d’aucun  signe.  Si  donc  x =a  ëst  racine  de 
fx=o,  il  fautsupprimer  toys  les  signes  qui  sont  à droite  de  <p, 
et  l'on  voit  que  dans  le  pdtsage  par  une  racine  a de  Vèqu. 

fx=o , il  disparaît  une  feute  variation. 

_ * ' *■  * **. , 

549.  Examinons  Je  cas  <Jfù  dçux  dérivées  successives  sont 
nullcs  ensemble  pour  x—a,  savoir  ç'az=  o ,qa~  o : alors  les 
séides  (1)  deviennent 


« 


<p(a  — t-)  \i'<p"a  — j PqTa  + etc. 

tp  a=  o • 

<p(a  + <!)  = \i~Yd  + etc. 


Les  signes  des  résultats  étant  ce.ux  du  1”  terme,  sont  les  mêmes, 
v que  celui  de  p’a,  tant  pourra:  <a,  que  pour  x^>a  ; êt  pour  le^ 
second  zérofépondant  à <pà$  Iesigne  de  Q°a  reparaît.  Mais  (p'elp* 
sont  dans  le  même  cas  qu’étaient  (pet  tp'  ci-devant  : et  en  effet 
<p'(azp:i)  =<p'a^:J'(p"a-Fctc.,  se  réduit  à i+riJvpV-f-ctc.  à cause 
de  q!  a— o;  ainsi  pour  x <^a,  on  a un  signe  contraire  à celui 
ide  <p° , et  pour  x > a,  le  signe  de  p".  Voici  donc  les  tableaux 
des  deux  systèmes  : 


P' 

<p.  . . OU 

/CO....Ç" 

■*' 

tf.\  — 

x<^a 

+ + 

— 

+ — 

x—a 

+'T  ° 

0*  + 

+ 

0 

0 — . . . 

x~>a 

+ + 

+ + 

+ 

+ 

H • • • 

» 


‘i 


ainsi  on  a dans  le  1"  cas  deux  variations,  et  dans  le  dernier 
deux  permanences,  et  l’on  perd  deux  variations  quand  et 
tp'x  passent  ensemble  par  zéro.  Nous  n’examinons 
sojiI  les  signes  de  la  colonne*à  d^ito 
les  mêmes,  il  est  indifféij 
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io3  * 

- On  n’appliquera  pas  ceci  au  cas  où  la  fonction  serait  f, 

parce  que  l’équ.  fx = o aurait  des  racines  égales , si  l’on  avait 
aussi  fx :=o , et  nous  supposons  fx  dégagé  de  facteurs  égaux 
K 5a  i)^ 

Si  trois 4bnctions  successives  sont  nulles  pour  x—a,  savoir 
9,$>'  et  <p",  le  même  raisonnement  prouve  que  x<^a  a 4 ou  3 
variations,  selon 4e  signe  de  la  colonne  suivante,  tandis  que 
pour  xf>  a,  on  n’a  aucune  variation  ou  une  seule  : en  sorte 
qu’il  disparaît  4 ou  a variations 

p"  <p“  <p'  <f>. . . ■ ou  <p"  <j>"  $ 

x<ja  -*■  — * H i t-.. 

, X=a  4 o o o — .?.....+  o o o 

*’  ^ , 

3~>a  4*  4**4*  4“  — 4-  4*  4-  + +•  • 

Quand  x=a  rend  nulles  4 >5.. . fonctions  successives,  les  dé- 
veloppemens  (i)  perdent  autant  de  termes  initiaux,  et  le  i'r 
terme  est  affecté  de  + si  ce  nombre  de  zéros  est  pair,  et  de  -p 
Vil  est  impair.  Chaque  zéro  répond  à une  variation  pour, 
et  à une  permanence  pour  xf>a,  et  jçs  variations  dis- 
paraissent toujours  par  couples.  Il  en  faut  conclure  que  s’il  y 
a z zéros  consécutifs,  il  disparaît  z variations  quand  z est  pair, 
et  zrhi  quand  zest  iinpair,  en  prenant  4-  quant^ie  signe  qui 
précède  ces  zéros  est  le  même  que  celui  qui  les  suit,  et  — s dans 

l’autre  cas.'  U'f  f . «*.  a.  * • 

« . /a  . * ; « * 

Dans  l’ex.  suivant , on  suppose  donnée  la  série  de  x =a  ; la 

première  s’obtient  en  mettant  au-dessus  de  chaque  zéro  un 
signe  contraire  à celui  qui  est  à sa  gauche  ; et  la  troisième  en 
répétant, au  contraire  ce  même  signe;  de  manière  .à  former 
autant  de  variations  pour  x a , et  de  permanences  pour 
x a : on  r les  signe»  dans  les  colonnes  exempte». Aie. 

zéros.  * .A  *"  ' * 

<C  a -4-  — *Hp  . * — .. — -f-  4-8  vari. 

* 5r  *•  i , 

o cr  o o%  <-  q -f-  -f. 

i»*  * 

~ .+  +>  '«v 
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Six  variations  sont  perdues  dans  Je  passage  par  x=za.  Cette 
pratique  est  appelée  règne  du  double  signe  : nous  en  ferons  un 
fréquent  usage. 

55o.  En  partant  de  x = « et  qui  donne  une  série  de  signes, 
faisons  croître  x par  degrés  continus  : les  résultats  conserve- 
ront leurs  signes  tant  qu’on  ne  tombera  pas  sur  une  valeur 
x — a,  qui  rende  nulle  quelqu’une  des  fonctions /X"). . . f “ f J\ 
Si  c’esl/r  qui  est  = o,  par  cette  valeur,  il  disparajtra’une  va- 
riation seule.  Mais  si  c’est  quelque  dérivée  qui  est  nulle,  ou  il 
partira  deux  variations,  ou  du  moins  une  variation  sera  dé-*- 
placée  vers  la  droite.  Il  pourra  disparaître  à la  fois  2,4,6... 
variations,  parce  que  plusieurs  dérivées  successives  seraient 
nulles  ensemble.  Mais  lorsque  x reçoit  les  valeurs  r,r>  ,r’ . . . 
îles  racines  de  l’équ.  tJ'x  — o,  les  variations  partent  une  à 
une  , tandis  que  les  racines  des  équations  f'x^xo,f"x-==o. . . 
les  laissent  subsister,  ou  les  font  disparaître  2 à 2.  Mais  ja- 
mais une  variation  perdue  ne  peut  reparaître  dans  la  suite 
des  valeurs  croissantes  qu’on  attribua  à x. 

Aucune  de  nos  fonctions  <p  ne  peut  passer  par  zéro , qti’au- 
tant  que  le  résultât  de  la  substitution,  dans  cette  fonction,  d’un 
nombre  un  peu  moindre  que  la' racine  de  çx  = o,  donnerait 
un  signe  contraire  à celui  qui  le  précède , afin  que  cette  varia- 
tion se  puisse* changer  en  une  permanence  immédiatement  au- 
delà  de  cette  racine.  . y,»  fSw/ 

Comme  1e'  r*1  terme  des  polynômes  ..  . est  al- 

ternativement de. degré  pair  et  impair,  si  l’on  fait  x.—  — 00  , 
ou  seulement  x = la  limite  — T des  racines  négatives  de 
Jx  ==  o,  f x = o,  etc.,  on  n’obtiendra  que  des  résul- 
tats -f-  et  — successifs , pu  n variations , parce  que  le  t*r  terme 
l’emportera  sur  ceux  de  signes  contraires  qui  le  suivent.  Si  l’on 
fait  x — -f  00 , ou  =?  la  limite  l des  racines  positives,  011  n’aura 
que  des  -f-.  Ainsi,  en  faisant  .croître  x insensiblement  depuis 
— Z' jusqu’à  -4- Z,  toutes  les  variations  seront  disparues.  Réci- 
proquement deux  nombres — l'  et -f  Z qui  11e  donnent  l’un  que 
des,  variations , l’autre  que  des  permanences  , sont  les  limites 
. . . ' ‘ *1  * 
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entre  lesquelles  toutes  les  racines  des  équ  .fx—  o,  f'x= o , etc., 
sont  comprises.  Car  cbaque  racine  de  l’une  de  ces  equ.  devant 
chasser  une  seule  variation  , on  ne  peut  trouver,  hors  de  ces 
limites,  aucun  nombre  qui  produise  cet  effet.  C’est  donc  une 
preuve  que  tout  nombre  l qui  rend  nos  polynoines/j  f',f . . . 
positifs,  est  limite  supérieure  des  racines  de  l’équ . fx—o,  et  le 
théorème  du  n°  5io  reçoit  une  démonstration  nouvelle  et 
plus  étendue. 

Soit  rs i le  nombre  des  racines  imaginaires  de  fx=o,  n—txi 
celui  des  racines  réelles,  qui  sont  entre — /’ et /.  Quand  on 
fera  passer  x graduellement  de  — C kl,  les  n variations  de 
la  l"  série  de  signes  disparaîtront  jusqu’à  la  dernière.  Et  puis- 
que les  racines  re’elles  r,/,r"...  chassent  les  variations  une 
à une,  les  2Î  autres  variations  serout  chassées,  par  couples  , 
eu  rendant  nulles  les  diverses  dérivées  f,  f“. . . Ces  dernières 
substitutions  sont  donc  les  indicateurs  de  l’existence  des  ra- 
cines imaginaires,  et  en  accusent  la  quotité. 

55 1.  Ce  qui  précède  démontre  le  théorème  de  la  règle  des 
signes  de  Descartes  avec  plus  d’étendue  Faisons  x=o,  et  la 
ligne  des  signes  sera  composée  des’signes  successifs  de  fx  ; car 
chaque  fonction  est  réduite  à son  dernier  terme,  qui  , comme 
on  sait,  est  le  produit  par  i :a.3.  . . des  coefficients  respec- 
tifs de  fx  pris  en  ordre  rétrograde.  Cette  suite  de  signes  don- 
née par  x=o  a les  mêmes  variations  et  permanences  queyr. 
Sont  v le  nombre  des  ir”,  et  n — v celui  des  autres.  Passons  de 
xtsso  à r = -*-/;  la  i'“  série  perdra  ses  v variations  , et  si 
fxz=zo  n'a  que  des  racines  réelles,  cette  équ.  en  a v positives. 
De  même  posant  x r=  — I , comme  on  n’a  que  des  variations, 
(en  nombre  n),  on  perdra  donc  n—v  variations  en  passant 
de  — fào;  il  y a donc  n — v racines  négatives , autant  que 
fx  a de  permanences.  Mais  si  la  proposée  a des  racines  ima- 
ginaires , comme  il  disparaîtra  par  couples  des  variations  qui 
en  sont  les  indications,  on  voit  que  loutë  équation  qui  n’a  que 
des  racines  réelles , a précisément  autant  de  variations  que 
dé  Ttafiines  positives , et  autant  de  permanences  que  de  racines 


t 


)06  « - ALGÈBKF..  • - 

négatives  (*).  Et  s’ il  existe  des  racines  imaginaires' , il y aura 
y — ai  racines  positives  , et  py2i'  négatives,  v étant  le  nombre 
des  variations  et  p celui  des  permanences  du  polynôme  fx  , 
i et  i'  des  nombres  entiers.  > '■  ’ • . . . ■ ‘ 

55à.  Notre  théorie  démontre  que  si  l’on  substitue  pour  x 
deux  nombres  a et  b dans  toutes  nos  fonctions,  et  qu’on  écrive 
les  signes  des  résultats  en  deux  séries  correspondantes  A et  B, 
b étant  > a , 

i°.  il  n’y  aura  jamais  plus  de  variations  dans  B que  dans  A; 
i a°.  Si  le  nombre  des  variations  est  le  même  dans  A et  B,  la 
proposée  n’a  aucune  racine  entre  a et  b ; 

‘ 3°.  Si  la  sérié  B a une  variation  de  moins  que  A , il  y a une  ? 
seule  racine  entre  a et  b ; .*■ 

4°-  S’il  y a deux  variations  de  moins  dans  A que  dans  B , 
ou  la  proposée  a deux  racines  réelles  entre  a et  b , ou  ces  ra— ■ 
cines  manquent  et  sont  remplacées  par  jleux  imagiiiÿres  ^ il 
restera  à distinguer  l’un  de  ces  cas  de  l’autre.  Dans  le'  pi 
pourra  séparer  les  racines,  en  substituant  des  nombres  inter- 
médiaires qui  chassent  les  variations  une  à une  /ce  qui  serait' 
impossible  dans  le  deuxième  cas; 

5*.  Lorsque  la  série  B a trois  variations  de  moins  que  A , ou 
il  existe  trois  racines  réelles  entre  a et  b,  ou  il  n’y  en  a qu’une 
' seule,  les  deux  autres  étant  remplacées  par  des  imaginaires.. 
Des  procédés  spéciaux  feront  reconnaître  ces  circonstances. 

Et  ainsi  de  suite  ; 

6°.  La  valeur  dex  qui,  sans  être  racine  del’équ.  ./xrxo  , fait 
perdre  deux  variations,  en  passant  par  voie  de  continuité 
• de  a à b,  se  rapporte  aux  racines  imaginaires  de  cette  équ.  et 
en  est  l’indication  ; elle  rend  nulle  quelqu’une  des  dérivées, 


(*)  Si  là-qu.  fx  = o est  privée  d'un  de  ses  termes , et  si  les  deux  termes  entre 
lesquels  celui-ci  manque  ont  memes  signes,  cette  équ.  a des 'Racines  imaginaires 
En  effet  le  polynôme  fx  comprend  les  termes  qxh+sxh-* , cl  lorsqu’on  fait 

y — q dans  toutes  les  dérivées , la  série  des  signes  consécutifs  contient 
qui  est  équivalente  à-|-o  + , caractère  qui  annonce  l'existence  des  racines 
imaginaires.  V.  p.  io3.  "**  *# 


4 


RACINES  INCOMMENSURABLES. 


It>7 

les  signes  de  la  pre'cédente  et  de  la  suivante  étant  les  mêmes  ; 
deux  de  ces  fonctions  successives  peuvent  aussi  être  annulées 
ensemble.  S’il  disparait  \ variations,  parce'  que  3 ou  4 fonc- 
tions dérivées  consécutives  sont  nulles,  il  y a deux  couples 
d’imaginaires  pour  l’équ.  fx=o.  Enfin , autant  les  séries  per- 
dent de  fois  2 variations,  les  substitutions  suivant  la  loi  de 
continuité , autant  la  proposée  a de  couples  de  raciues  ima- 
ginaires. 


A 

i‘ 


553.  Comme  la  substitution  des  nombres  continus  n’est  pas 
possible,  pour  faire  usage  de  cette  théorie,  il  faut  opérer 
ainsi  qu’il  suit  : 

i°  On  substitue  des  nombres' pris  à volonté, ‘qu’on  étendra 
depuis  celui  V qui  ne  donnera  que  des  -f-  et  — alternatifs , 
jusqu’à  celui  l qui  ne  donnera  que  des  -4-  ; ces  nombres  V et  / 
seront  les  limites  entre  lesquelles  toutes  les  raciues  sont  com- 
prises. Entre  eux,  il  y a souvent  de  grands  intervalles  qui  n’in- 
terceptent aucune  racine  et  qu’il  convient  de  dépasser  ; des 
esssais  fai ti  sur  des  nombres'1  priSvaftt  hasard  conduisent  aisé- 
ment à éviter  des  calculs  inutiles  ; 

a°.  Lorsque  deux  sériel  ^et  B sont  formées  des  mêmes 
signes,  aucun  de»  polynômes  f,f*,  f. . . ne  peut  devenir 
zéro  par  une  valeur  de  x entre  a eVb.  L’iine  de  ces  fonctions 
devient  nulle-,  quand  une  variation  est  déplacée  vers  la  droite  ; 
et  s’il  n*y  a que  déplacement,  le  nombre  qui  le  produit  n’ac- 
cuse l’existence  d’aucune  racine  imaginaire  de  l’équ.  fc=o. 
Cette  équ.  aurait  deux  racines  imaginaires , s’il  disparaissait 
deux  variations  pour  une  valeur  de  x qui  aanullerait  quelque' 
dérivée  ; * ».  r ' 

3*.  Quand  en  partant  de  a,  on  perd  jusqu’à  b un  nombre 
impqir  de  variations,  il  est  évident  que  fa  et  fb  ont  des  signes 
tfifférens  : le  signe  est  le  iftântte,  quand  il  disparaît  un  nombre 
pair  de  variations.  Nous  retrouvons  donc  ce  théorème,  qu’il  y 
a un  nombre  pair  ou  impair  de  racines  entre  a et  b%  selon  que 
lç$  résultats  fa  et  fb  ont  uû  signe  semblable  ou  différent , 
zéi;o  étant  au  rang  des  nombres  pairs  ; 
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4°.  Locsqu’en  faisant  x=a , la  suite  de  signes  A contient  un 
terme  nul , ou  plusieurs  xeros  successifs , on  formera  les  séries 
a -i etrt-f  J1  selon  la  règle  des  doubles  signes,  p.  io3,  la  tr,sera 
comparée  à la  série  qui  précède  A,  pour  indiquer  les  racines 
, et  ,1a  seconde  à celle  qui  suit  A pour  faire  connaître  les 
racines  ; enfin,  en  comparant  les  deux  séries  de  a—  Jet 
a-\-ï  , on  saura  combien  de  racines  imaginaires  sont  attestées 
par  le  nombre  pair  de  variations  perdues  de  l’une  à l’autre. 

Par  ex.  /i=x54-x+i , /’= 5x<+i  , /*= ao*3,  etc.  , don- 
nent le  tableau  qui  suit,  où  l’on  a fait  usage  de  la  règle  du 
double  signe  pour  chaque  résultat  nul. 

/'  J"  f J"  f f 

X — ~ i -k  — 4-  — -h  — 5 wi.  * • 


- + : 
O O rt 


-f-  -h  4 ou  o vari. 


on  voit  qu’il  existe  une  racine  réelle  entre  — î et  o , et  que 
les  4 variations  qui  disparaissent  de  ar<^o  à x^>o  annoncent 
4 racines  imaginaires.  La  courbe  dont  l’équ.  est  j—fx  est 
celle  de  la  figure  12. 

Pour fx—x^ — 4xJ — 3x-fa3,  — iax’ — 3 

. . .-  , . ■ 

/.v-a4  • • 

'-PJ' 

rï-  0 - ....  -k 

****** 


f—xix'—iqx,  yy=a4x— 

f"  r r f 


ô +‘.  VI 

+ 5tS 


= 3 -k 


x = 4 


r- 

» 


Il  y a deux  racines  imaginaires  qui  chassent  deux  variations 

de  x<C.o  à x £>o  ; les-ÿéros  qu’oq  rencontre  â x=  1 et  2 né  font 

. a. J.L *'  -- 


partir  aucune  variation , ce  qui  vient  de  ce  que  bhaqu 
entre  deux  signes  différent . Enfin,  il  y a une  racine'ëfltre 
2 et  3, 'puis  une  entre  3 et  4 : il  restera  à en  pousser  l’a ppro li- 
ma liou.  La  courbe  jr=-fx est  représentée  fig.  20 , parMOM’. 
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554  Lorsqu’il  n’exisie  qu’une  seule  racine  entre  deux  nom- 
bres a et  b y et  par  conséquent  qu’on  ne  ]>erd  qu’un  variation 
de  la  série  A à B , on  approche  de  cette  racine  par  la  méthode 
de  Newton.  Mais  avant  il  faut  satisfaire  aux  conditions  que 
cette  méthode  prescrit  (p.  89)  , savoir  que  f et  f ne  chan- 
gent pas  de  signe  de  a à b ; c’est-à-dire  qu’il  faut  que  la  va- 
riation perdue  soit  précisément  dans  la  dernière  colonne  f. 
Tous  les  signes  de  A et  B sont  alors  les  mêmes,  excepté  le 
dernier.  C’est  ce  qui  arrive  pour  la  racine  qui  est  entre  a et  3 
dans  l’ex.  précédent. 

Mais  si  la  variation  est  perdue  avant  le  dernier  terme  des 
séries , f'  et  f*  ne  sont  plus  dans  la  condition  exigée.'  Il  faut 
substituer  des  nombres  intermédiaires  à a et  b , afin  qu’en 
resserrant  l’espace  qui  contient  la  racine  , il  n’y  ait  plus  ni  in 
flexion,  ni  tangente  horizontale  à la  courb ej’—fx,  dans  celle 
étendue,  et  qu’on  retombe  sur  le  i*r  cas. 

Ainsi  dans  le  dernier  ex.,  pour  approcher  de  laraciqe  qui  est 
entre  3 et  4,  il  faut  rejeter  hors  des  limites  le  minimum  qui 
est  attesté  par  le  changement  de  signe  de  f . On  pose  l’équ. 
f x — o,  et  on  trouve  que  la  seule  racine  réelle  est  entre  3 et  3,  i . 
Comme  celle  de  fx=  o est  entre  3,  i et  4,  qu’il  faut  que  f et f 
soient  de  même  signe,  on  fera  r— 4»  d’o àf  = 6i,y=  1 1 , 
S= — 0,2,  etar=3,8,  pour  ir* approximation.  Faisant  ,r=3,8, 
d’où /' =43,208,  /=o,6a56,  S=x — 0,01448,  on  trouve 
ar=T  3,^8552  ; et  ainsi  de  suite.  S est  la  sous-tangenté. 

555.  Quand  on  perd  deux  variations  de  A à B,  il  reste  à re- 
connaître s’il  y a en  effet  deux  racines  entre  a et  b.  Cette  dis- 
cussion sera  divisée  en  trois  cas. 

On  comparera,  de  gauche  à droite,  les  signes  correspondans 
des  deux  séries;  dès  qu’on  rencontrera  deux  signes  contraires 
sous  la  même  fonction  , une  variation  sera  remplacée  par  une 
permanence:  plus  loin,  on  trouvera  une  seconde  variation 
. perdue.  Si  cela  arrive  avant  la  colonne  des  signes  de  fx,  ce  sera 
le  3*  cas , traité  ci-après  : et  si  la  seconde  variation  n’est  per- 
due qu’au  dernier  signe,  on  trouvera  les  deux  systèmes  sui vans, 
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où  l’un,  perd  les  deux  variations  dans  les  trois  derniers  signes  ; 

dans  l’autre,  la  irc  variation  est  perdue  avant 

, et  p)  ; ..f'ff  a«  cas. .F  f f f 

•ÿ  =«....+  + '*—  •••»  TV + -f h -f-  — 

. 1 — \ • • • • + + — • y'  4-  '+«■+•  ’ + +1 + + + + 
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Construisons  la  courbe  parabolique  MQM'  (fig.^19  ) dont 

l’équ.  est  j- =yîpy  entre  les  abscisses  AP=a,  AP'  = b. 

556.  i"Cas.  fa  et  f 'b  sont  de  signes  contraires;  ce  sont 
les  valeurs  de%  tangentes  des  angles  T cl  T*  que  font,  avec 
l’axe  des  a:,  les  droites  MT,  M'T“  qui  tortchent  la  courbe  aux 
points M et  M dont  les  abscisses  sont  a et  b.  On  voit  que  l’un 
de  ces  angles  est  aigu  vers  la  droite , et  l’autre  obtus.  Comme 
l’équ./'x  = o ne  perd  qu’une  seule  variation  , elle  n’a  qu’une 
racine  entre  a et  b,  c.-à-d.  que  la  courbe  y = fx  a une  tangente 
en  un  point  intermédiaire  O,  parallèle  aux  x.  fx  ne  perd  pas 
de  variation  et  reste  positif  dans  l’intervalle  ; ainsi  l’arc  tourne 
sa  concavité  vers  le  haut  (n°528).  Lesfig.  iget  20  représentent 
la  forme  de  cette  partie  de  l’arc,  qui  a en  O un  point  de  passage, 
pour/'x,  du  positif  au  négatif,  par  zéro. 

Si  la  courbe  atteint  l'axe  dans  l’intervalle  PP'  (fig.  20),  il  y 
a deux  racines  réelles  Ak,Ak'  •.  Ces  racines  sontimaginaires  dans 
le  cas  contraire  (fig.  19),  et  alors  les  tangentes  aux  divers  points 
de  l’arc  MO  M' s’inclinent  déplus  en  plus  sur  l’axe  de  M en  O, 
où  le  parâllélisme  a lieu;  puisse  relèvent  en  sens  opposé  vers  M' . 
La  nature,  concave  de  l’arc  , fait  qu’il  reste  compris  dans  l’an- 
gle formé  paçles  deux  tangentes  en  M et  M' . On  voit  donc  que, 
si  le  sommet  B (fig.  19)  de/:et  angle  est  situé  au-dessus  de  l’axe, 
la  courbe  ne  peut  le  couper,  et  les  racines  sont  certainement 
imaginaires  entre  P et  P'  ^ 

' " 

■ * ''a**  / 

. (*)  Les  valeurs  de  fa  et  Jb  peuvent  être  négatives  ensemble,  c.-à-d.  que  les 
signes  peuvent  tous  être  contraires  à ceux  qui  sont  indiqués  ici  : mais  ce  cas 
n’cxige  par  un  examen  spécial , et  il  sullitde  tourner  les  fig.  irfot  10  de  l’antre 
cÆté  des  x , par  une  révolution  autour  de  l’axe , afin  de  rabattre  les  fig.  en- 
dessous.  Tout  est  alors  semblable  à ce  qui  a été  exposé  dans  le  texte. 

’ ‘ »*'  . • 
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Or  les sous-tangentes  en  Mc t M'  sont 

PT=S,=-fi-a,  P' T— S,— — . . (.). 


La  i"  est  positive  ,f  a ayant  le  signe  — , et  la  2'  négative.  Il 
est  clair  que  si  l’on  fait  abstraction  des  signes,  et  que  l’une 
des  sous-tangentes  ou  leur  somme , égale  ou  surpasse  l’inter- 
valle b — a,  les  deux  racines  présumées  sont  imaginaires. 

* 

• Et  si  cette  circonstance  n’a  pas  lieu , on  demeure  incertain 
sur  la  nature  des  racines  qui  peuvent  alors  être  réelles  ou  ima- 
ginaires, la  courbe  pouvant  couper  l’axe,  ou  ne  pas  le  rencon- 
trer, entre  P et  P1 . On  doit,  dans  ce  cas,  opérer  de  l’une  ou 
de  l’autre  manière  suivante  : * 

On  regardera  les  limites  a et  b comme  trop  écartées  pour 
décider  la  question  , et  prenant  x = quelque  nombre  intermé- 
diaire a',  on  verra  si  la  série  des  signes  , comparée  à.  A et  B, 
fait  disparaître  les  variations  une  à une;  car  alors  les  racines 
seraient  réelles , l’une  entre  a et  a',  l’autre  entre  A et  b.  Et  si 
la  double  variation  se  perd  encore  entre  a et  a',  on  calculera 
la  sous-tangente  pour  x — a’,  afin  de  vérifier  si  la  règle  précé- 
dente a lieu. 

Ou  bien , on  opérerait  comme  si  l’on  était  assuré  que  les  racines 
intermédiaires  sont  réelles  , et  qu’on  voulût  en  approcher  da- 
vantage, parla  méthode  de  Newton;  car  alors  on  serait  con- 
duit à deux  nouvelles  sous-tangentes,  dont  la  somme  pour- 
rait excéder  b — a. 

Comme  à mesure  qu’on  approche  du  minimum  O,  les  tan- 
gentes approchent  d’être  parallèles  à l’axe,  lés  sous-tangeqtes 
deviennent  très  grandes,  et  la  règle  ci-dessus  est  plus  propre  à 
se  vérifier.  On  comprend  que  si  les  racines  sont  imaginaires 
on  ne  tarde  pas  à les  reconnaître  par  leurs  sous-tangentes  dont 
la  somme  est  > b — a.  * 

Au  contraire , quand  lès  deux  racines  sont  réelles , les  sous- 
tangentes  n’augmentent  plas  indéfiniment;  on  voit  converger 
chaque  valeur  de  x vers  deux  termes  qui  sont  les  racines  de- 
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mandées  Ak,  Ak'  ; et  il  devient  très  facile  de  trouver  Une 
grandeur  moyenne  qui , substituée  pour  .r,  séparé  ces  deux 
racines. 

55^.  a' Cas.  Lorsque  fa  et  fa  soûl  de  signes  contraires,  la 
question  est  d’une  autre  nature,  fa  et  fb  ayant  des  signes 
différens,  et  passant  par  zéro  dans  l’intervalle  ( comme  f perd 
une  variation  , fx=  o,  a une  racine  entre  a et  b)  l’arc  est  con- 
vexe vers  le  haut  en  m (Jig.  ig)  à la  1”  limite  Ap  — a , et  con- 
cave à la  2'  AP'  — b\  et  dans  cet  espace  , il  existe  un  point 
d’iuflexion  I,  dont  l’abscisse  Aq  est  racine  de /"x=o.  Les  sous- 
tangentes  ne  lèvent  plus  alors  la  difficulté,  puisque  la  tan- 
gente mt,  ne  peut  se  prêter  aux  conditions  prescrites  ci-dessus. 
Il  faut  d’abord  resserrer  l’intervalle,  pour  que  l’iullexion  I n’y 
soit  pas  comprise.  On  substituera  donc  pourx  une  autre  va- 
leur intermédiaire  a,  propre  à séparer  les  deux  racines,  hors 
de  l’étendue  oit  est  le  point  I,  ce  qui  ramènera  les  choses  au 
premier  cas 

Il  se  pourrait  cependant  que  la  courbe  eût  la  figure  MIM' 
(fig.  5)  où  l’inflexion  est  précisément  au  point  où  ta  tangente 
est  horizontale  : on  tenterait  alors  vainement  de  resserrer  aspez 
l’intervalle  pour  éviter  que  les  f fussent  de  signes  différens. 
Mais  comme/  et  f sont  nuis  ensemble,  les  équ./'x  jko, 
fx— o,  ont  alors  une  racine  commune  ; c’est  un  cas  de  racines 
égales.  Les  racines  cherchées  seraient  imaginaires,  à moins.que 
l’inflexion  1 ne  fût  je  point  même  de  section  delà  courbe  avec 
l’axe , ce  qui  supposeirait'en  même  temps fx  = o ,-et  par  con- 
séquent la  proposée  attrait  des  facteurs  égaux.  . * , 

558.  3*  Cas.  La  comparaison  des  "'suites  A et  B,  manifeste  la 
perte  de  deux  variations,  avant  d’atteindre  la  dernière  co^ 
Ittnne.  Que  ce  soit,  par  ex.  dès  f que  la  2*  variation  disparaît  ?* 
on  se  proposera  de  traiter  l’équ.y*x  = o,  et  on  cberchera'si 
elle  a deux  racines  entre  a et  b;  Si  ces  racines  n’existant  pas, 
l’équ.</''x=o  a aussi  deux  racines  imaginaires  indiquées  par  les 
deux  variations  perdues,  puisque  la  tangente  à l’arc  de  courbe 
dont  l’équ.  est_y=r  fx,  ne  peut  être  horizontale  ettlre  a et  b 
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attendu  que  fmx  n’y  est  pas  nulle;  cet  arc  n’a  donc  pas  de 
maximum  dans  l’intervalle.  On  reconnaît  de  même  que  les 
e'qu.y'.r=  o,  fx=o  ont  aussi  deux  racines  imaginaires  corres- 
pondantes. 

Mais  si  les  deux  racines  defx  = o sont  réelles  entre  a et  b, 
la  courbe y—fx  a deux  tangentes  horizontales  dans  cet  es- 
pace, et  affecte  la  fig.  ai,  ayant  un  double  serpentement , 
avec  maximum  et  minimum.  La  distance  de  a à b est  donc 
tropgrande,  et  il  faut  la  diminuer,  jusqu’à  ce  que  les  inflexions 
n’y  soient  plus  comprises,  et  que  le  minimum  s’y  trouve  seul.  On 
apprendra  alors  si  l’équ. = o a deux  racines re'elles  entre 
les  nouvelles  limites  plus  étroites  a'  et  b' . De  là  , on  cherchera 
si  la  courbe  dont  l'équ.  y=  f x a ou  non  deux  sections  avec 
l’axe,  et  ensuite  s’il  en  est  de  même  de  la  courbe,/  =fx.  Il 
suffit  que  les  deux  racines  cherchées  soient  imaginaires  pour 

™*l’une  des  équ f“x—o,f"x  = o,fx=zo  pour  que  celles 

qui  la  suivent  soient  dans  le  même  cas. 

Il  ne  faut  pas  oublier,  dans  la  circonstance  présente,  de  s’as- 
surer si  l’équ.  f"x  — o a des  racines  égales;  car  notre  théorie 
suppose  toujours  que  l’équ.  qu’on  traite  est  dégagée  de  ces  ra- 
cines. A cet  égard  , observons  que  la  recherche  des  racines 
égales  est  si  longue  (n°  5ai)  qu’il  convient  tje  l’éviter,  et  qu’on 
ne  doit  s’en  occuper  qu’autant  que  les  opérations  en  montrent 
la  nécessité.  Comme  le  cas  des  racines  égales  est  exceptionnel, 
c’est  un  grand  avantage  de  la  méthode  de  Fourier,  de  ne  les 
chercher  que  quand,  par  accident,  cela  est  reconnu  indispen- 
sable. 

55g.  Il  reste  à examiner  ce  qu’il  faut  faire  quand  il  dispa- 
raît plus  de  deux  variations  de  a à b.  Ou  comprend  qu’en 
rapprochant  ces  deux  limites,  il  arrivera  que  les  variations  par- 
tiront soit  une  à une,  soit  deux  à deux,  ce  qui  ramènera  aux 
cas  traités  ci-dessus.  Cependant , il  se  pourrait  aussi  que  pour 
une  valeur  de  x entre  a et  Æ,  plusieurs  dérivées  devinssent 
nullcs,  ce  qui  conduirait  à trouver  plusieurs  zéros  successifs 
dans  la  série  de  signes  correspondante  à quelque  nombre  in- 

t ii;  . * s 

« 


I 1 4 ALGÈBRE. 

termédiaire  incomiu  a',  comme  cela  est  arrivé  p.  1 08 ; il  dis- 
paraîtrait alors  4 ou  6 variations  à la  fois , indice  assuré  d’au- 
tant d’imaginaires.  Ce  cas  est  facile  à reconnaître  , car  ces  dé- 
rivées ont  des  facteurs  communs , qui  égalés  à zéro  donnent  la 
valeur  de  x qui  produit  ces  zéros  successifs,  et  met  en  évi- 
dence l’existence  des  racines  imaginaires. 

56o.  Appliquons  ces  principes  à divers  exemples  : 

I.  fx  = _ 5*  -f.  3,  f = 3*.  _ 5,  /'  = 6x,  r = «■  . 

f*  r f f 

x îfcs  — s 3 ....  «f  — + — 3 vari. 

2 ....  4*  — -f-  «4*  2 vari. 

«•  o . «r. , -f*  o — » *4“  2 vari. 

+ 

-f-  i ....  -f-  -f*  — — i vari. 

-4-  2 ....  4-  *4-  -f"  + o vari.  f 

v *V  , 

Les  trois  racines  de  la  proposée  sont  réelles , entre  — 3 

et  — a , o et  + i , i et  2.  La  courbe  est  représentée  fig.  1 1 . 

n.  fT  = *’  — 2*  — 5,  f — 3x»  — a,  f — Gt,J”  - 6 
Ja  f-  f ' f 

x = — I . . . . -f-  — •+■  — 3 vari.  • 

O ....  -f-  o — — l vari. 

+ ■ . 

•+.  i . . . . 4-  ■+•  + — i vari. 

-+•  a . . . . + ■+-  -f.  — I vari. 

' . +3....+  + + + o vari. 

Outre  la  racine  réelle  qui  est  entre  a et  3,  on  en  présume  deux 
entre  o et  — i ; mais  celles-ci  sont  imaginaires,  car  on  trouve 
pour  x = — i que  /'  = +t,  f—  — \ , d’où  S.  = 4 qui  est 

>«•  v & 

III.  /*  = **  + *r'+  **•+*,  f — 5xi  ■+■  3x>  + 4 X. 

f = aojtJ  + Ci  + 4,  f — 6ox*  •+•  6,  /■’  — i20xr/»=  iso. 

• -*»  ï > ■ ' “ 

V ,v  •»  " 1 

iç  — a.  ■>..  '+  ^ — ~h  — 5 vari. 

— — -f  — 4-  + 4 vari. 

* o....  ■+•  o -h  -b  4-  o ou  4 wt 

II  existe  une  racine  entre  2 : les  autres  racines  sont 

* - ; t . 
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toutes  quatre  imaginaires,  d’après  la  règle  des  doubles  signes. 
La  proposée  équivaut  à (x3  2)  (x*  -J-  0 =>  °- 

IV.  fx  = x«  — X»  4.  JX*  — 6x  ■+•  5,  /'=  4x>  _ 3*>  etc. 


— o ....  + — 4-  — 

s ....  4-  4-  + - 

a ....  4-  4-  4-  4- 


a vari. 
o vari. 


On  présume  qu’il  y a deux  racines  entre  1 et  2 ; comme  les  f 
et  f " ont  même  signe  + , et  que  les  f ont  des  sigues  con- 
traires, on  calcule  les  sous  - tangentes,  x — t donne  S,  = 1 , 
nombre  égal  à l’intervalle  2 — 1 ; ainsi  ces  deux  racines  man- 
quent. Il  en  faut  dire  autant  entre  o et  1 ; car  les  deux  varia- 
tions sont  perdues  dès  f",  et  l’équ.  f'x  = o a visiblement  ses 
racines  imaginaires. 

Î.Vw. 

V.fx  = X»  — X'  4-  11  - " •*“  -*— * k - 

'ïài'-  ■ * 

x = O • 


-3,  r 


• • *•  H Æ.r\jr+-  . p< 

•f-  — 4*  — 3 vari. 

1 ....  -f-  *4*  4-  — i vari. 

» ....  + -f-  ~h  -+■  o vari. 

La  proposée  a une  racine  entre  1 et  2 ; quant  à celles  qu’on 
doit  chercher  entre  o et  1 , elles  sont  imaginaires  : ou  voit  en 
* effet  que  les  deux  variations  sont  perdues  dès  f , et  que  l’équ. 
fx  = o n’a  pas  de  racines  réelles.  La  codrbe  est  celle  de  la 
fig.  12. 

. ' • • . • 

VI.  fx  = x*  -r.  3x*  — 4*  4.  i3,  f = 3x*  — 6x  — 4>  «te. 

• • * ' ^ 


= — 3 .... 
— a .. .. 
-f-  a .... 


4.  — -f* 


3 vari. 
a vari. 
a vari. 


■f.  3 ....  *f*  “h  “f"  "f*  O vari. 

X)utre  la  racine  qui  est  entré  — 3 et  —2,  on  en  présume  deux 
entre  2 et  3.  On  trouve  • 

x = +2,5..+  + — — 1 vari. 

♦ 

Ainsi  il  y a une  racine  entre  2 et  2,5,  puis  une  autre  entre  2,5 

8.. 
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et  3.  Comme  la  supposition  . 
évidence,  est  due  au  hasard,  voici  1 
pour  les  reconnaître  sûrement.  Les  / et 
jr  ==a,  et  les  /'  passent  du  — au  + 
quelle  est  celle  des  formes  de  la  fig.  20  qui  eonvientà  la  courbe. 
On  prendra  les  sous-tafigentes  aux  deux  limites 


s’agit  de  distinguer 


* 2 if — I if* 4.^* Jif* — — 1 ,/  5,-— 5a  — 5. 

On  supposera  donc  x = aj , et  x = a|.  La  tr*  de  ces  «valeurs 
»4onne  f=o,i,f  — — 2, 3,  S,  = a -^=  0,09,  et  x—  2,34  : 
on  tire  de  la  2*,/==o,a3,/>=:2,7a,$,  = o,o8  et  *=2,72. 
On  est  donc  conduit  à prendre  un  nombre  intermédiaire  tel 
que  x==a,5.  .*  '*  ijjfe 


«VII.  A =•  x*  - | x>  <x«  — + 1 


x = o 

A' 


- + - + 
ô •+•  — '«4- 


J '♦“/  A 


+ \é_. 


I 4 vari, 

7 ou  4 ftin'. 


+ + + 4* 


1 van. 
o vari. 


* 


* 

Les  limites  des  racines  sont  0 et  t : et  comme  les  quatre  varia-  , 
tiens  disparaissent  dans  cet  intervalle,  il  faut  le  resserrer.  On 
fait  x—  \ et  *.  D’une  part,  on  trouve  un  zéro  entre  deux  -4-, 
il  y a deux  racines  imaginaires  ; de  l’autre  on  voit  qu’il  y a 
une  racine  entre  J et  | , puis  une  entre  { et  1 . 


VIH.  A = x»  — 6x>  -f-  7x*  - 8x  + 7 


* = — 4 

V 

...  + 

IV  m 

— -+■ 

n 

/ 

4* 

_ 

5 van. 

- 3 

.....  + 

— + 

— 

4- 

+ 

4 vari. 

. % 

O 

Vé 

— + 

0 — 

+■ 

4- 

— • 

+ 

4 vari. 

X 

• 

....  -+• 

h 

-K  + 

— 

— 

+ 

2 vari . 

2 

....  ■+• 

+ 4- 

4- 

4" 

+ 

0 |Wl'. 

fx-x:  o a une  racine  entre  — 3 çt  — 4>  on  en  présume  deux  . 
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cuire  o et  i,  et  deux  entre  i et  a.  PoOrles  i"»,  comme  les  deux 
variations  sont  perdues  à f , on  pose  f'x — o : °*'  f et  f " 
ont  des  signes  contraires  quand  x = i ; l’intervalle  doit  donc 
être  diminue.  On  prend  x = 3,  d’où  f — — ai , f—  — i ‘ , 
f'= — 5;\,  et  la  différence  de  signes  de  f et  f n’existe  plus. 
On  prend  les  sous-taugentes  pour  s’assurer  s’il  y a deux  racines 
entre  o et  *;  S , est  > {,  ce  qui  prouve  que  ces  racines  sont 
imaginaires.'  Celles  de  l’équ./r  = o le  sont  donc  aussi. 

Quant  aux  racines  entre  i et  a,  il  faut  aussi  diminuer  l’in- 
tervalle ; on  fait  x—  et  comme  f—  — i ,9. . tandis  que 
pour  x—i  et  a,  les  résultats  sont  1 et  3,  on  voit  qu’il  y a une 
racine  entre  1 et  1 puis  une  autre  cuire  1 j et  2. 

IX.  Jx  = 3x*  — jS**  4-  gcur  — 137 

f » 1»  • » : 

x = — 3 •+•  — 4-  — 4-  — . 5 vari. 

— t 4-  — -h  q-  q-  — 3 vari. 

q-i  q-  -t-  q-  — q-  — 3 van. 

q-  a q-  q-  q.  q-  q-  — 1 vari. 

q-  3 q-  q-  • q-  q-  q-  q-  o vari. 

O11  reconnaît  l’existence  d’une  racine  entre  2 et  3 ; en  faisant 
x = a,5,  il  vient  f=  o, 34,/' = 207,  ig,S  =—  0,002,  d’où 
x = 3,498 .... 

Quant  aux  autres  racines,  elles  sout  imaginaires.  En  effet, 
les  variations  perdues  de  1 à a,  le  sont  dès  f,  ce  qui  conduit 
à traiter  d’abord  l’équ.  f'x  = o.  On  pose  x=  1 ,5,  ce  qui  ne 
laisse  subsister  dans  f qu’une  seule  variation  (*),  et  sépare  les 
deux  racines  réelles.  Il  reste  à savoir  si  celles  de  l’équ.yà:  = o 
sont  aussi  séparées/  On  a 


x •=.  1 -f-  -f.  -f.  — 3 vari. 

».  **  w *0  J*- 

3?  = 1,5....'  q-  -4-  Ç vari. 


(*)  L’êqu . f x = i 5 (xt  — 5x*  q-  6)  ?:o,  se  résout  parole  soçoud  dogrp 
et  revient  à (x>  — 3)  {x«  — a)=o;  ainshr  =:  :£  y/3  =î.  ± M$- • • et..... 


= ±Vi=±  1,414... 
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Les  conditionsde  sigues  e'tan  t remplies,  on  procède  au  calcul  des 

sous-tangentes.  Ou  trouve  f=53,5g,f= — a,8i 

ainsi  la  proposée  manque  des  deux  racines  entre  i et  2. 

Pour  les  racines  qu’on  croit  exister  entre  — i et  — a,  on  est 
encore  conduit  à l’équ.  fxxxo,  qui  a deux  racines  réelles  sé- 
parées par  x = — i ,6  : il  vient 

m w t 

- * = — 3.  ..  4-  •—  4-  — 4-  — 5 vari. 

* *=  — 1,6. — 4*  — — — ^ • 

* = — 1,5..  4-  — 4-  n*-  — — 3 varit  , t 

les  conditions  de  signes  ayant  lieu,  on  calcule  la  soUs-tangente 
S, r=î^->o,5.  On  remarque  que  x= — »i ,5  donnent/et  f“ 
de  signes  contraires,  ce  qui  montre  que  l’intervalle  de  — i ,5 

à — a est  trop  étendue.  Jft 

<»  "•  * , 

X.  fx  x®  — 6ir*  -f-  4or>  -4-  (hu  • — *■  — i 

▼*  ▼ ty  m • 

* = — I .....  4*  — -h  — 4*  — + 6 Vari. 

— o,5....  u 4*  { Vàri. 

0  4-  o 4-*  "4-  — S vari. 

1  -f*  o — o -f“  + -4*-; -a  vari. 

a -4-  -+-.<>  — ■+•  + •+■  a vari. 

3 + 4-  -+■  ■+-  -f-  -f*  + O fort. 

• . • . 

Comme  en  omettant  x = — il  serait  disparu  3 variations 
de  — i à o,  il  a été  nécessaire  de  prendre  cet  intermédiaire. 

Les  résultats  zéro  n’apprennent  rien  sur  l’existence  des  imagi- 
naires, parce  qu’ils  sont  entre  des  signes  contraires  (p.  108).  Il 
y a une  racine  entre  — - \ et  o,  et  une  entre  o et  i ; %lles  sont 
x ==  — o,  i3. . . et + 0, 12...'.  Venons-en  aux  quatre  autres 
qu’on  présume  entre  — i et  — j;  et  entre  a et  3. 

Les  deux  variations  sont  perdues  dès  f,  et  il  faut  poser 
/**=o  : mais  on  doit  s’assurer  avant  tout  si  cette  équ'.  a des 
racines  égales,  ce  qui  a lieu  en  effet,  car 

fxff 3o  (X*  — 2X  — 2)*,  fm=  I2o(x — l)  (X1  -*i2x  — 2). 

La  courbe  dont  l’équ.^isk  f"x  touche  l’axe  au  poiut  dont 
les  abscisses  sont  les  racines  de  l’équ.  x*  — 2X  — a=  o,  savoir 
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x = i rh  [/  3 (v.  la  fig.  22) , à cause  de  ces  racines  doubles.  Si 
donc  on  prenait  ces  valeurs  de  x pour  en  déduire  la  suite  de 
signes  de  nos  fonctions,  011  trouverait  deux  ceros  successils,  et 
par  conséquent  la  règle  des  doubles  signes  montrerait  qu’il 
disparaît  deux  variations,  quelque  voisines  que  les  deux  limites 
soient  de  ces  racines,  qui  n'étant  pas  communes  avec  f x — o, 
prouvent  que  cette  dernière  équ.n’a  pas  de  racines  réelles  en- 
tre — 1 et  — o ,5 , ni  entre  a et  3 : la  proposée  est  donc  aussi 
dans  le  même  cas. 

XI.  Pour  x<  _ 41»  ■+■  x»  -+.  Or  + a = o,  J'  = 4x>  — n**  «le. 

11  «'  » ' 

x — — 1 — .-+■  — -t-  — ■+■  4 vari- 

o — •+■  ■+•  ■+•  a vari. 

j -t-  O — o -f-  a vari. 

t . ...  .*-t-  — -t-  a vari. 

'■  * 3 + + -h  + + O vari. 

On  pense  que  les  racines  sont  par  couples  entre  o et  — 1,  et 

entre  2 et  3.  En  cherchant  ces  dernières,  on  trouve  S,  = l , 

5,  = — 1 -7-;  la  somme  est  7 < 1,  et  on  reste  dans  l’incertitude 
s’il  y a deux  racines  intermédiaires  ; on  a les  racines  approchées 
x = 3.4  et  2,8.  On  substitue,  et  on  trouve 

r>  - * 

x = a, 4 .;...+  -f-  + — 3,oa4  + o,o$i6 

»,8  ....^  + + + 5,3a8  -f.  0,2976 

Ainsi  S,  — 0,01,  St-=  — o,o6,x  = a,4i  et  3,^4-  Comme  les 
sous-tangentes  décroissent , loin  d’augmenter , en  approchant 
du  minimum,  on  reconnaît  que  les  racines  sont  réelles.  On  les 
sépare  en  prenant  une  moyenne , telle  que 

* x = a‘,'5.  ...  + +*+  — 

v 

ainsi  deux  racines  réelles  sont  mises  en  évidence,  et  on  peut 
procéder  à l’approximation.  On  voit  de  même  que  les  racines, 
sont  aussi  réelles  entre  o et  — 1.  La  proposée  a pour  racines 

x=i±.ÿi=i±\  ,41421 . . .,  et  a:=t±j/3=i±i , j32o5.  . . 

Elle  équivaut  à (x*  — 2X  — 1)  (x1  — 2X — 2)  = 0 
la  courbe  /rai  peu  près,  la  forme  de  la  fig.  i3. 
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56i . Théorème  de  M.  Sturm.  On  procède  par  la  méthode  da 
commun  diviseur,  à la  recherche  des  facteurs  égaux  de fx  (n°  5ao), 
avec  l’attention  de  changer  chaque  reste  de  signe  avant  de  le 
prendre  pour  diviseur.  Ainsi  on  divisera  fx  par  fx,  puis  fx 
par  le  reste  changé  de  signe , etc.  On  obtiendra  de  la  sorte  uue 
suite  de  polynômes  de  degrés  décroissants , dont  chacun  est 
tour  à tour  dividende  et  diviseur,  tels  que  (*) 

fx,fx, . . . Fx,  fx,  $x.\  ...  V (âf). 

Chaque  terme  est  le  reste , changé  de  signe,  de  la  division  des 
deux  termes  qui  sont  k sa  gauche,  et  V est  un  nombre. 

Qu’on  substitue  dans  tous  ces  polynômes  un  nombre  a quel- 
conque pourx;  et  qu’on  écrive  sur  une  ligne  les  signes  succes- 
sifs des  résultats  obtenus;  qu’on  en  fasse  autant  pour  un  autre 
nombre  b , et  qu’on  place  les  signes  des  résultats  en  correspon- 
danceavecles  premiers.il  s’agit  de  démontrer  que,  si  b~^>a, 
la  seconde  Suite  de  signes  a perdu  autant  de  variations  qu’il  y 
a de  racines  de  féqu.  fx  — o entre  a et  b.  Quand  les  deux  sé- 
ries ont  un  égal  nombre  de  variations,  il  n’existe  aucune  racine 
entre  ces  deux  nombres. 

i°.  Il  a été  démontré  p.  ioa,  que  si  l’on  fait  croître  x par 
degrés  insensibles  de  a vers  b , tout  polynôme  fx  donnera  des 
résultats  de  même  signe  tant  que  fx  ne  sera  pas  nul;  mais  si 
x = «,  donne  f:t  = o,  fx  change  de  signe;  tant  que  x<^«, 
le  signe  de  fx  est  contraire  à celui  de  f’*;  mais  il  devient  celui 
de  f 'a.  quand  x a. 

a°.  Deux  de  nos  polynômes  successifs  (M)  ne  peuvent  être 
nuis  ensemble:  Car  trois  fonctions  successives  Fx,  fx,  ■fx, 
sont  l’une  dividende,  l’autre  diviseur,  et  la  3e  reste  changé  de 
signe,  savoir 

- v Fx=Q  'Xf.tjc-  4^ 

j:.  ••  -;v- 


& »••>*> * 


(*)  Le  g)us  long  de  ces  calculs  est  celui  'qui  donne  le  reste  de  la  division 
de/r  par  fx,  et  la  note  de  la  p.  63  consent  une  règle  qui  abrège  beaucoup, 
l’opération.  - -?  y « 


/ 
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Or  si  l’on  suppose  quex  = <»,  donne  p<  = 4et  = 0»  Dn  a aussi 
F*  — o c.-à-d.  que  le  polynôme  Fx  qui  précède  çx  devient 
aussi  nul;  et  ainsi  de  proche  eu  proche  jusqu’à  fx  et  fx  : 
ainsi  fx  aurait  des  facteurs  égaux  contre  l’hypothèse.  On 
voit  de  même  que  Fu=<pi’=zo,  donnerait  \]/&  = o , et  par 
suite  toutes  les  fonctions  seraient  nulles,  ainsi  que  V : si 
fx'xzo  est  supposé  dégagée  de  racines  égales,  V doit  être  un 
nombre  constant. 

3*.  Tout  polynôme  qui  devient  nul  est  placé  entre  deux  ré- 
sultats de  signes  contraires  ; car  si  <p«  = o,  on  a F*= — 4*> 
d’où  l’ou  voit  que  les  trois  polynômes  deviennent  -f-  o— , 
ou  — o -f--  Ainsi  lorsqu’on  fait  croître  x de  a vers  b par  va- 
leurs continues,  le  passage  de  l’un  quelconque  de  nos  poly- 
nômes par  zéro,  ne  change  pas  le  nombre  des  variations,  puis- 
que comparant  les  deux  suites  avant  et  après  x = a , elles  sont 
-I , et-(-  -j . 

Mais  examinons  ce  qui  arrive  pour  le  dernier  et  le  itr  poly- 
nôme , car  ils  ne  sont  pas  placés  entre  deux  signes,  comme  les 
autres.  Test  un  nombre  qui  conserve  toujours  le  même  signe 
aux  résultats.  Quanta  fx , nous  savons  que  si  ft  = o,  le  signe, 
qui  était  contraire  à celui  de  f'm  placé  à sa  droite , devient 
celui  de  f«  ; ainsi  une  variation  s’est  changée  en  permanence. 

En  continuant  de  faire  croître  .r  par  degrés  continus , fx 
pourra  à son  tour  passer  par  zéro,  et  changer  de  signe,  sans 
pour  cela  , altérer  le  nombre  des  variations , comme  on  l’a  dé- 
montré : et  dès  que  fx  et  f x se  retrouveront  avoir  des  signes 
contraires,  fx  pourra  de  nouveau  passer  par  zéro  , reprendre 
le  signe  qu’avait  d’abord  fx,  et  perdre  une  nouvelle  variation. 
Et  ainsi  de  suite.  ' . 

Cela  démontre  notre  théorème,  puisque  le  passage  de  fx  par 
zéro  produit  une  diminution , chaque  fois,  dans  lé  nombre  des 
variations , et  que  c’est  le  seul  de  nos  polynômes  qui  amène  ce 
résultat.  ‘ ~ ... 

v . ’ t -f  • 1 

f II  est  d’ailleurs  évident  qu’on  petit,  sans  changer  ces  conse*- 
quences  , multiplier  ou  diviser  l’un  de  nos  polynômes  par  un 

nombre  positif  ; ces  facteurs  numériques  permettent  d’éviter 
"•  * 

a 

m 

V 


* « 


t 
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les  coefticiens  fonctionnaires,  comme  dans  la  méthode  du  com- 
mun diviseur. 

"Voici  l'usajje  de  ce  théorème.  Dans  tous  les  polynômes  (M), 
on  fera  x=o,  ce  qui  donne  pour  chaque  fonction  le  signe  de 
son  dernier  terme;  puis  x=  la  limite  supérieure  l des  racines 
positives  ; «ctte  limite  donne  les  signes  successifs  du  i*r  ternie 
de  chaque  polynôme  ; pttendu  qu’elle  revient  à faire  x=  oo. 
On  pose  ensuite  x = — V , limite  des  racines  négatives,  la- 
quelle donne  les  mêmes  signes  que  r= — oo.  On  comptera  les 
variations  de  chacune  de  ces  trois  suites;  si  quelque  résultat 
est  zéro , on  le  remplacera  par  un  , ou  un  — , à volonté , ou 
on  n’en  tiendra  pas  compte  ; ce  qui  est  indifférent,  puisque  ce 
zéro  doit  se  trouver  entre  deux  signes  contraires.  On  conclura 
de  là  que  la  proposée  fx  — o £ autant  de  racines  négatives 
qu’on  a perdu  de  variations  en'  passant  de  — / à o,  et  autant 
de  positives  qu’on  a perdu  de  variations  de  o à -|-  /.  Pour 
séparer  ces  racines  les  unes  des  autres , on  substituera  des 
nombres  intermédiaires,  qu’on  rapprochera  jusqu’à  ce  que 
les  variations  disparaissent  une  à une  ; et  même  pour  opérer 
avec  plus  d’ordre,  on  substituera  d'abord  zéro  pour  x , puis 
des  nombres  croissans , tant  positifs  que  négatifs,  jusqu’à  ce 
qu’on  obtienne  les  suites  de  signes  que  produisent  -f-  oo , 
et  — - oo,  car  on  aura  alors  atteint  les  deux  limites , qui  se  pré- 
senteront ainsi  d’elles-mcmes. 

Prenons  pour  ex.,/x=  x*  — x3  + 2x3  — 6x  -f-  5 = o , d’où 

▼ 

f'z=4x3  — 3x’  + 4x  — 6,  — i3x*-f-68x— 74» 

— ’!92x+1,4*>  „-}-i892293 

tco....  -f + -+•  a vari. 

. > i. . . . -f f--t-  a vari. 

a....  + — (-  — 4"  a vari. 

4>...  +4-  — — -f-  a vari. 

* • • 

aucune  racine  n’est  donc  ni  négative , ni  > 4 : et  comme  dans 
cet  intervalle  on  ne  perd  aucune  variation , les  quatre  raciuds 
sont  imaginaires. 

• j, 

* • • 


♦ 
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Pour  j44-a4-+-3*’.4-2==o,  on  a 5xt-f,3^*+4:ci — *’ — 3x* — 5, 
— i6j4  + 73: — 25,  — 3* — 19,  +6400. 


— 5. 

...  — 4-  4-  — + 4- 

3 vari. 

— a. , 

...  — 4 b 

3 vari. 

— !.. 

...4-4 b 

2 vari. 

— O. 

...  4-  0 4- 

2 vari. 

-f-  I. 

• • ■ 4-4- b 

2 vari. 

..  - « ï*v  ...  . 

II  ne  peut  y avoir  de  racines  qu’entre  — 5 et  + 1 , et  comme 
on  ne  perd  qu’une  seule  variation , il  n’y  a qu’une  seule  racine 
réelle  , qui  est  entre  — 1 et  — 2. 

Soit  fx  — x*  — 613  -f-  7**  + 8*  + 7 , d’où 

•'  Tr  • • ' 

5xl-*i8a:,+ 14*— 8,  iax3— 2iar*+32x— 35,  7691* — , etc. 

« 

x — — 4....  — -f*  — " -f-  -f-  — 4 vari . 

— 3....  *+r  -u  -f*  — 3 vari. 

o,...  -f-  — — — -f-  3 vari. 

4*  !*».»  + I 3 vari. 

•4*  a » • * • H**  + -f*  — — 1 vart. 

Il  y a donc  une  racine  entre  — 3et,-fc*4>  deux  entre  1 et  2; 

les  autres  sont  imaginaires.  ' * 

. ' 

Pour/x  Xsz  x<  — | x3  -f-  4x“  — 4x+  1 ,'  on  a 

5*5  — x'  + ax — 1, — 5x*-j-  yx~-  2,  — 54*4-29,  — 935 

* #P  • " 4-  r™  3 vari.  w ’ •.  4 

■3 4- 4-  — £<wi. 

. » 7 ...  — '**£*  » 

1 . . . . 4>  4*.,tr  <*■  — -i  *«4. 

On  a une  racine  entre  j et  |,  et  une  entre  f et  1 ; les  deux  autres 
sont  imaginaires. 

Enfin*4— 43  + 3:* +8* 4- 2 donne 

ix5 — 6x’-f-x  + 3,  5x’ — iox  — 7,  x — 1,  +12  4 
x — — I ....  4- (-  — 4-  4 vari. 

, '■  o. ...  -f*  — 4*  2 vari. 

1 . . v."  -f*  o — o 4-  a vari. 

» . . . . 4*  — — 4"  4"  3 .«*rf. 

3.. ..  4-  -f-  4-  4-jS»o  vari. 

ou  a deux  racines  entre  o et  — 1,  et  deux  entre  2 et  3. 
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Le  théorème  de  M.  Sturm  est  très  remarquable  , et  doit 
faire  partie  des  clémcns  d’algèbre.  L’analogie  qu’il  a avec  ce- 
lui de  Fouricrcst  évidente,  et  les  aveux  de  l’auteur  montrent 
qu’il  s'en  est  servi  pour  diriger  ses  recherches.  Il  reste  encore 
à séparer  les  unes  des  autres,  celles  des  racines  qui  ne  sont  pas 
isolées  entre  les  nombres  substitués,  ce  qui  exige  de  nouvelles 
substitutions  intermédiaires.  Au  reste,  celte  méthode  ne  donne 
aucune  ressource  pour  procéder  à cette  séparation,  ni  pour 
approcher  de  plus  eu  plus  des  racines. 

56a.  Méthode  de  M.  Budan.  Soit  fait  x — a dfy  dans  l'équ . 
fx—o  ; l’inconnue  de  cette  transformée  sera  jr  — x — a : nous 
avons  donné  p.  46  un  procédé  propre  à obtenir  facilement 
celte  équ.  Soit  de  même  composé  des  transformées  en  x — b,\ 

x — c, a yb ÿc  étant  des  nombres  quelconques  croissans. 

Observez  que  ces  équ.  se  déduisent  successivement  les  unes 
desautees  ; car  soient  b—  a -f-n,  c=  b vous  lireiez  de- 

là 1"  transformée  en  y ou  x — a,  celle  dont  l’inconnue  est 
z—j — ct=x — ( a-f-  a)  —x  — b.  De  même  , de  cette  der-  ‘ 
nière , vous  tirerez  celle  dont  l'inconnue  est  /=z  — / l—x — c, 
elc. 

Admettons  d’abord  que  toutes  les  racines  de  fx  — o soient 
réelles;  le  nombre  des  positives  est  égal  à celui  des  variations 
(u°  545);  il  eu  faut  dire  autant  de  chacune  de  nos  transfor- 
mées. Mais  si  des  racines  sont  entre  o et  fl,  elles  rendent 
négatif  y — x — a ';  ainsi  le  nombre  des  variatious  de  la  trans- 
formée en  x — a sera  moindre  d’autant  d’unités  qu’il  y a dé- 
racinés entre  o et  a.  Donc  si  la  proposée  et  sa  transformée  en 
x — a ont  un  égal  nombre  de  variations,  il  n’y  a aucune  ra- 
cine entre  o et  a ; il  y en  a une  seule  , si  cette  transformée  perd 
une  variation;  2,3,4*  • ■ • racines  font  disparaître  2', 3, 4*  * * * ■ 
variations.  De  même  pour  l’équ.  en  z—jr — <*,  autant  on  aura 
perdu  de  variations  de  l’équ.  en  y,  à celle  en  z,  autant  il  y aura 
de  racines  de  y entre  o et  «,  c^à-ti.  autant  de  racines  de  x * 
entre  oet  b , puisque  &=a-|-a;'et  ainsi  de  suite.  Quant  aux 
racines  négatives,  «n  change  * en  , — x daus  fx=  o , et  ou  » 
cherche  de  nouveau  les  positive*. 
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Celte  conséquence  n’est  plus  vraie  quanti  la  proposée  a des 
racines  imaginaires;  et  lorsqu’on  perd  à la  fois  deux  variations, 
on  ignore  si  celte  perle  est  due  à l’existence  de  deux  racines 
intermédiaires  , ou  si  ces  racines  manquent  et  sont  remplacées 
par  deux  imaginaires.  La  perte  de  trois  variations  laisse  dou- 
ter s’il  y a trois  racines  ou  une  seule , etc. 

.Selon  M.  Budan  , il  faudrait  alors  fractionner  l’intervalle 
pour  le  resserrer,  afin  que,  s’il  existe  en  effet  deux  racines  in- 
termédiaires, on  puisse  les  séparer;  ce  qu’on  reconnaîtra  par 
la  perte  des  variations  une  à une.  Si  ces  racines  sont  très  rap- 
prochées, qu’elles  ne  diffèrent  par  ex.  que  dans  les  a*  décima- 
les, ce  n’est  que  lorsque  l’intervalle  entre  les  nombreso.a,/>,c,., . 
sera  d’un  centième,  qu’on  sera  certain  de  les  avoir  séparées. 
Non-seulement  ces  calculs  sont  pénibles  ; mais  si  les  racines 
qu’on  cherche  manquent  en  effet,  comme  la  séparation  est 
impossible,  on  pousserait  fort  loin  l’approximation,  sans  avoir 
jamais  la  preuve  que  ces  racines  n’existent  pas , parce  qu’elles 
pourraient  être  plus  rapprochées  que  le  degré  d’approximation 
qu’on  a obtenu.  Cette  objection  contre  la  méthode  est  insur- 
montable, si  ce  n’est  dans  des  cas  particuliers  pour  lesquels 
M.  Budan  donne  une  solution  de  la  difficulté,  qui  reste  d’ail- 
leurs entière  dans  tous  les  autres  cas.  Ainsi  cette  méthode  ne 
peut  être  regardée  comme  satisfaisante. 

Voyons  maintenant  comment  l’auteur  la  fait  servir  à ap- 
procher les  racines.  De  l’équ . fx  = o , il  tire  successivement 
toutes  les  transformées  en  x— i ,x — 2,  x — 3...;  par  le  procédé 
delà  p.  46)  jusqu’à  ce  qu’il  arrive  à une  équ.  qui  n’ait  que 
des  + : d’après  le 'nombre  de  variations  perdues,  il  apprénd 
combien  il  peut  exister  de  racines  entre  les  nombres  0,1,2,...,  ’ 
ce  qui  donne  l’entier  contenu  dans  chacune.  Si  la  transformée 
en  x — a a zéro  pour  dernier  terme,  x — a est  facteur  de  fx 
( n°  5oo)  ; et  quand  plusieurs  derniers  termes  de  cette  trans- 
formée sont  nuis  à la  fois,  la  racine  a est  multiple  : ce  qui  fait 
connaître  toutes  les  racine^entières  inégales  ou  égales.  Il  reste 
ensuite  a traiter  à part  le  quotient  de  fx  divisé  par  x — a. 
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Nous  désignerons  par  (o),  (i),  (a), les  transformées 

en  a:  — o,x— i,x — a,  etc.  • -, 

Ainsi  pour  l’équ.  x4— °>  on  a 


(o)....  i — 6 + 16  — 24  •+•  16  * 

(t)....  1 - 2 + 4 - 6 + 3 

* (a) ....  1 + 2 -j-  4 0 0 

ainsi(x — a)’  divise,/*,  et  comme  (x—  i)’-f-2  (x—  i)4*4=° 
est, le  quotient,  et  que  cette  e'qu.  a ses  racines  imaginaires, 
l’équ.  proposée  est  résolue. 

Prenons  x4 — 8x» — i6x — 12  = 0-,  en  nous  bornant  $ux 
transformées  qui  perdent  des  variations  et  qu’il  suffit  de  trai- 
ter , nous  avons  . 

* • 

(0) ....  i f b — 8-»  16  — 13  1 vari. 

(3)...*  1 ia  -f-  4®  *+*  44  — 5i  1 vari. 

1 rf»  16  -f-  88  -f-  176  -f-  5î  o vari. 

«t.  5- 

Changeant  or  en  — x,  (o)....  i o — 8 -f-  16  — 11  3 vari. 

(1) . . . • î-f-  4 — 3 + 4 — 3 3 vari. 

• ry*  ..  (^).  . . . I “f*  8 l6  -f»  l6  -f-  4 0 var*- 

‘ * ' • , 

On  voit  qu’il  existe  une  racine  entre  3 et  4,  et  qu’entre  — i 

et  — a il  peut  y en  avoir  trois  , ou  peut-être  une  seule,  sans 
qu’on  sache  lequel  de  ces  deux  cas  a lieu. 

Dans  tous  les  cas,  on  connaît  donc  ainsi  la  partie  entière  a 
de  chaque  racine;  cherchons  le  chiffres  a!  des  dixièmes , celui 
a"  des  centièmes , etc.  ; posons 

x — a — izx',  x'  — a'  — ^x",  x"— a”=^x*,  etc., 
d’où  *=«  + ro«'  + Tîîr  <*"  + —'  ssa"-f-etc. 

Or  a étant  l’entier  le  plus  grand  contenu  dansx,  x — aest<^i, 
d’où  x!  < 10  : de  même  si  a est  le  plus  g&nd  entier  contenu 
dansx',  x' — a'  est  i,  et  x"  < 10,  et  ainsi  de  suite.  D’où 
l’on  voit  que  les  entiers  a , a' , a"...  contenus  dans  x'  ,x",  x*... 
sont  tous  < to,  et  composent  les  chiffres  décimaux  successif** 
de  la  valeur  de  x. 

Lorsqu’on  aura  trouvé  la  transforinée  en  x — a qui  perd 

une  variation , et  fait  connaître  Feu  lier  a de  la  racine,  ou 

* .V 


\ 
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composera  la  transformée  en  x',  qui  consiste,  d’après  l’équ. 
x — a = ■+. r',  multiplier  par  160,  101,  ioa...  les  coefliciens 
respectifs  del’èqu.  en  x — a.  De  cette  e'qu.  en  x',  on  tirera  les 
transformées  en  x'  — 1 , x'  — a, ...  ; celle  en  x' — a qui  perd 
une  variation  (a  étant  < 10)  donnera  le  chiffre  a des  dixièmes. 
Multipliant  de  nouveau  les  coefliciens  successifs  de  l’équ.  en 
x'  — a' par  io°,  io1,  ioa. . . on  aura  l’équ.  eu  x ",  d’où  l’on 
déduira  les  transformées  en  x" — 1 , x " — a,...  x'  — a’  ; celle  ci 
perdant  une  variation,  a" 10  sera  le  chiffre  des  centièmes  de 
la  racine  : ainsi  des  autres  chiffres. 

Observez  que  si , au  lieu  d’arrêter  le  calcul  des  transformées 
à celle  quia  une  variation  de  moins,  on  le  poussait  jusqu’à 
l’équ.  en  x'  — 10,  comme  x'  — to  = 10  [jr  — (a  4-  1 )],  les 
coefliciens  de  cette  transformée  seraient  les  produits  par 

io°,  101,  io1 de  ceux  de  l’équ.  en  x—(a+  1);  ce  qui 

donne  un  moyen  de  vérifier  l’exactitude  des  calculs. 

Ainsi  dans  l’ex.  précédent,  si  l’on  supprime  les  transformée» 
inutiles,  on  a pour  la  racine  entre  3 et  4 

équ.  en  r",  (o)....  1 + no  + 4600  4i°°°  — 5ioooo 

(6) ....  1 + 144  + 6976+113014—  53i84 

(7) . . . . 1 + 148  + 74*4  + >374*1  + 66961 

(10). ..  1 + >60  -+•  83oo  + 176000  + 5aoooo 
On  en  conclut  que  x'  est  entre  6 et  7 , d’où  x=  3 ,6.  L’équ.  (10) 
étant  la  même  que  l’équ.  (4)  ci-dessus,  dont  les  coefliciens 
sont  multipliés  par  1,10,  100,  1000,...  sert  à vérifier  les 
calculs.  Pour  trouver  les  centièmes  de  la  racine , on  reprendrait 
l’équ.  (6),  dont  on  multiplierait  les  coefliciens  par  les  même» 
facteurs,  et  on  aurait  l’équ.  en  x',  etc.  C’est  ainsi  qu’on  trou- 
verait ;r=3, 64575. . . 

De  même , pour  la  racine  comprise  entre  — 1 et — 2,  qui  est 
— 1 , 64575. . . Les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Ce  mode  d’approximatiofi  est  général;  mais  il  est  long, 
et  moins  commode  que  d’autres,  auxquels,  pour  cette  raison, 
on  donne  la  préférence.  C’est  aussi  celui  qu'on  emploie  pour 
séparer  les  racines,  quand  il  s’en  trouve  plusieurs  comprises 
entre  deux  entiers  successifs  : car  alors  les  variations  qu’on 
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perdait  à la  fois  dans  le  passage  d’une  transformée  à la  sui- 
vante, sc  trouvent  ne  disparaître  que  l’une  après  l’autre,  lors- 
qu’on atteint  au  premier  des  chiffres  décimaux  qui  n’est  pas 
commun  à ces  racines.  C’est  ce  qu’on  voit  sur  cet  exemple  : 

* « ^ t ' 

x*  — 4x5  -f-  x*  -f-  6x  -f-  2 = o. 


(«)•••• 

1 — 4 + ('  + 6 + a 

3 vari. 

c«)- - - 

1 0 — f 5 o-(-6 

3 vari. 

. <’)•••• 

1 + 4 ■+•  « — 6+3 

3 vari. 

(3;.... 

«-+■8  + 19+11-1-3 

0 vari. 

• » • 

H 

0^ 

1 + 4 + 1 — 6 + 3 

•£  vari.  » 

1 + 8 ”4-  19  *4*  13  + 3 

0 vari. 

Il  peut  exister  deux  racines  entre  2 et  3,  et  deux  entre  o et 
— 1.  Pour  s’en  assurer  et  approcher  de  leurs  valeurs,  on  fera 
x — 2 s=  x',  pour ‘trouver  les  racines  entre  2 et  3 : il  vient 

- "fa  , , r , 

(o)  . . .t.  .«  + 4°  + 100  — 6ooo  + 30000  0 var. 

(4) f  + '6  + 676  — 3oo4  4-  4'6  3 var. 

(5)  — l5oo  — 1875  I var.  * 

(7)  Vî . . 1 -4-  08  + ia34  — 31 5a  — 979  1 var. 

(S)'....  1 -f  73  + 1444  + 5338  + 2976  o var. 

11  y a donc  deux  racines  de  x entre  2 et3,  savoir  x=2, 4- •. 
et  2,7. . .*  On  poussera  l’approximation  plus  loin  , en  partant 
des  équ.  (4)  et  (7),  et  cherchant  d’abord  les  centièmes,  puis 
les  millièmes. . . on  trouvera  x=  2,4 >4*  v ct  2j"32.  • • 

Pour  les  racines  qu’oa  présume  exister  entre  o et  — 1 , on 
prendra  l’équ.  (o)  après  avoir  changé  x en  — x,  et  comme 
par  accident,  cette  équ.  est  la  même  que  (3),  et  conduit  aux 
transformées  ci-dessus,  les  fractions  décimales  sont  les  mêmes, 

x — — o ,4  • 4 ■ ■ • et  — o,y32. s 

Voy.  la  note  qui  termine  l’algèbre  de  M.  Bourdon. 

* 

: : . 

> Racines  imaginaires. 

563.  Les  opérations  algébriques  faites  sur  les  binômes  ima- 
ginaires a -f-  by  — i,a<  + b'p'*-i,  conduisent  toujours  à des 
résultats  dé  même  forme.  En  effet  : . 
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1 •.  I/additiou  donne  (a  -f-  a)  -f-  (ù  + b') y/  — 1 . La  sous- 
traction se  fait  en  changeant  a et  b’  de  signe. 

a°.  Le  produit  est  (aa'  — bb ')  -4-  (ab  a'b) ÿ — 1. 


3°.  Le  quotient 


a +b  y/ — 1 _(  aa+bb')  +(a'b—ab') \/ — 1 


a'+b'y- 


J+  b'‘ 


en  multipliant  les  deux  termes  par  a — b’ \/ — t. 

4°.  Le  développement  de  ( a + b\/ — i)"1  s’obtient  en  faisant 
(a  -fb)m,  se  servant  de  la  formule  6,  p.  n , et  remplaçant 
ensuite  h par  bÿ  — 1.  Or  il  est  évident  que  les  termes  alter- 
natifs où  h est  affecte  de  puissances  impaires  sont  seuls  imagi- 
naires , et  tous  les  autres  réels  ; car  en  formant  les  puissances 
1 ,2,3,4-  • • de  — 1 , on  trouve  une  période  composée  des 
seuls  termes  [ \/ — 1,  — 1, — 1/ — 1 , -f-  1 ] qui  se  reproduisent 
indéfiniment.  Ainsi  le  développement  a la  forme  p- \-q  j/ 1. 

5".  Observez  que  si  m est  entier  et  positif,  la  série  est  li- 
mitée, et  p et  q sont  des  quantités  finies  s le  même  calcul  est 
applicable  aux  cas  où  m est  négatif  pu  fractionnaire:  seulement 
p et  y sont  des  développeinens  illimités.  Toujours  b est  fac- 
teur de  q. 

6°.  Ce  cas  comprend  celui  des  extractions  de  racines  de  tous  les 
degrés  : comme  celui  des  racines  carrées  revient  fréquemment, 
nous  l’examinerons  à part.  Pour  avoir  \/(a  + 4 y — i),  po- 
sons  • « > 

ÿ(a  +b\/—  1)  + V (<*  — ^>V  ~ *0 

l = y/{p-\-by  — 1)  — y/ (a  — b[/  — 1) 

d’où  AJ  = 2a  -f-  ay/fa’  -f-  ù“)>  t‘=x.  2a  — 2 l/(ns  -f- b*) 

comme  + ùa)  > a,  on  voit  que  est  un  nombre  posi- 
tif, et  Z*un  négatif  — g-’;  ainsi  A est  réel,  et  l a la  forme 
g\/ — 1.  Ainsi  en  ajoutant  ou  retranchant  les  expressions  ci- 


dessus  % on  a 
i/(a 


±b\/  — ijSi 


La  forme  du  binôme 
T.  H. 


t,  « 

pas  changé.  EÎfc  faisant  a—  o, 


v 


Digftized  by  Google 


« 


30  ' 1 • . ALGEBRE. 

et  b = i , on  trouve  k'‘  = 2 = — 1 ; d’où  * 

1/1/ — ,=  iv/u+  i 

70.  Lorsqu’on  fait  x — a + b\/ — 1 dans  un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier  kx * -f-  pxa~l ... , comme  chaque  terme  se  dé- 
veloppe et  a la  forme  i-f ■/  |/ — 1 ,.  il  s’ensuit  que  le  polynôme 
a aussi  cette  même  fonnç,(*y. 

8°.  Les  mêmes  opérations  faites  sur  3,4»  /.  • binômes  ima- 
ginaires conduisent  à une  conséquence  semblable. 

II.  Soita:=a-i-£ . — 1 une  racine  de  l’équ.  fx—o  : si  l’on  ef- 
fectue les  ealcuts,  le  polynôme  jx  prenant  la  forme.? -1-  Q 1/ — 1 , 
et  le  résultat  étant’ = 0,  il  est  clair  qu’on  a P = 0 et  Q=o, 
puisque  la  partie  réejle  ne  peut  détruire  l’imaginaire.  Or  si  l’on 
fait  xz=.a  — b \/ — r dans  fx , comme  Q contient  toutes  les 
puissances  impaires  de  b,  et  qu’il  suffit  de  changer  ci-dessus  b 
en  — b , le  résultat  sera  P— (J {/. — 1 , et  par  conséquent  = o; 
ainsi  a — bv — r est  aussi  racine  de  l’équ.,  et  fx  e st  divisible 
par  ( x — a)1-)- A1,  produit  dpideux  facteurs  du  1"  degré.  Donc 

- Vit  ' > -r.'  éfyngt.  -.,y  ' ■ 5"  t ' 

....  J ■ - 

' Jt  % 

(*■)  Pour  développer  (n+i  v'— ')* , posez 

a = r cos  t , b%=.r  sin  1,  d’oùr’  =■  o’  +•  b*,  tangl  = ^ 

relations  qui,  dans  tous  les  cas,  donnent  des  valeurs  réelles  pour  r et 
l’angle  t;  r,  ou  y' (a’  + J’  ) est  ce  qu’on  appelle  le  module  de  l’imaginaire 

a -b  b J — 1 1 Par  un  théorème  qui  sera  démontré  n°  5na , on  en  tire 

& - . v/'  » 

« ± i,/  — 1 r (cos  I sin  li  y' — ,),  f 

(4  ± W — 1 )h  — rb  (cos ht  rfc  sinAl.  y'  — 1). 

Ainsi  fx  = *.r»  -t-  px*-’  4-  qx"—. ......  se  développe  sous  la  forme 

P ■+■  Q ✓ — 1*,  et  on  a + , ’V. 

P = 1er * cos  ht  jrh  pr*v r‘  ■»  — 1)  t •+■  qr*—*  oos  ( n — a)  S, . . . 

. Q = Ar"  sin  ni  — 0*  -+•  qr—*  sin  (n  — 1)».:.. 

Si  j-ü±iy'-i  ost.nietne  dél’Sjm fx  = o,  on  a les  équ.  P=o  elQ—o, 
qui  sont  équivalentes,  sous  One  autre  forme,  à celles  du  paragraphe  sui- 
vant 111.  Les  facteurs  d*  a*  degré  de  fx  sont  x»  — a rx  cos  t H-  r*. 

* ' »,  J’  * 

Lorsque  1 = -,  on  a pour  la  racine  i*  £ » 


>2 

rt  4 y/ — 1 


.V'Wf  * »ln  f-V—  ')• 


4, 


racines  imaginaires.  ,5, 

si  une  équ.  fx  = o u pour  racine  a + bv/—  i,  elle  a aussi 
a — b|/  — i et  le  polynôme  fx  a le  facteur  du  second  clé  g ré 
x1 — 2ax  -f  a*-f-b\ 

III.. Pour  former  le.s  polynômes  P et  Ç,  il  suffit  de  chan- 
ger i en  bÿ—  i dans  Féqu.  p.  4<^  et  supprimant  le  facteur  b 
qui  «st  commun  à tous  les  ternies  de  Q,  les  équ.  P=0  O='o, 
deviennent  ’•  v 

À*.  , b 1 b i 

* ra4UL_ 

Ja  a . 3 ’ ■ 1 a + ^ a “ etc-  = 0 i • 

. 

et  meme  ces  équ.  feront  connaître  les  racines  imaginaires  île 


l’équ.  quand  a et  b*  seront  coin mensuça blés  ; éliminant  b\  J 
suffira  de  traiter  l’équ.  finale  en  a par  le  procédé  dè  iâ  p 5* 
Soit,  par  ex.,  l'pqu. 

V — 3xa— 13X+40  = o;  ... 

d’où  â*-r-3a  — 1204-40 — (6a1  — 3)  b 1 +^  = 0 , 

4 a5  — 6a — 13  — 4a  ù— o 
• • •* 

Éliminant  b*,  on  a i6as—  a4a*— i5taJ  — sè^Tjjour  équ. 

finale:  on  obtient  les  racines  commensurables  a =-f-2  et 2 

d’où  b'—  1 et  4,  puis  x — 2 ± y/—  , et  — 2î£  24/—  1 1 là 
proposée 

~[(x~ >)’+*]  [(* +"  »)*  + 4]=(x‘— 4x  — 5)  (x1 4 4.2- 4 8). 

Soit  encore  x4  — 4x4- iox'_  8x4- 16  = 0,' d’où 

a4  — 4a»  +■  1 oa1  8a,-f-  1 fi  — b’  (6a1  — 1 j.a  4 10) +#=0  ’ 

qa‘  — 1 2a ' 4-  aqa  — 8 — ù!(4a  — 4)  ==>^ 
éliminant  b';  — ^ 4 a4a&  - 68a' 4 1 vy.a'  — 970*^34/,- Q, 
ainsi  a-oet2,  d’où  b*z=  2 et  4,  ainsi  la  proposée  revient  à 
(x1  4 2)  (x1  — 4x  -f-  8)  = o. 

Quand  l’équ.  finale  en  a n’a  pas  de  rarine  commensurafile,  * 
cette  théorie  ne  fait  connaître  a et  b que  par  approximation*’  ’ 

Ô6.4.  Mais  il  reste  à denicnUer  que'  toutes  lês 'racine*  ima- 
ginaires  ont  la  forme  x = a ± b — 1 , et  meme  que  loult 

• * ' • ' 9- 
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équ.  à une  racine.  C'est  à peu  près  ainsi  qu’il  suit  que  l.e- 
gehdre  prouve  ces  the'orèmes  ( Théorie  des  nombréi , I , 

• p.  i75).  , . • . • 

I.  Si  l’on  change  x en  x + h dans  uu  polynôme  fx , le  dé- 
veloppement est  fx  -f-  hf'x  -f-  \h‘f"x. . . . ; posant  ensuite 
xt=.a  4-  b v/ — i fx  prend  la' forme  c-j-d  [/  — i , expression  qui 
n’est  pas  nulle,  parce  que  nous  ne  supposons  pas  que  a-+-b\/ — i 
soit  racine  de  l’équ.  fx=o.  De  même  f'x,f’x , . . . prennent 
la  forme  c'-fc-  d \/ — i , «te.  : seulement  quelques-unes  de  ces 
dernières  expressions  peuvent  être  huiles.  Admettons  que  i soit 
la  plus  basse  des  puissances  de  h dont  le  coefficient  n’est  pas 
nul,  eti  sorte  que,/*  devienne,  pour  r=a-f-6  f — i 4~ 

(c+df-î)+k\c'+d'  V'-i  )4*A,+,(c'-f  .=P+  Qÿ- 1 


d’où  c 4 cV*< 


+ = o,* 

dV  + ‘z1*  ' . . . =0. 

’ T '•*  ••  >>  • 

Nous  remplaçons  ici  h par  «z,  et  nous  Supposons  que 

xxzà+by/^igjjstiy  soit  faclne.de  l’équ.  /r=o.  Il  est  évident 
que  ces deqx . O— o . qui  exprimenteette condition, 
•reviennenTO1/"^ (fé=o , puisque  cette  équ.  ne  peut  subsister 
; sans  reproduife  les  précédentes.  Développant  les  carrés  de  P 
t et  ~Q,  il  vierft 

P'  + Q‘  = (c*  -f-  d2)  -J-  2(cc'  4-  dd)*lzl  + etc. 

Comme  on  peut  prendre  • aussi  petit  qu’on  veut,  le  ternie  en 
, afz1  donne  son  signe  (n°5i  3)  h la  somme  de  tous  les  termes  qui 
suivent  c’ if-  d*  ; et  prenant  z1  = + i , ou  — t , selon  les  cas, 
pour  donner  au  a*  terme  un  signe  contraire  à celui  du  i",  la 
soiqme  P*  - 4*  Q*  est  < c’1  -f-  d“. 

Il  est  vrai  que  ce  -f-dd'  pourrait  être  nul  ; mais  alors  on.fe- 
raitz‘  = di  [/  — i j car  P -f-  Q \/  — i deviendrait  alors 

- c -4-  d [/  — i i (c'  -J-  \/  — i)*1  |/  — 1-4-  etc. 

*^’où  P = c q:  d'et'etc  , Q = d ± cV  etc. , ‘ * 

P’- f Q'=c,4-d‘rpa{ed' — c'd)»f-f- .... 


v 
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1 

y Google 


RACINES  IMAGINAIRES.  I 33 

ainsi  on  a encore  Pa  -f-  Q*  < ca  -f-  d',  pour  de  petites  valeurs 
de  »,  en  prenant  ici  le  signe  contraire  à celuTde  cd'-  cd. 

On  ne  pourrait  d’ailleurs  avoir  cd' — c'd=zo,  et  cc'+dd— o> 
car  la  somme  des  carres  de  ces  e'qu.  revient  à 
(c’-f.  <#■)(?'* -f-d',)xao,  ce  qui  supposerait,  contre  l’hypotfiesc, 
que  c et  d,  ou  c'  et  d!  sont  nuis  ensemble. 

II.  Quant  à l’équ.  z‘=±.  i , ou  ±: y — i , il  est  aise  de  la 
résoudre. 

i*.  Pour  **  = i , on  ax^=.  i. 

a°.  Pour  *‘=3 — i,  on  a z = — 1,  quand  * est  impair. 

Si  i=  ai  est  double  d’nn  nombre  impair  i,zaA  = — i ; on 
pose  z*  = l,  d’où  il= — i , et  <=— i==z%  puis  z—±.\/— , . 

Si  i =x4Æ,z**=— i , donne  laA= — i,  pui$,t:=:fcp/ — i ~zn ; 
donc  z =±\Z(±i/ — i)  expression  qu’on  sait  mettre  sous  la 
forme  a+pÿ — i (n°  563,  6"). 

« Pour  j = 8A,***=s — i donne”!  = *■  + /)  — i = za,  et 

extrayant  la  racine , * prend  la  forme  » -f-  pt  y — i , et  ainsi 
de  suite.  ” •v 

3r.  Quant  aux  équ.  s'=a±:  v/'—  i , soit  v l’une  des  racine»; 
v’  le  sera  de  z1'^ — i , équ.  qu’on  sait  résoudre,  et  qui  donne 
1 =‘'>  ; v a encore  k forme  i. 

III. ’ Tl’ est  donc  démontré,  dans  toute  équ.  fx  ==  o,  même 

quand  les  coefficiens  sont  imaginaires,  que  si  l’on  pose 
x = a — ? > ce  quidonne  c+é |/ — i,  on  sait  corriger 
l’hypothèse  eçt  faisant  x—a  + b [/  — t -f  «z,  de  manière  à 
obtenir  un  développement  P + Q \/  — t , dans  lequel  on  a 
P*  -j-  Q*  < c*  -f-  d*.  Partant  ensuite  de  cette  valeur  corrigée 
de  x,  on  en  formera  une  seconde , par  le  même  procédé,  où 
P*+Ç>a  aura  diminué,  et  cela. indéfiniment.  Et  comme  ce  bi- 
nôme est  essentiellement  positif  et  décroissant,  on  le  rendra 
ainsi  autant  qu’on  voudra  voisin  de  zéro;  c.-à-ÿl.  qu’on  est 
assuré  qu’il  existe  une  valeur  x = A qui  donnera 

p -f-  Qÿ  — t , et  P*  -fe  Q*  = o,  d’où  P,  <*t  Q = o.  i#.  l’équ. 
fx  — o a donc  toujours  une  racine  de  la  formé  a + b^ i , 
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et  par  suite  une  2',  a—  b\/ — 1 , et  un  facteur  réel  du  1'  degré 
(x  — a)’  -f-  b*  : amendant  si  b = o,  la  racine  est  réelle  et  n'a 
//tus, sa  conjuguée.  * 

a°.  / 'oute  êqu.  def  degré  pair  est  décomposable  en  facteurs 
réels  du  2'  degré ; il  en  est  de  même  des  êqu.  de  degré  impair , 
mais  il  y a en  outre  un  facteur  binôme  du  1 ,r  degté. 

3°.  Les  racines  imaginaires  des  équ.  sont  toujours  conju- 
gues sous  la  forme  a ±1)^/  — 1 ; et  toute  Jonction  imaginaire 
est  réductible  à celle  forme  j car  en  égalant  cette  fonction  à z, 
011  pourra , par  des  transpositions  et  élévations  de,  puissances, 
chasser  de  cette  équ.  tous  les  radicaux  (n°  577)  , et  arriver  à 
une  équ . fz  — o,  qui  a pour  racines  les  valeurs  de  la  fonction 
proposée,  racines  dont  la  forme  est  a dt  b — 1 . 

565.  La  theoriequ’on  vient  d’ex  poser,  permet  d’approcher  des 
racines  imaginaires  de  l’équ.  fx— o ; car  posant  x=.a-\-b\/  — 1 
on  a et  b sont  des  nombres  réels  quelconques  qu’il  convient  de 
prendre  entre  les  limites  connues  des  racines  réelles,  fx  de- 
viendra c -f-  d{/  — 1 , etei  Soit,?"  une  quantité  très  petite  par 
rapport  h \/  (a*  -f-  &')  ; faisons  r = a + b[/  — 1 -f y ; nous  au- 
rons, en  négligeant  les  puissances  de  y supérieures  à la  plus 
basse  J,  ^ 

f\a  %b\/—  1 -f. y ) = c + d[/—  1 -f -y'ic'+d1  [/—  1)  + elc.  (1) 

/■im- 
posons ; y(c'+d'\/—i)=—m(c+d\/—i),  1 

,,  . ' cérd\/  — 1 " cc'-t  dd  . cit—cd 

d’ouy=— m.- -f- — — 771-  ■ v+Wt/ — r-l*) 

J c'-MV— 1 ct+d'~  v • c'34-d'  . 

•et  J*.  ' v * 7&r  = (i  — m)  (c-f-dy'— ■ (3) 

m désigne  ici  une  fraction  positive  dont  la  valeur  arbitraire  " 
sera  telle  que.?-  soit  contenu  plusieurs  fois  dans  a-\-b\ / — 1 . Le 
i"Jteime  de  la  valeur  (3)  de  fx  étant  ainsi  rendu  plus  petit,  la 
tendance  de  fx  vçrs'xéro  est  accrue,  et  la  marche  dê  l’approxi- 
mation est  eydciilc.  Le  choix  du  nombre  m,  laisse  beaucoup 
do  latitude,  oV  qqand  la  racine  sera  suffisamment  approchée  , 
on  pourra  faire  m=  1, . • V *..,•„ 
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Soit  par  ex.  l’équ.  fx  — x3  + ax1  — 3x  + 2 = o ; prenons 
* = f(f  + 1^-7 ;0,  d’où/x  = ;(i  — y1  — 0;  on  posera 
,9=  \ + W — 1 +.r$avecm=  i, 

d'oui— {\/—i  —f(i—7-V'—i)  = o,jr=o,oQ+  o,o5ÿ  — 1 

..  r. 

ainsi  x:s=o,59+-o,55|/t- 1 , «"  approximation. 

ensuite  — o , 0009+0 , o56  y/ — i — — o , 5o32+4  » °47  Vê — 1 ) 

• j*  . R 

0.2271 — o, o245v/ — 1 „ . «..  / 

,miS-r== ,6,6302 =-o,o.37+o, 00. 5v/-i 

et  x = 0,5763+-  o,55i5\/ — 1 , et  ainsi  de  suite. 

Ces  calculs  sont  plus  aisés  en  se  servant  de  la  transformation 
indiquée  dans  la  note  p.  i3o  ; d’où  l’on  lire  les  expressions  (1) 
et  (2)  :et  ensuite,  quand  i=  1,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordi- 
naire, (2)  est  la  valeur  de  la  correction  y.  Mais  quand  i > », 
on  doit  extraire  une  racine  de  degré  i,  ce  qu’on  fait,  ainsi  qu’il 
est  expliqué'dans  la  note  citée. 

♦ • 
III.  RÉSOLUTION  D’ÉQUATIONS  PARTICULIÈRES. 


" Abaissement  des  Équations. 

. m • • . 

566.  On  peut  abaisser  le  degré  d’une  équ.  fx=o,  quand  on 
connaît  une  relation  p(a  ,b)=ô  entre  deux  de  ses  racines  a et  b. 
Car  mettons  a et  A pour  x dans  fx,  nous  aurotis  ces  trois  équ. 
<p(a,6)  = o,/â  = o,fb  = o;  éliminait  b entre  la  ire  et  la  3*, 
on  a un  dernier  diviseur  F[a , b),  et  une  équ.  finale  en  a seul, 
qui  doit  coexister  avec  fa  ="0,  et  avoir  avec  elle  urf  cominuu 
diviseur  en  a ; égalant  ce  diviseur  à zéro , on  trouvé  a-,  ensuite 
F(a,b)  — o donne  b Si  ce  diviseur  n’existait  pas  , la  relaliou 
donnée p(a, b)  = o n’existerait  pas.  ' + v , 

Si  l’on  sait,  par  ex.  que  deux  des  racines  x et  a de  l’équ. 
> y?  — 37X—  8q,  sont  telles  qu’on-a  1 = a + 2X;  éliminant  a 
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d«  o}  — 3^0  = 84,  on  trouve  2.1»3  — 3x’ — 17X -f- 3o  •=  o, 
qui  doit  avoir  un  commun  diviseur  avec  la  proposée.  En  effet, 
ce  facteur  est  x •+•  3,  d'où  x = — 3,  puis  a = 1 — ax  = 7 ; 
ce  sont  les  deux  racines  ; la  3'  est  x = — 4- 

Soit  or3  — 7x-f-6  = o;  si  l’on  donne  encore  1 = a -f-  ax,  on 
éliminé  a de  a3 — 70  + 6 = 0,  et  on  a (ax1 — 3x — 2)4x=  o, 
dont  x — 2 est  le  commun  diviseur  avec  la  proposée;  donc 
x = a , a = — 3;enfinx=i. 

Supposons  qu’on  sache  que  2 est  la  somme  de  deux  des  ra- 
cines de  l’équ.  x*—  2x’  — 9x’ + aax  = 22;  comme  d’ailleurs 
-f-  2 est  la  somme  des  quatre  racines,  les  deux  autres  ont  xéro 
pour  somme,  a = — x;  substituant  dans  a*  — la*. . . =0,  on 
tombe  sur  la  proposée  où  les  signes  alternatifs  sont  changés 
x*+2x3 — <pr*. . . ajoutant  et  retranchant  ces  deux  équ.  en  r,  » 
il  vient 

X* 22  = 0,  2I1  — 22X  = O ; 

• * <i 

■ x * — 1 1 est  facteur  commun  -,  ainsi  jf  = ±.  \/  1 1 , et  par  suite 

x'—  i :fc  y'-— ».*• 

» * V 

567.  Les  équ.  réciproques  sont  celles  dont  les  termes  à égale 
distance  des  extrêmes,  ont  même  coefficient  ; 

Jx  = Ax"  -+-  px"~ 1 -f-  qxn~* . . . -f-  qx*  + px  -f-  k = o . . . ( 1 ) 

si  a.  est  l’une  des  racines,  - l’est  aussi,  parce  qu’en  substituant 

ces  deux  valeurs  et  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient.des 
résultats  identiques.  Les  racines  s’accouplent  deux  à deux  par 
valeurs  réciproques  ; de  là,  le  nom  qu’on  donne  à ces  équ. On 
exprime  analytiquement  cette  propriété  par  l’équ. 


fx  = x*f(-: 


*à 


i*r  Car.  ’flegré  impair,  n- f-  1 qui  est  le  nombre  des  termes 
de  l’équ.  (1)  est  pair,  et  le  coefficient  P du  terme  moyenne 
répète  s il  est  visible  que  x = — 1 satisfait  à l’équ.  Ainsi  — 1 
est  la  seule  racine  qui  ne  s’accouple  pas  avec  une  réciproque, 
parce  qu’eHe  est  elle-même  sa  réciproque.  On  divisera  fx  — o 
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parx-f-t  (procédé  p.  40  j et  désignant  le  quotient  par  Fz :=o, 
cette  équ.  d’ordre  pair  sera  réciproque,  puisque  ses  racines 
sont  réciproques.  C’est  au  reste  ce  qu’on  démontre  directe- 

ment  ; car  si  l’on  change  a en^  dans  l’e'qu.  identique  fx  = 

(x-J-  i)  Fx,  et  si  l’on  multiplie  parx*,  on  sait  que  le  t*r 
membre  restera  fx\  ainsi  .. 

* *“  (i + : 1 ) x‘F(î)= ( + 8)  **~'F  G) 8 

* ■ **■  ■+*  ' 

égalant  ces  deux  valeurs  de  fx,  on  a Fx=xB_,F^-^ , ce  qui 

. * ’ ■>  j*  •» 

est  le  caractère  propre  aux  équ.  réciproques.  Soit 

3*9 — t ox9-f-  ax7  -f- 1 3x6 — 8x5 — 8x  *-f- 1 3x3  etc.  +3=0 
on  a , * r 3x®— i3x7+i5x6— 2x® — 6x* — xxi  etc.  +3=o. 

a*  cas  , degré  pair.  Le  coefficient  moyen  P ne  se  répète  pas. 
Changeons  n en  im  dansî’équ.  (t),  et  divisons  par  x”;  puisv 
réunissons  les  termes  à coefficieus  égaux.  * 

i(a*+x-")+i>(x"—+x-<”—))  + y(i-  . . .+P=o. . .(a) 

posons  z^x-f-x-1  ; une  fois  qu’on  aura  formé  et  résolu  la 
transformée  en  z , on  aura  x par  ~ ■> 

Or,  pour  éliminer  x,  nous  avons  visiblement 

(x'—  -£x-(f-'>)  (x+x-)  =x,+x-,+x'-’+x-('-‘)  ; 

-d’où  xi+x“i=(x'-,+x~y-,>)  z— (xi-14-x^(i-*)  ).\ 

Faisons  successivement  i=a,3,4.  . > il  vie1»1 

ar“+xr^=^— a , x3+x“'xsz3— 3s , ~ 

— 4*’++  xi+x_5=zS' — 5z3+5z, 

( x*+x~*=z6 — 6z+9%* — a,  etc. 

En  général , chacune  de  ccs  expressions  est  1a  somme  des  deux 
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précédentes  multipliées  par  z et  par  — i.  On  peut  en  déduire 
l’équ.  générale. 

x + Zi-I_  îÇfirft  (;~5)  ji-B 

' » 2.3 

Un  terme  quelconque  T se  tire  3e  celui  S qui  le  précède  par 
la  relation  T— — $ » h désignant  le 


nombre  de  termes  antérieurs  à T.  Mous  ne  démontrons  pas  cette 
théorie  qui  repose  sur  les  mêmes  principes  que  les  séries  de 
sin.  etcos.  d’arcs  multiples  {Voy.  n°  634)-  * 

Notre  ex  ..ci-devant  traité  3x8  — t3x7 . . . devient 
3 (x4-f-x-1)  — 1 3 (^-f  x-3)-f- 1 5 (x’4-x~s)  — 2 (x4-x~')  — 6=n  ; 
d’où  3z' — v i3za  + 3z’ + 3^z — 3o  = o . 

etz=i  ,2,3  et  — puisi nf»^±o,  i(3±:\/5)  et  — ’é  (5±y/ — 1 i). 
L’équ.  proposée  du  g*  degré  tevient  donc  à , 

(x-f- 1)  (x  — i)*  (x*  — x 4-  i)(3x“4-  5x  + 3)  = o. 

3m 

L’équ.  2x8 — j ix7  -\-i’jxs  — 43'*r54*5oxt  — ^3xK..  4-2=0, 
donne  * 2z*  - iiz3-f-igz* — ioz  = o 

et  z = o,  5,2et  i ; puis  x—±\/ — j,  i±o,  j (i±V/ — 3), 2 et  4; 

4 

donc  on  a (x'4-  i)  (x — i)’  (x4  — x+  t)  (x-*-2)  (2X—  t)  =o. 

* | 

De  même  l’équ. 

x9  + x* — gx74-3x6 — 8X5 — 8x<4-3xJ. . . -f-  t = o 
donne  x*— J >gx54*  I2X5 — 2ox4-fi2x5 — gx1+i=o; 
d’où  (x44-x~4) — g(x’  + x~‘)  -j-  i2  (x-f-x“')=  20; 

d’où  z*  — 1 3z’  + taz  =0,  et  z=o,  1 ,3  et  — 4>  a*nsi  x=±  1 1 , 
( 1 ± — 3) , î (3  — ÿ5)  et  — 2 ± |/3.  L’équ.  du  g*  degré 

revient  donc  à . * • 

(x+i)  (x1 -f  1)  (x‘ — x -f-  1)  (x3 — 3x-f-  if0!J  -H4X+  « )=*>- 
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Équations  à deux  tenues , Racines  de  l’unité. 

566.  Résolvons  l’équ.  Axn=s  B\  A et  B étant  positifs.  Soit 
B B 

k la  racine  n'  de  -5,  A"  = — ; mettant  Akn  pour  B , ou  a 
A A 

, 

x" — kn=scoK  faisant  a: r=  A/,  il  reste  à résoudre  l’équ.  yn — 1=0, 

et  à multiplier  par  k toutes  les  valeurs  dey.  Tout  nombre  a 

donc  n valeurs  différentes  pour  sà  racine  ne  ; on  les  obtient  en 

multipliant  sa  racine  arithmétique  par  les  n racines  de  l’unité. 

L’équ.  AxK  -f-  B = o,  par  le  même  calcul  se  ramène  à 

A*  = o , puis  à y'  + 1=0.  * 

« 

Comme  l’équ. — 1=0  est  satisfaite  par/'  = 1 , divisons-Ta 
par/" — 1 ; nous  trouvons  cette  équ.  réciproque,  susceptible 
d’être  abaissée  (n°  567) , 

/'*""  +Jr"~%  +Jn~3-  ■ ■ -K»  = O. . . (1). 

r . 

,,  Si  n est  impair  comme/* — 1 = 0 ne  peut  avoir  de  racines 
négatives,  et  que  l’équ.  (1)  n’en  a pas  de  positives , la  proposée 
n’a  qu’une  racine  réelle. 

Si  n est  pair,  y* — ’i  = o est  satisfaite  par  yz=±zi,  et 
divisible  par/'* — 1 ; d’où/'11”’ -f-/'""'1. ..  -+-/'* -f-  i="=o{n°567). 
Comme  il  n’y  a dans  cette  équation  que  des  exposans  jaairs 
et  des  termes  positifs,  il  n’y  a ni  racines  positives,  ni  néga- 
tives; la  proposée  n’a  donc  d’autres  racines  réelles  que_/=±;  1 . 
Soitn=am;  on  a y,m — 1 — 1)  (/""-f*  t)j  et  l’équ. 

proposée  se  partage  en  deux  autres. 

• * .* 

Par  e*.,/^  1 =o  ^onne/'4  -j-j'-f-'t  = o;  d’où 

T—  1»  y——  J C 3)- 

De  même  x1-— A+=o  donne/'1 — 1 = 0;  divisant  par/'ï — 1, 
on  trouve  y*  -+•  1 = o ; de  là  /f=±i,  et  ± j/ — i;  enfin 
x—±k,  et  ±k  y/  — f.  1 * 

i , •’ 

56q  Soit  « l’une  des  racines  de  l’équ.  y"  — -1=0;  comme 
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on  aa^'=i,quel  que  «oit  l’entier/;,  positif  ou  négatif. 
L’équ.j'*  — i=o  est  donc  satisfaite  par  y = •<’;  c.-àtl.  que 
si  m est  racine,  •?  test  aussi.  De  là  cette  suite  infinie  de  nom- 
bres qui  sont  tous  racines  : 


i*.  Si  l’on  /prend  p > n,  en  divisant  par  n,  p i h forme 
nq  4- 1,  i étant  < n ; = = *"<  x = «S  à cause  de 

«"<=  1.  Ainsi  dès  que  p dépasse  n,  on  retombe  sur  les  mêmes 
valeurs , dans  le  même  ordre  : de  là  cette  période 


(3).  V 

a*.  Si  p est  négatif,  on  a a~f  ~ mn~f  =h'm~T  — . . à cause 
de  «*=i  ; l’exposant  — p peut  donc  être  remplacé  par  nk  p. 
D’où  l’on  voit  que  les  exposans  négatifs  reproduisent  encore 
les  mêmes  nombres  que  les  positifs , et  dans  le  même  ordre. 

Les  valeurs  (a)  sont  donc  telles,  que  si  Von  en  prend  une  quel- 
conque , et  les  n — 1 qui  la  suivent-ou  la  précèdent,  on  a une  pé- 
riode qui  se  reproduit  indéfiniment  dans  les  deux  sens.  Eu  ou- 
tre, l’équ.  af  = a!  est  satisfaite  non— seulement  par  p = q, 
mais  encore  par  des  valeurs  de  » qui  supposent  et  y inégaux; 
car,  divisons  par  a!,  il  vient  aF~*  — 1 = 0.  Il  suffit  donc,  pour 

que  if  = ai,  que  a soit  racine  de  l’équ.  — 1 = o. 

• ^ -■  L. 

S’jo.  Il  reste  à savoir  si  les  n termes  de  la  période  (3)  sont 

en  effet  inégaux.  Examinons  s’il  se  peut  que  af  = a) , p et  q 
étant  < n ; il  fauffijfrfo,  d^T^be  de  l’équ.7*  — 1 = o,Jë 
soit  aussi  de  7“  —4'=  o,  en  faisant  p — q — m -,  ce  qui  sup- 
pose que  ceséqu.  ont  un  commun  diviseur  qui,  égalé  à zérq , 
donnera  «.  Cherchons  ce  facteur  par  la  méthode  accoutumée 
(n®  10a).  On  divise  d’abord  7* — 1 par  7" — 1 , ce  qui  conduit 
aux  restes,  j"~m  — 1 , j*~,m  — 1 . . . . , enfin  7*  — 1 , i étant 
l’excès  de  n sur  les  multiples  de  m,  qui  y sont  contenus.  En- 
suite on  divise  jm  — 1 par  ce  reste  7*  — 1 , qui  donne  le  reste 
7* — 1,  l étant  l’excès  de  m sur  le  plus  grand  multiple  de  »,  etc.  ; 
en  un  mot , on  procède  comme  pour  trouver  le  facteul  com- 
mun entre  n et  m.  ^ 


, ■+  &ÊQ BATIONS  A DEUX  TERMES. 
i°.  Si  n est  un  nombre  premier , le  commun  diviseur  entre 
net  m e9t  r,  et  celui  de  y*  — i eijr“  — i est  y — i ; donc  il 
n’y  a que  a = 1 qui  puisse  rendre  a?  = aP;  tous  les  termes  de 
la  période  sont  inégaux;  une  seule  racine  imaginaire  « donne, 
par  ses  puissances,  a*, a’1. . .a"  ou  i,  toutes  les  autres  racines. 

2°.  Si  a est  Is  produit  de  deux  facteurs  premiers  1 et  li , 
n=lh ; posons  les  équ.^'  — i = o^  — i = o,  et  soient /S  et  y 
des  racines  autres  que  — f-  i , savoir,  R1  =i,  yh  = î ; d’où 
Rlh  __  yih  _ Puisque  Rn,  y"  et  (fiy)’  sont  = i , 

/S , y,  et  ((Sy)  sont  racines  dej"  — i = o;  (R , R\  . .$')  forment 
l nombres  différens,  qui  se  reproduisent  périodiquement 
(n°  56g)  ; ainsi  les  n puissances  de  fi  ne  forment  que  l nom- 
bres distincts,  qui,  dans(/3,  /S1 — >3"),  reviennent  A fois.  De  même 
(>  » y1. . •v")  forment  / périodes  de  h termes. 

Mais  (£y, /S’y%  £'V3*  ••fi"yn)  sont  différens  et  constituent  la 
période  des  n racines  cherchées.  En  effet,  pour  qu’ou  eût 
(Sy)p  — (Isy)1 , ou  ^RyY~i — i = o,  il  faudrait  que/3y  fût  racine 
commune  àjP~i  — i = o et  jn — i = o,  c'qu.  qui  ne  peuvent 
avoir  pour  facteurs  que./' — i ou  ^ — i,  puisque  n — lh. 
Donc  on  aurait  R'y‘  = i ; d’où  y'  = i , à cause  de  /£'  = i ; et 
comme  aussi  y4  = 1 , l et  h auraient  un  facteur  autre  que  un, 
contre  l’hypothèse.  Concluons  de  là  que  si  l’on  prend  »=fiy , 
la  période  sera  («j»1,*’. . .a"),  formée  de  n termes  différens. 

On  peut  abaisser  l’exposant  p de  Rfy r au-dessous  de  l pour 
R,  de  h pour  y,  puisque  R'  = yh  = i , et  l’on  peut  ôter  de  p 
tous  les  multiples  de  fou  h.  Ainsi,  $Vreprésen  te  tous  les  termes 
de  la  période,  b et  c étant  les  restes  de  la  division  de  p par  l 
et  h.  Donc,  pour  obtenir  toutes  les  racines  de^*  — t =o,  on 
cherchera  R et  y,  c.-à-d.  l’une  des  racines,  autre  que  -f-i , cjcs 
équ.j'' — i=o,  y* — i =o;  puis  on  formera  fi\‘ , en  prenant 
pour  b et  e toutes  les  combinaisons  des  nombres  de  t à / pour 
b,  de  i à h pour  c. 

Lorsque  1=2,  on  fait  R = — i . 

Quand  n est  le  produit  Ihi  de  trois  nombres  premiers,  on 
prouve  de  môme  qu’il  faut  poser  jrl  — t = o,  jrk  — i = o, 
— i=o;  tirer  de  chacune  une  racine  autre  que  -f-  t , faire 
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le  produit  fie  ces  ratines  l?yj ; enfin,  en  prendre  les  puissantes, 
toutes  comprises  dans  la  forme  &yctd .b  ,c  et  d ét&nt'lcs  com- 
binaisons des  nombres  i ,2,3. . . , jusqu’à  l,he t /;  et  ainsi  des 
autres  cas.  • * 

3°.  Lorsque  l’exposant  n est  de  la  forme  hk , h e'tant  an  nom- 
bre premier,  ou  raisonnera  comme  dans  l’ex.  suivant. 

y*'  — 1=0,  où  8i  = 3b  Poser. jrs  — i = o , et  soit  0 une  ra- 
cine imaginaire  de  cette  équ.;  extrayez-en  les  racines  i J 3,  g 

» 9 1 7 . * 

et  27,  savoir,  t,  y/6,  p/0,  \/8  ; ce  seront,  autant  dévolutions 

de  la  proposée,  puisque  les  puissances  81”  sont  des  puissances 
-)  3 s 3 7 * 

de  03,  qui  =1  : le  produit  6.  p/0.  ÿ/(f.  y/6  = <*  est  aussi  racine 

de  y,  par  la  même  ratson.  Or,  «,  a:t. . .«*'  sont  des  quant*',, 
tite's  toutes  différentes,  puisque  sans  cela  « serait  une  raeifie 
commune  ày 1 — 1 =5  o et  y — 1=0,  ce  qui  suppose  entre 
ces  qqu.  un  facteur  commun,  qui  ne  peut  être  quey  — 1=0 t.  ■ . 

ainsi  « serait  racine  de  celle-ci,  *'  = 1 , ou  (F.  0.  y/6,  p/  6 = 1 ^ 
élevant  k la  puissance  9,  il  vient  6=1  contre  l’hypothèse. 

Ainsi  x,*',*3. . .«**  sont  les  81  racines  de  la  proposée. 

En  général,  pour  résoudre  y — 1=0  lorsque  n=h*,  pgb-'-v-'  * 
sezy  — 1 =.  o ; I étant  l’une  des  racines  autre  que  -j-  1 , êx‘3  T 
trayez  de  i diverses  racines  dont  les  degrés  / sont  marqués  . 
par  i—  h°  h'  h'. . ,hh~t,  en  sorte  que  vous  formiez  les  fc  ré- 

i * 

sultats  /2,  y*  • • désignés  par  p/J;  ils  seront  tous  des  racines  de 

y — 1 =0,  aussi  bien  que  leur  produit  u — fiyf et  les 

termes  «,  er. . . «*,  tous  différens,  constitueront  les  n racines 
cherchées.  " . t 

On  voit  de  même  que  si  n~hll‘,  il  faut  résoudre^* — t =0 
et^' — 1 =0,  multiplier  entre  elles  toutes  les  racines  de  ces 
équ.,  et  faire  ce  produit  =2.  Soient  $ et  y des  racines,  autres 
que  -f  1 ,de  chaque  équ.;  qu’on  lasse 


9- 


h 

-V*' 


er-vP--'V=  y. 


t 

■ Vy 


on  aura 


m = é £7i" 


■ Xvv  y ■■■ 


V 
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ÉQDATIONS  A UÊUX  TERMES.  . 1^5 

Soit,  par  ex.,  y6  — i =0;  on  traite^1 — i =o  et  y1 — ir=o; 
<1  où  £ — — i,  y = — ï(t  +l/ — 3);  puis 

* = 5 ('  +V—  3),  «’  = ;(-!  + |/-3),  «3=— I,etc., 

et  y=±i,  4(i±i/-3),  - V/  — 3). 

Pour  y'*  — i =o,  faites  y*  — i = o et  y3  - i =0;  pour 
la  i™  équ  . , prenez  — i et  \/Z-  t \ leur  produit  — [/  — 

> est  le  même  que  ci-desSus,  et  l’on  a 

* — i(l/ — 1 — 1/3)»  *’ — ï V — * 3) , «3  = i/ — i,  etc.; 

d’où  y=±.i , =±=%/— .*  ±{(**V-3),  1*1/3): 

57 1 . Puisque jr=* , (ijV  568)  donne 

ou  5,  = 5,  = £3- . . = St  = o,  Sm  — n, 

en  désignant  par  5*  la  somme  des  puissances  k de  toutes  les  ra- 
cines, k étant  entier  et  non  divisible  par  n. 

• * t,  f . , \ . S . -tRi  * 

5>j2.  Nous  avons  réduira  résolution  de  l’équ.  y*  — i = Uf 
au  cas  où  n est  un  nombre  premier.  Nous  nous  servirons  main-* 
tenant  des  lignes  trigonométriques,  en  renvoyant  pour  le  reste 
à la  note  XIV  de  la  Résol.  numér.  des  équ.  *-• 

En  faisant  cos  x—p,  on  a vu,  u°  36i,  que  chacun  dés  cosinus 
successifs  des  arcs  2X,  3x,  4* — s’obtient  en  multipliant  lés 
deux  précédens  par  zp  et  — i , puis  ajoutant.  Pour  mettre  en 
évidence  la  lçjque  les  résultats  observent,  fautons  usage  d’un 
artifice  d’analyse^Soit-acos  x==y+y~';  il  suit  de  la  loi  indi- 
quée, que  pour  avoir  cos  y.x,  il  faut  multiplier  cos  xou  {(r+r~‘) 
par  j +y~' , qui  esràcosx,  et  retrancher  cos  o.r  ou  i.  On 
trouve  2 cos  zx  = y*  - \-J~’  ; on  obtient  de  même 

2 cos  3x  =y‘  +y~s ,.  2 cos  4*  ~y>  +y~*,  etc. 

Démontrons  que  les  résultats  suivent  toujours  la  même  loi. 
Supposons  que  cette  loi  soit  vérifiée  pour  deux  degrés  consécu- 
tifs n — 2 et  n — î , ou 

9 

2 cos  (a—2)x~y’-‘-fy~ (•—’),  2 cos  (n—\)x~yn-'+y-^ 


v.» 

> 


A 
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multiplions  la  deuxième  équation  par  y+-y~‘ , et  retranchons 
la  ir*;  il  viendra  2 cos  nx=:jn-\-j~m  ; ce  qui  prouve  la  propo- 
sition. 


On  a 2 cos  x—j  + -,  2 cos  nx  — r*  + 

J J 

d’où  (*)  j% — ij  cos  .r -4-1=0,  y* — ij"  cos  nx-f- 1 =0 . . .(1). 


Si  l'on  acosx,  ces  équ.  donneront^  puis  cos  nx  ; ainsi  on  pourra 
trouver  cos  nx  sans  chercher  successivement  cos  3x,  cos  t±x. 
c’est  le  terme  général  de  la  série  des  cosinus , et  l’on  pourrait 
employer  ces  équ.  à la  composition  des  tables  ; mais  lè  calcul 
serait  compliqué  d’imaginaires. 

Si  les  tables  de  sinus  sont  formées,  qu’on  y prenne  les  valeurs 
de  cos  x et  cos  nx , nos  deux  équ.  ne  contenant  plus  quej',  de- 
vront avoir  une  racine  commune  a*  mais  si  l'onaj'ssK,  on  a aussi 


j=-  , ainsi  qu'on  peut  le  reconnaître  (les  équ.  (1)  sont  réci- 
proques), donc  elles  ont  deux  racines  communes,  ou  plutôt  la 
1"  divise  la  2*.  Posons  nx  = p ; quel  que  soit  l’arc  ç>,  il  faut 
donc  que 

j*  — 7j  cos  + i divise  j *"  — a y cos  9 -4-  1 (2) . 

5^3.  Pour  appliquer  ce  théorème,  qui  est  dû  à Moivre,  au  cas 
qui  nous  occupe , faisons  p = ki r,  k désignant  un  entier  quel- 
conque, et  *•  la  demi-circonf.;  cos  ç est  -4-1  ou  — 1,  selon  que 
k est  pair  ou  impair^  et  le  2e  trinôme  devenant  y*zç.  2^*-f-i, 
ou  (j * + 0* , on  voit  que 

y — w c09^“^)+ 1 divise  y — ’i  • -•  (3), 


(*)  En  résolvant  ces  équ.  (1),  on  trouve 

y — 008  x Tfc  sin  x . — i,  y — cositr  ± sin  ru:.  y' — IJ 

d’où  (cosjctte  sin  *.  — !)*  = cosrtr  -J-  sinnr.  yt — i. 

Cette  belle  propriété,  dont  on  tait  un  fréquent  usage  dans  l’Algèbre  supé- 
rieure , n’est , il  est  vrai , démontrée  ici  qu’autant  que  n est  entier  et  positif, 
quoiqu’elle  subsiste  dans  tous  les  cas.  Nous  reviendrons  snr  ce  sujet, 
n°  63o. 


* 
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ÉQUATIONS  A DEUX  TERMES.  1^5 

k étaüfun  entier,  quelconque,  pair  pour  y* — i,  impair  lorsqu' il 
s’agit  de  y*  + r • Si  le  itT  trinôme  est  un  carré,  on  ne»prendra 
pour  diviseur  que  sa  racine  ; ce  cas  exige  que  le  cosinus  soit 
± i;  alors  k est  o,  n,  in,  . .,  et  le  facteur  se  réduit  à y ± i . 

i 

Les  racines  de^"  ±:  i =o  sont  donc  comprises  dans 

y = 8in  (ir)  v^— * • - 

hw 

Tant  que  l’entier  k ne  passe  pas  n,  l’arc  — est  une  fraction 

croissante  de  la  demi-circonf.  ; ces  arcs  ont  des  cosinus  inégaux, 
et  l'on  obtient  des  facteurs  différens  du  a*  degré,  que  nous 
représenterons  par  A, B ,C. . . L^M.  Comme  n-f-i  et  n — i ont 
2»  pour  somme,  ces  nombres  sont  ensemble  pairs  ou  impairs , 


soit  k = n ±l  i,i  étant  < n;  l’arc  devient 


kf  i* 

7— 3=7rrt—  .arcs  dont 
n n 


le  cosinus  fest  le  même  : d’où  résulte  que  Itrfjcteur  trinôme  est 
le  même  pour  k=n  — i et  n + i.  Après  avoir  donc  pris  pour  k 
tous  lél  nombres  (pairs  ou  impairs)  jusqu’à  n,  au-delà  on  re- 
trouve les  mêmes  facteurs  de  2e  degré  en  ordre  rétrograde 
M,  L. . i C,  B,  A. 


Passé  o.n,k  a la  forme  tqn  + 1 , et  l’nrç'devient  2 qw  -f-  — , 
. îÇ- . . t " 

dont  le  cosinuS'qst  encore  le  même  ; ainsi , on  retombe  sur  les 
mêmes  facteurïf.4&ns  le  même  ordre  A, B. . . L,M. , B,  A. 
Il  est,  comme  on,  voit,  inutile  de  donner  à k des  valeurs 


> n. 

i°.  Si  n est pair , ^ n±:  i sont  ensemble  pairs  ou  impairs; 

r -** - — V»  ^*vx» 

k = n ±i.  donne  les  arcs  — = j*±  — , dont  les  cosinus 

n 

sont  égaux  en  signes  contraires,  savoir,  = rp  sin^— ainsi, 

lorsque  n est  pair,  on  ne  fera  pas  k > A n,  mais  on  prendra 
les  cosinus  avec  le  signe  ±. 

2°.  Si  n est  impair,  l’un  de  ses  nombres  n — i et  i est  pair 
T.  II.  ,0 


\ 
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I • 

et  l'autre  impair,  puisque  leur  somme  est  impaire  : ainsi,  otl 
n’est  enidroit  de  prendre  que  l’un  d’eux  pour  râleur  de  h.  Soit 

c.-à-d.  que  quand  k dépasse  £«,  les  cos.  de  notre  facteur  tri- 
nome  (3) , sont,  en  signe  contraire,  les  mêmes  que  si  l’on  eût 
pris  k=i,  valeur  exclue  et  n.  Donconjgçralu=o,i  ,u,3.f. 
sans  aller  au-delà  de  {n,  et  on  obtiendra  des  arcs  <;»,  dont 
les  cos.  conviendront  au  théorème  (3) , mais  en  changeant  de 
deux  en  deux  le  signe  du  cosinus. 

En6n,  y = - donn^  x*  — lax  c'os  f — Y-f-  a’ , pour  la  for-* 

mule  générale  des  facteurs  de  x"  rp  a*.  ’ -n 

Pourj^  -+•  i > k doit  être  impair  ; A-  ==  i donne  l’arc  j jr  ou 
45°,  dont  le  cos  est  j y 2;  pris  en±,  on  a les  deux  facteurs 
y’’  dzy  + 1 ; ainsi  S,* 

X*  -f-  a'  s=  (x1  -f-  (?rl/  2 -f-  a')  (x1  — ax  \/  2 + a5) 

«•  4 ’•  . Z * Z 

Pour  ^7-®  -f-  1 , k = 1 donne  l’arc  j ar , dont  le  cos.  es^  [/ 3 , 
qu’on  prendra  en  dz;  k=z 3 donne  le  cos.  zéro  ; donc 

. îf  + « ==Cr’  3 + 0 Cr’ — rv/3  + i)  tr*  + o. 

■ç*  # ( • 

Soitj'6  — 1 ; faisons  k = o et  2 ; les  cos.  de  zéro  et  i vr  sont 

1 et  qui,  pris  en  dfc, "donnent  * ■ 

y—i=(j+i)  (Jn+y  + t) 

y*  — i=Cr*—  O Cr*+  O—G’-Vÿ  (y  y O'ty’-f-  0 

J-8  — i as  (j-1  •+•  0 (y*  — 0 Ces  facteûrs  viennent  d’être  dé- 
composés. ► 

1 Pour  y9 -r-  i , il  faut  faire  k = o,  i ,a,3,  et  4>  et  prendre  les 

cos.  de  rangs  pairs  en  signes  contraires,  savoir„i , — cos  20°, 
-f-  cos  4o°,  — cos  6o°  et -f  cos  80,  les  facteurs  sont,  outre 
y—i  ety*+y+i,(y*  + 1,879  1 ,53a. 1) 

tr’— 0,347... j+  O 

.r9—  i=Cr— 1)  (r’-hr+  O.Cr*+>3+ 

Quant  à j-9  -f-  i,  on’opérera  de  même,  en  prenant  avec  un  si- 
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gne  contraire  les  cos.  de  rangs  impairs,  ce  qui  revient  à chan- 
ger ci-dessus  les  signes  de  tous  les  2"  termes  des  facteurs,  savoir: 

jr9—  i=(.r+»)  CT  — /+')  (^ijgp+O, 

et  en  effet,  il  est  clair  qu’il  suffit  de  changer  y en  — y. 
jk  II  est  facile  de  résoudre  par  rapport  à l’arc  t,  l’équ. 

k cos  mt-\-p  cos  ( m — 1 )r  — |—  cos  (m  — 2 )t -|-P  = o. 

Car  en  posant  2 cos  t = x-\-x~' , on  a (n®  572) 

k(xm  -h  x~”)  + p(xm~‘  -f- x-C’-1))  -f  . ..)  +P=o 

équ.  traitée  p.  187.  On  pourrait  aussi  développer  les  cos.  d’arcs 
multiples  selon  les  puissances  ascendantes  des  cos  d’arcs  sim- 
ples, par  les  formules  que  nous  ferons  connaître  plus  tard. 

574.  La  proposition  (3)  est  ce  qu’on  nomme  le  Théorème  de 
Côtes  : ce  savant  l’avait  présentée  sous  une  forme  géométrique. 
Du  rayon  AR  — a (fig.  24,24  bis ) soit  décrit  le  cercle  ACHL , 
et  le  diamètre  AU , passant  en  un  point  arbitraire  O ; à partir 
de  A partagez  la  circonférence  en  in  arcs  égaux  Aa,  ali , B b 
chacun  est  le  ne  de  ar  ; menez  des  rayons  vecteurs  du  point  O 
aux  points  de  division.  Celui  qui  va  au  point  quelconque  C 
forme  le  triangle  COP , duquel,  en  faisant  l’angle  CRA  = a, 
OR  = x,  on  tire 

CP  — a sin«,  RP  = acosat,  OP  = o cos  a — x ; 

donc  OC 2 = x2  — 2 ax  cos  « -f-aî=  OC.  OTi ; et  si  l’arc  AC 

• 1 j-  kser  . . 

contient  k divisions , on  a <*  ==  — . Ce  trinôme  étant  facteur  de 

f , * n 

x"  q:  aH , selon  que  k est  pair  ou  impair , les  rayons  vecteurs , 
menés  aux  points  de  divisions  alternatifs,  constituent  tous  ces 
facteurs.  OAxsa  — x,  OH— a- f-x,  répondent  aux  facteurs 
réels  du  i,r  degré.  .« 

Désignons  par  Z,  Z'yZ" ...  les  rayon9  menés  aux  divisions 

. . -j-®  . Jr  jr  _ .. 


paires,  et.pw  *,  s , * 


ceux  qui  vont  aux  impaires;  on 


aura  - . • 

z.z'  .z’ . ..  —a*- f-x" , que  O soit  intérieur  ou  extérieur. 

Z. Z'. Z* ==an — xn,  si  O est  intérieur  (fig.  24)." 

Z.Z' .Z". . . —x’ — a si  O est  extérieur  (fig.  24  bis). 

10.. 
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Équations  à trois  termes. 

575.  Prenontt’équ.  Axm  + Bx*  + C—o,  où  l’un  dés  ex-  • 
posans  de  x est  double  de  l’autre  ; en  faisant  x*  = z,  il  vient 

Az*  + Bz+  C=o.  «"■  " ' 0^ 

i°.  Si  les  racines  de  a sont  réelles,  telle  que/et  g,  on  doit 
résoudre  ces  équ.a  deux  termes  xn  —f,  x*  = g. 

Par  exemple  , trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  produit^, 
soit  t o,  et  la  somme  des  cubes  1 33?  > 

x3 1 33 , a:6  — i33x3+ iooo  = o.  ^ 

Faisant  x3  es  a,  a*  — 1 33a  4"  t ooo  — o ; d où  s — 8 et  1 25  ; 
posant  ensuite  x*«=8  et  125,  il  vient  x = 2 et  5,  el  en  outre 
(n°  56g)  a«,  et  5et\  puis  5«  et  a»1, «étant  une  raciné  cubique 
imaginaire  de  l’unité.  Telles  sont  les  trois  solttfjqSis  du  pro  • | 

blême. 

a0.  Si  les  racinés  sont  égales,  on  a B * — 4 AC=o,  la  pro- 
posée est  un  carré  exact,  (ax"  + b)'  = o , et  l’on  retombe  sur 
une  équ.  à deux  termes.  Par  ex.,  trouver  un  nombre  tel,  qu’en 
divisant  son  double  par  3,  et  3 par  son  double,  a soit  la  somme 
des  4'*  puissances  des  quotiens? 

(t)4+(J)4==*’  doù 

et  comme  .r*=i  a pour  racines  ± i et  +)/—  i , ona  x=ÿ  ± 
et±U/->'  • 

3°.  Enfin,  quand  les  racines  sont  imaginaires,  ou 

q% 4^fC<  Oj  on  fera  Ax"-=Cy™,  et  la  proposée  deve-  , 

nant  • R 

* 

sera  comparable  à (2)  (n°  572)  ; car  le  coefficient  d ej*  est  < 2 , 
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à cause  de  B*  < 4 4C.  Il  y a dotic  un  arc  ç qui  a la  moitié  de 
ce  facteur  pour  cosinus,  arc  qu’on  déterminera  par  log.  d’a- 
près la  relation 

B 

c°s^____.T.  (5). 


Notre  transformée  est  donc  divisible  par jf— aj'cosT - )+  i = o, 

' _ ’W 

én  prenant  pour  $ tous  les  arcs  dont  le  cos.  est  donné  par 
féqu.  (5),  et  qui sont  non-seulement  l’arcp  < t8o°,  donné  par 
la  table,  mais  encore  q>  -j-  a*r,  <p  -f-  . . , en  général , <p -f -ik*, 


A étant  un  entier  quelconque:  soit4—  ^ * } tous  les  facteurs 


cherchés  sont  compris  dans  la  forme 

* 

n an  n 

x'VA—  ix  V/  ( AC ) . cos  4 -+•  \/C=.  o . . . (6). 

11  est  d’ailleurs  inutile  de  prendre  k ]>  n , puisque  k = qn-\-  i 

*v 

donne  l’arc  •xq*  -f-  — ■ et  supprimant  les  circonf.  xq*,  il 


■* 

reste  à prendre  le  cos.  de  l’arc  qu’on  a eu  pour  k = i}g^n;  on 
retomberait  donc  sur  les  mêmes  facteurs. 

Observez  qu’ici  le  rayon  est  = i,  et  que  si  l’on  fait  usage 
des  tables  de  log.,  il  faut  soustraire  to  de  tous  le4log.  des  cos. 
qu’on  emploie  dans  le  calcul.  ( Voy . t,.  I,  p.  377.) 

Par  ex.,  soit  l’éqU.  x# — zx*  -f-  I = o : Âsz.  C—  1,  Û = — 3, 
«=3;  on  troqve'1cqs^=:i , les  arcs  4 = 0°,  120°  eta4o0;  partant 
la  proposée  à ses  trois  facteurs  de  la  forme  x‘ — axeos  4 -f-  t ; 

et  comme  cos  4 a pour  valeurs  1 , — sin  3o°r= — \ et 

— cos  6o°  = — ï»  on  trouve  x‘  —a  x -f-  t , et  x'  -f  x + 1 , ce 
dernier  facteur  étant  double.  Ainsi  la  proposée  est  le  carré  de 
(x — i)(y+r-f  1),  ouder3 — i. 

Soit  encore  x*  4-  x1  -f-  ?.5 c=o  : A = B — i , C=a5,n=», 
et  cos  <p= — -~z  ; les  tables  donnent,  1 cause  du  signe — , 
9 = 95°  44'  20",  dontlamoitié4est47°52'to";a]outons  180°, 
et  nous  formerons  un  arc  dont  le  cosinus  est  le  même  que  le 
précédent  en  signe  contraire. 
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Substituant  dans  le  a*  terme  de  la  for-  cos4’-  • • 7,8166074 
mulegénérale(6),lecalculci-contredonne  yV......  0)3494850  _ 

— 3 pour  coefficient  de  l’un  des  facteurs.  3 0,4771124;  ^ 

Ainsi  nos  facteurs  sout  l’ rfc  Sx  -f-  5. 

-3 


Enfin,  pour  aaH"  -f-  3x5'-f-  5 = o,  on  a cos  ç>: 


'24/10* 


• 3 , 

...  0, 4771123  — 

— o,3oio3oo 

3,... 

. ’o,3oio3oo 

y'io 

— o,5oooooo 

v'i». . ; 

. 0,1666667 

COS 

. . . 7,6760913  — 

6 % ’ 

a y'io. . . 

. 0,4676967  _ 

On  trouve  = 6i°  4*^»  ou  plutôt  118°  ig',  en  prenant  le  sup- 
plément, à cause  du  signe  — . Le  tiers  est  3g°  26'  20"; 
ajoutant  1200  deux  fois  successives,  et  prenant  les  cos  4,  on  a 
cos  3g°  26'  20*,  — sin  69“  j6'  20",  et  sin  90  26'  20"  Donc 


3^10...  0,4^770  — 
COB  «f/.  . * 1,88779 

* 0,35549  —s 


0,46770  — 
*^,97 1 4»  — 
0,4391?* -f- 


f>,4677«  

7,21 483  '•  * 

7,68253  -<■ 


Soitfait  « = — 2,2672,  -4-2,7486  — 0,48143, 

. s s 

et  nos  trois  facteurs  sont  de  la  forme  jrs\/2-f-«x-f-  \/5. 


f.-.. 


Marines  des  expressions  compliquées  de  Radicaux: 

* f - • ' ■ e ■”  x 

576.  Admettons  que  a -j-  \/b  soit  un  carré,  et  cberchans-en 

la  racine,  q«i  doit  avoir  la  forme  \/x  -H  Ç' J' ; si  elle  était 
f ~h  V fi  0,1  attrait  je  == f*:  Posons  donc 

V (a  +Vb)  — Vx  + V y,  3’oii  x +jr  -f  *_ÿ(xx)  =±a+  y b,  , 

puis  ; x+yn=a,  H/(xjr)=yp, 

■ : * .*  w 

eu  séparant  l’équ.  en  deux,  comme  p.  «29.  ‘‘Pour  tirer”*  et ^ 

de  ces  équ.,  formez  les'  carrés  et  retranchez  , vous  aurez 

• . v . < . ' 

*’*—  2 xj'  -j-j'2  = (x  — j-y  ~ a’  — 9.  * m.  s 

Comme  x et  je  sont  supposes  rationnels,  a 1 — b doit  être  un  , 

• 


y _ 
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.carré  exact  connu,  que  nous  ferons  =Æ*  ; x — jfsxk,  -et 
x-f -y=.a  donnent  la  solution  cliercliée 

x=i  (*  + *),  jr—'~{a  — k),  k = \/(a'  — b). 

« Soit  \/(4+2V/3);  on  a a = 4,  &=I2;  d’oùa*' — 6 = ^i=4« 

# * * * -A.  ‘ â 

puis  k=7.,  x=3  et^v=  i j la  racine  demandée  est  ifc  (i  -f-  y/3). 
Cellede4 — 2y/3estîfc(i — y/3).. 

Pour  y/( — i +2.l/—i),d,—  bx=g,k=3,x=iJj-=—2, 
et  l’on  ad;(i,-4"i/  — 2)  pour  racines. 

Si  a-j-'y/i  est  un  cube  exact,  on  pose 

• y/ (a  q- y/&)  = (x -f  y/j-)  i/z , 

z étant  une  indéterminée  dont  on  dispose  à volonté  pour  faci- 
liter le  calcul.  En  élevant  au  cube  et  comparant  les  termes  ra- 
tionnels , on  trouve 

a = z(.r3-+-3xj-),  y b = z \/j  (3*1  -f -y)  ; 
carrant  ces  équ.  et  retranchant,  on  a ' 

«•- 6 = z’tCx3  + 3x^)’ — (3&;i^r +jr  y/jr)4]. 

Or,  le  facteur  de  z1  est  la  différence  de  deux  carrés, et  revient 

visiblement  à (x-f- y /jŸX{x — VjTi  °û  ix'-~~J’Ÿi  dônc 

û*——  b ‘ ‘ 

— ss  (x’ — jO1-  Ma‘s  x elJ'  sont  supposés  rationnels;  ainsi 

Z , 

* • tir1*  * 

le  i*r  membre  doit  être  un  cube  exact;  et  il  sera  toujours  fa- 
cile de  déterminer  z de  manière  à rcndplir  cette  condition,  ne 
fût-ce  qu’en  posant  z = («r*  — by  : si  a3 — b est  un  cube  , on 
fera  x — I.  En  général,  on  décomposera  a’  — b en  facteurs 
premiers,  et  l’on  distinguera  bientôt  quels  facteurs  doivent  être 
introduits  ou  supprimés,  pôur  avoir  un  cube  exact.  Ainsi,  z et  * 
k seront  connus  dans  les  relations 

3 b 

k=\J * x '*  — X=  * > azzz  zx  (x*-*-3 y)  ; 

d’où..  j = x'  — k,  '^zx'  — 3kxz  ==$?  . 

v"*ajfc  .•  ./lieu  .■*■..  ».'.v ./  ■’  .■* 

Cette  dernière  é'qu.  donne  x,  en  se  contentant  des  seüles  racines 


> ' 


4 


A ' 
c * 


T- 
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rationnelles;  la  précédente  fait  connaître^,  et  l’on  a la  racine 

demandée.  . » . 

* ^ 

Pour  io  -f-  6^3  on  a a = ro,  b ~ to8,  a*  — 6 = — 8 ; 
ainsi  z —i,  et  k = — a.  Donc  L jx 3 + 6x  = io,  d’où  x=  i , 

^ . 3 

puis  y = 3 ; enfin,  j/(to  +6l/3)  = i -f-  \/3. 

Soit  encore  8 -J-  4 1/5  ; on  a a*  — b = — 16;  on  fera  a =4 i 
A:  = — j.;  d’où  4x^-f-  3x  = 2,  et  x—\,  yz=.\-,  enfin, 

3 * 

‘ \/\.  (i  + y/ 5)  est  racine  cubique  de  8 -f-  4l/5. 

* . "*  , 1 

»»  Il  . ’ 

En  posant  y/ (a 4'V/^)=(a:+  POOl/2» 

et  raisonnant  de  même,  on  déterminerait  x,  y et  x,  dans  le  cas 
où  a 4 l/ù  est  une  puissance  n'  exacte. 

577.  Dans  toute  autre  formule  , il  ne  suffitpas  de  substituer, 
pour  les  radicaux  qui  s’y  trouvent,  leur  valeur  approchée,  parce 
qu’on  néglige  ainsi  toutes  valeurs  imaginaires  dont  ces  radi- 

% 

. n n 

eaux  sont  susceptibles.  On  doit  remplacer  \/  A , par«i/  A , 

n , 

. (a°  56c)),  en  prenant  1 , «,  a\  . . pour  les  racines  de 
l’équation  y* — 1 =0.' 

• ■ n a 

Si  l’on  a x—ayg  -\-b\f  g'+c  l /g^. . .,  il  suffit  de  poser 
y-=g,  xzzzay+by'  + cyK'. . , 

• t» 

et  d'éliminer j- entre  cestleux  équ.  ; toutes  les  racines  de  l’équ. 
finale  en  x seront  les  valeurs  cherchées  de  x. 

, < „ n m 

Quand  on  a un  fonct._/x  compliquée  de  radicaux,  \/A, 
pour  obtenir  toutes  les  valeurs  dq/r,  posez  y*  = A, 
et  introduisez  pour  vos  radicaux,  les  n valeurs  de  y,  les  m 
de  l. . . , combinées  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles. 

Quand  des  radicaux  fonctions  de  x entrent  dans  une  équ. 
on  t'en  dégage  e^représentant  chaque  radical  par  une  nouvelle 
inconnue,  qu’on  élimine  enstfite  par  les  procédés. ordinaires. 


Ainsi  pour 


l’équ.  x — y'x  — 2 [/  (x  + 1)  = o,  onjpoSe  x*=?'z’  , 


Vf* 


**> 


ï 
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x + i=y‘,  d’où  x — z— -iÿ = o : Éliminant  y,  il  vient 
v . ( ' 

4-r4'4  = *1  — ixi  -|-  z’,  avec  z* — x — o 

Enfin  éliminant  z,  ^>n  obtient  l’équ.  finale 

I . 

x6 — î ax5  -f-  34*1  -f-  Éx3 — 167X’  — igax  — 64=  o ; 

on  trouve  d’abord  x = 8 et  — i , qui  sont  les  solutions  réelles 
demandées;  quant  aux  quatre  autre?  racines , elles  se  rappor- 
tent aux  combinaisons  des  valeurs  des  racines  imaginaires  des 
radicaux  carré  et  cubique  de  la  proposée. 

»'  • 

Équations  du  troisième  degré. 


578.  Pour  résoudre  l’équ.  kxP-^ax'-pbx-p  c—  o,  chassons 
le  2*  terme  et  le  coefficient  du  premier, -en  posant  ( page  48)  * 


d’où  x'}  + 3x'(3 kb  — a’)-p2uf  — Qabk  4-  i^ck*  = o. 

Ainsi  toute  équ.  du  3e  degré  est  réductible  à 

ir3  + ? = o (O- 

Posons  x =^4-z  ; d’où  x3  = 3jz  (y  -f-  z)  +y3-\-z3  ; 
ainsi  la  proposée  devient 

(3yz+p)  (y+z)  + y'  + z'  •+-7  = <>- 

•"  ’ rr  • ' 

Or,  le  partage  de  x en  deux  nombres  y et  z peut  se  faire 

d’une  infinité  de  manières,  et  l’on  a le  droit  de  se  donner  leur 

produit,  ou  leur  différence,  ou  leur  rapport,  etc Posons 

donc  que  le  i"  facteur  est  nul,  ou 

yz=.—  \p,  y'  + 23  = —9- 

Le  cube.de  la  i"équ./'z3  = — (jp)3  montre  quejr3  et  z3  ont 
— y pour  somme,  et — ftp)3  pour  produit,  c.-à-d.  que  les 
inconnues jr3  et  z3  sont  les  racines  t et  t de  1 eqîi.  ^lu  2'  degré 

Oflft,  5*) 

p,  + ï<=  (j  pY • (»)> 

1 t . *■ 
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qu’on  noimne  la  Réduite.  Connaissant  t et  t',  on  a y>=tyzi=lr; 
!,«,*%  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité  (n°  56g), 
on  a donc 

’S,  * S S S % 3 

^x= y/t,«ye,»*  Ve- 

Mais  il  ue  faut  pas,  pour  obtenir  x —jr  + z,  ajouter  toutes  ces 
valeurs  deux  à deux,  puisqu’on  aurait  g racines  au  lieu  de  3. 
Comme , au  lieu  de  l’équ  jrz  = — 3 p,  on  en  a employé  le  cube, 
ou  a triplé  le  nombre  des  racines;  il  ne  faut  donc  ajouter  que 
celles  de  ces  valeurs  dej^et  de  z dont  le  produit  est — ou 

3 1 

y/  (il'),  puisque  le  2e  membre  de  l’équ.  (2)  étant‘= — t.l' , la 
racine  cubique  est=r  ^p.  Il  est  facile  de  voir,  à cause  de  «'=1, 

<|  ue  des  g combinaisons,  on  ne  doi  t admettre,  avec  x-=  \/ 1 , 

qué  t4r 

* * ‘ W 3*3,  3 3 

x — *y/t  + u'ÿ/i\  et  /t  + ay/t. 

Substituant  pour  a et  <**  leurs  pilleurs — ■;  (t  ±1/ — 3),  n°568, 
et  faisant , pour  abréger  , . 

s=yt+fa,  * — (3)# 

on  a x — s,  x== — — 3)  j 

* 4É 

Donc,  pour  résoudre  l’équ.  du  3e  degré  (i),  il  faut  d’abord 
résoudre  la  réduite  (2)  ; >et  connaissant  t et  t,  on  introduira 
leurs  valeurs  dans  les  formules  (3j. 

Par  ex,,  x*  -H  fxr  =7  donne  p = 6,  q = — 7,  et  la  réduite 
p—'jt  — 8;  d’où  r = ^ j±t 2 , t — 8,  t ' = — 1 ; les  racines  cu- 
biques sont  2 et  — 1 ; donc, 

d = 3,  x=  1 , et  — { ti  ±3  p'  — 3}. 

Soit jç3  — 3g-1-b  12g- = 4;  011  posej'=*  + 1 pour  chasser 
le  2*  terme  et  l’on  a r’+gr  -f  6 = 0,  p—  g,  q — 6,  et  la 
réduite  t1  -f-  6t  = 27  ; donc  t — 3 , t'  = — g,  et 

3 — l/g  = — o,63^835=x,  d = 3,522333, 

puis  jr-= o,362i65,  et  1 ,3i8gi8±:  1 ,7611671/ — 3. 

L’équ,  xz  — 3x=  18  donuc  O — i8t  -}- 1 =9—4 1/5; 

’ - ..  • _ fc.f***'*  • 


♦ . • 


I 


tang  <p 


Si  p est  négatif,  on  pose 
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la  racine  cubique  est  (p.  i52)  ± ^l/5  ; ainsi  j?  = 3 , <2=^/5; 

enfin,  x=3,  et — ^(3±V/— 15). 

x3 — 27X  + 54  — 0,  donne  /*  + 5^t  + 729=  o,  ou. ... . 

(/  +27)a=o,  t — 27  : ainsi  x — — 6 et  3 (racine  double). 

» • *• 

On  peut  résoudre  l’équ.  du  3e  degré  à l’aide  des  tables  de 
log.,  en  se  servant  du  procédé  décrit  t.  1,  p.  390,  pour 
obtenir  les  racines  t et  t'  de  la  réduite. 

Si  p est  positif,  on  pose  tang  <p  = ■ v ' * ^ , 

1 

d’oùt=t/(ï/03tangi(p,  *'  = — 

tang  - <p 

1 ^ « 

puis  \/<=v/(i^)X  tang  j y//'  = — — • 

l/tangi?)  , 

f • , • /.  . 2 tîtff  { p)3  - i 

Si  p est  négatif  on  pose  . sin  <p  = v ’e  ■ ' 

? 

d’où  V^=>—  tang  ip,  -t  ' . 

l/tang^ 

Une  fois  qu’on,  a trouvé  les  racines  cubiques  de  / ett',  on  en 
tire  les  valeurs  de  s eide  dy  et  par  suite  celles  de  x. 

Par  ex. , pour  l’équ.  x‘  + gx  +6  = o de  la  p.  i54,  on  a 
p = g,  q + 6 ; c’est  le  1"  cas  ci-dessus  • 

2 ‘SScSoéct 

3. 0.4771213 

^3 o.a38i6o6  o.a3856oG 0.23856-6— 

6......  — 0.7781513  y'tang...  7.9204798 — 7.9104798 

' /t  ; 

Tang  4 o . 23856o6  i*r 0.1591404  2e.  ...  o.  3i8o8o8— . 

^=6o°,  = 3o°  log  tang  = T. 7614394 

* ’*  ' 

ior  terme.  ...  i,44a?5o 

* - 2e — a,  o8oo83 

1 Z=.  x — — 0,637833,  d = 3,522333 
* J . x x.  — ■+■  0,318916  ± 1,7.31166.  y’ — 3 
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De  même  ppur  xs  — 2x  — 5 =o  ( paye  91) , on  a p = at 
q — — 5 ; on  est  dans  le  2*  cas , et'on  a 
o.3oio3oo 

i T.  8139087 

V •••••»  T. gi ig5 }3 T. 91 19543 — T .91 19543— 

* 3 

5.,...  — 0.6989700 — . . T. 68071 14 — ....  — T. 6807114 — 

Si,‘  * ï. 3379330— , l,r.  . T.  5926657+,  3*...  0.33124  >.y+ 

9 = — >2°  34'  33"i8,  { 4 = — 6°  17'  5g  log.  tang  = T.0431343  - 
ier  terme...  + 0,391441 
a* '. . . . + 1,70811 1 i 

» = x = + 3,094553  d = 1,311670 
x = — 1,047376  ± o,655835.  y' — 3 

579.  Tant  que  les  deux  racines  t et  t'  de  la  réduite  sont 

■t  3 ■ '*  7 3 

' réelles , 4/  f *4/  t'  le  sont,  ainsi  que  s et  d;  il  suit  des  for- 
mules (3)  que  la  proposée  n’a  qu’une  racine  réelle.  Cependant, 
si(=f,  on  a d=o,  et  les  trois  valeurs  de  x sont  réelles,  * * 
deux  étant  égales  à la  moitié  de  la  3*  en  signe  contraire:  C’est 
ce  qu’on  voit  dans  l’exemple  p.  i55. 

Mais  si  la  réduite  a ses  racines  imaginaires , c.-à-d.  si 
27  y1  + /\p*  <^o,  ce  *îu*  emportera  condition  que  p soit  né-:  ■ 
gatif,  les  expressions  (3)  restant  compliquées  d’imaginaires  , il 
semble  qu’aucune  des  trois  racines  ne  soit  réelle,  contre  ce 
qu’on  sait  d’ailleurs  (n°  533,  II).  Cette  circonstance , qui  n’ar- 
rive que  quand  précisément  les  trois  racines  sont  réelles , a 
beaucoup  embarrassé  les  algébristes',  qui  11e  savaient  pas  trou- 
ver ces' racines,  et  ils  l’ont  nommée  cas  irréductible.  Ce  cas  se 
rencontre  quand  p est  négatif,  et  que  4 p*^>  277*»  relations  que 
nous  avons  exprimée  en  une  seule  condition.  »*, 

Les  valeurs  de  t et  /’  étant  représentées  par  a±b 4/  — 1 , 
la  racine  cubique,  ou  la  puissance  7,  se  développe  ( page  16) 
en  série.  Sans  exécuter  ce  calcul , il  est  visible  qu’on  n’y  peut 
trouver  d’imaginaires  que  dans  les  termes  où  b 4/ — «est  af- 
fecté d’exposans  impairs  ; et  comme  l’une  de  ces  séries  seclé- 


* 


« 


I 
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duit  de  l’autre  en  changeant  b en  — b,  il  est  clair  qu’elles  sont 
toutes  deux  comprises  dans  la  forme  P ±.Q  \/ — 1 , dont  la 
somme  est  i=îP,  et  la  différence  dz=  *Q\/  — i.  Ainsi;  les 
formules  (3)  se  réduisent  à ces  expressions  réelles 

x = zP,  est  — P ± Q i/3. . . (4). 

Nos  racines  sont  donc  réelles,  précisément  lorsque  les  équ.  (3) 
les  donnent  sous  forme  imaginaire.  Ce  cas  singulier  vient  de 
ce  qu’en  posant  x —y  -f-  z,  et^z=  — ^ p , rien  n’exprime  que 
J et  z soient  en  effet  réélis  ; et  notre  calcul  prouve  même  qu’ils 
sont  imaginaires  quand  les  trois  racines  sont  réelles.  Poul- 
ies obtenir,  cm  développera  la  puissance  de  a -f  b[/ i 

sous  la  forme  P+Q  V/  — i ; et  P et  Q seront  connus  dans 
les  équ.  (4). 

Ce  procédé  ne  serait  guère  propre  à faire  connaître  les  trois 
* ratines  ; lies  suivans  sont  préférables. 

Lorsqu’on  connaît  l’une  a des  racines  dear,  pour  obtenir  les 
deux  autres,  on  divise  la  proposée  par  .r — a-  le  reste  a3  -\-aj>-\-q 
■ *r  est  nul  par  hypothèse,  et  le  quotientdu  2'  degré  xÀ+ax-{-a*+j>, 
égalé  à zéro , donne 

V V-P-Î  a\  . . (5).  » 


Si  la  1"  racine  a est  réelle;  pour  que  les  deux  autres  le  soient 
aussi,  il  est  nécessaire  et  il  sriffit  que  p soit  négatif  et  > $ a4. 
Changèons  donc  p en  — p , et  désignons  par  i'  la  différ.  posi- 
tif i'—p  — ï «*.  Pour  examiner  le  cas  dont  il  s’agit,  élimi4fjjL 
nons  a entre  cette  équ.  etq  = — as  + ap,  afin  de  rendre  1™ 
comparaison  de  p à q exempte  de  a.  L’équ.  finale  peut  s’écrire 
sous  la  forme  fo3—  27 q'  — ^ (4 i —3 p)*-,  et  comme  S'  a le • 
signe  4-  dans  le  cas  actuel , on  voit  que  les  racines  ne  sont 
réelles  qu’autant  que  p est  négatif,  et  que  4/»3>  27  q',  ce  qui 
rend  imaginaires  les  racines  de  la  réduite,  et  s’accorde  avec 
ce  qu’on  vient  de  dire.  . 

Pour  obtenir  les  racines  dans  ce  cas,  on  réduira  d’abord  à 
— 1 le  coefficient  du  2'  terme  de  l’équ . ( 1 ) en  posan  t x=dzz  \/p  - 
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■*  '*»•“ jçy  * . * 

on  doitpréférer  ici  le  signe  négatif.  En  divisant  par  \/p3,  la  trans- 
formée  est*3  — * ï—„—o. 

VP  • 

* q* 

Or  le  supposition  que  4p5  !>  ou-^>i-,  ou  enfin 

P > 

2 Q i 

prouve  que  si  l'on  fait  z = \/  % le  résultat  est 

\Zp‘  ■ . - . 

positif  : il  a le  signe  — , pour  z = i ; il  y.  a donc  une  racine 
de  * entre  i et  \/  £ = 1 » 1 ^47 • Faisons  * ==  i + v,  v sera 
<Cp,  i547»  et  on  pourra  négliger  v3,  pour  une  $"  approxima- 
tion: savoir  2 v -f-  3v*  = résolvant  cetté  ëqu.  on  a zet 

VP  sf-.  * 

par  suite  • ... 

y * , ' 

On  donne  à cette  valeur  approchée  de  x un  signe  contraire  à 
celui  du  dernier  terme  qt,  on  procède  ensuite  A une  approxi- 
mation ultérieure  par  les  procédés  ordinaires  (n°  538);  l’ex-  ‘ 
pression  (5),  qui  revient  à x — — \ a dt  \/ donne  ensuite 
les  deux  autres  racines.  ‘ . 

Ainsi  pour  l’équ.  x3  — 5x  -f-  3 = o , on  a x — — 5 ;*  * 

■ d’ou  * ‘ — z = ëTTë  ; d ou  ». 


^ W. 


’ 5 [/ 5 


m - — , 

^5(a+v/l+^)=-5'/5-3^3=-^4gt; 

puis  |ikar  suite , x= — 2,49086a,  1, 834^45  etj>$566i66. 

Mé  * i 

58o<  .lirais  si  l’on  veut  recourir  aux  logaritlimes,  on  préfère 

se  Servir  du  procédé  suivant.  Il  suitdu  théorème  (2),  n®  5^2 , en 
faisant  n = 3 , que  le  rayon  étant  un , 

A 

j-'  — ij-  cos  <p  -f-  i divise  jr*  — ijr3  cos  <p  -f-  1 . 

Soit  fait  x = m(j--{-  jr~')t  dans  x*  — px  -f-  q = o -,  nous 
mettons — p , parce  que  nous  ne  traitons  ici  que  le  cas  où 

27'?’ + 4p’  eît  négatif; 
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dfoi»  mi  (>*  -Kr-31  + (3 m3  — pm){jr+jr-')  -f  q=  o. 

Ou  châsse  le  2*  terme  en  posant  3m* '=  p ; d’ou  ni  z=  ÿ ±p. 

* q yi  » . 

Donc  r6  4-  r~~ — r=  +1=0.  Mais  dans  le  cas  que  nous  trai- 

tons,  t est  imaginaire  dans  l’équ.  (2),  ou  (7  q)2  <C(jp  )3  : on 
peut  donc  trouver  un  arc  <p  dont  le  cos.  soit  la  moitié  du  facteur 
de  j3,  puisque  cette  moitié  est  < 1 ; 


(*/>) 


• ••  (7); 


alors  la  proposée,  se  trouvant  réduite  à notre  2e  trinôme,  est 
divisible  par  y*  — ?.y  cos  j q>  4-  1 =0  ; divisant  par  y,  on  a 
r+jr'  = 2 cos  j tp  ; et  comme  x = m (y  — — *) , on  a 

*.V  x = zV(ir)-  cos  (8). 

L’arc  ç sera  donné  par  un  calcul  logarithmique  : 011  en  pren- 
dra le  tiers  , auquel  on  ajoutera  120°  et  240°,  parce  qu’on  peut 
prendre,  outre  l’arc  trouvé  dans  la  table,  les  arcs  p-f-2*-, 
f -f-4*-,  qui  ontle  même  cosinus.  L’équ.  (8) , où  cos  prend 
trois  valeurs,  déterminera  les  trois  racines  réelles. 

.Soit,  par  ex.,  x3 — 5x — 3 = o;on 

« 2 3 
a />  = 5 , q — — 3,  cos  p = 


^ * 3'  ^ 3 

Le  calcul  ci-contre  donne  p=p45°48'9", 
dont  le  tiers  est  i5°i6,3”.  On  y ajoutera 
1 20°  et  246°,  et  l’on  prendra  les  cosinus, 
qui  s^t'v^  / t 

. 'cos  i5°lf6'’.^^—  sin  43°  16'  3",  — • cos  7#  iG'  3". 

Ou  prend  ci-cbntre  , "t. 


5^...  0,6989700 

3 , . .—0,4771213 
«liir.  ...  0,2218487  tt 
moitié  ...  0,1109243 

2 .. . o,3o 1 o3oo 
dén.  . .—  o,6338o3o 

3 ■ . .+0,4771213 
cos<j  ...  7,8433i83 


ïv'î  0,4119543 

COS  ;»  ...  T, 9843955 


0,4119543 

T,85i5oÎ2- 


x ...  0,3963498,  0,2634575—, 

x = 2,490862  —1,834245 


0,4119543 
T,4o535t6 — 

1,8173119-, 
— o,6566i66 


Pour  l’équ.  .r3  — 5.r  4-  3 = o,  il  suffit  de  changer  x en  — x, 
et  l’on  retombe  sur  l’équ.  précédente  : on  a donc 


memes 
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racines  en  signes  contraires.  Au  reste,  en  traitant  directement 
cet  ex.,  l’équ.  (5)  donnant  cos  9 négatif,  'l’arc  est ^>90°,  et 
le  supplément  du  précédent  : le  calcul  se  continue  de  mèmè. 

Soit  l'équ.  x3  — 4^-4-  1 = ° : d’où  cos  <p  = — — Le  cal- 


cul  donne  p=io8°  5j'  3",  5,  et  l’on  obtient  enfin 

x = 1,860807. . . . —2,114907. . . . 0,254099. . . . 

• * . ‘ . '*■“  y .. 

Équations  du  qit&triÿme  degré. 

\ ■ v 

58i.  Soit  proposée  l’équ.  ,r,-fgÿr*-j-ÿ;r  + r=o;  pour  la 
résoudre,  employons  la  même  man^be  que  pour  le  3*  degré; 
regardons  x comme  formé  de  deux  parties  J*  et  2,  x—jr  -|-  2; 
d’où  V h * ' 

y4  -+-  (6z*  +p)jr'  + (2*  4-  + q*  + r) 

+ 4z-r1  -f-  (4*s + v*  + q)y  — o. 

Mais  nous  pouvons  poser  une  relation  à volonté  entrer  et  2 s 
égalant  & zéro,  la  2'  ligne  qui  renferme  les  jouissances  impaires 
■ dex.  non?  avons 

z - M"-'  ( )> 


v %V 


La  transformée  devient,  eu  éliminant  j-8, 


+ l/«4  + 7s(/>*— 4r)**  — — o,  „ 


équ.  qui  n’a  que  des  puissances  paires  de  z.  Faisons  pour 
simplifier,  z8  — j 1 , étroits  aurons  ^ »” 

iï  + 2/>ti+(/?a  — 4r)/  — ?’  = o 

C’est  /a  réduite  qui  est  du  3e  degré,  et  a nécessairement  au 
moins  une  racine  réelle  et  positive  (*)  : désignons  par  t cette 
récine;  nous  avons  2 = rt|  \/ 1,  où  le  signe  est  arbitraire. 


(*)  Il  faut  dégager  celte  équ.  de  son  a*  temffe , en  posant  / = ■=  (u  — ip)-, 
■t  'S 

d'où  u>  — 3u  ( p • + 12)  12 pr  — 7pJ  — 27V*  =r  O 


V 


» 


* 

* 


r . 
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(B). 


s ...  QUATRIÈME  DEGRÉ. 

Substituant  dans  x—jr  + z et  dîms  (i),  il  vient 

•-'fM  r = :(— w. 

' On  trouve  enGn,  en  ayant'égard  A la  correspondance  des  signes 
et  éliminant^,  . - ; . ’ 

Ainsi  l’onj&oudra  la  réduite  (A)-  et  prenant  une  racine  po- 
sitive l,  oflflâ  substituera  dans  les  formules  (B),  oui  donne 
ront  les  quatre  valeurs  de  x.  • 7 

Soit,  par  ex.,  ; „ -._n  . 

la  réduitp  est  igr  + gfy-  ,44.  L’une  des  racines  i=-  3 
donne 

^-iV3±  V/(4  -a.Ç«)',  et  - i |/3 + j/(4  + 2 ^3,. 

et  comme  (p.  i5i)  V (4  et' 2|/3)  ==  r eh  |/ 3, 

on  a . ,a;_=IVil/3>  *=*—•;  ±^3.#^- ..  ’ 

! VéS&’&r  *5*'  + 6oxr  36  = o a pour  rédui.e  , ' 

1 7*"  ^ = ^»o  ^prenons  rte  g?,  gt  nous  aurons  - 

"f  'V 

Pt>Ur  — ?~  on  a t3  — 4/  = I ; d’où  / = a , ! r'4qo7 . . . 

(vojr.  p.- 160)  ^on  en  tire 

V * < • J» 

? ar==  °» 7271360 et  0,934099  v/—  1,  . . 

* = + 0,727136  et  o,43ooi3g  ^/ _ 

Enfin,  l’équation  x4— 3^  — 422:  = 40  doryie 

t'  — 6/*  -p [ 6gt  = 1 764  ;!•  vy 

d’où  t = 9;  puisx  = 4,  — I eti(3±t/  — 3i).  ’ * 

58a.  Si  l’on  mettait  pour  t,  dans  les  équ.  B,  toute  autre  ra-  *- 
c,ne  delà  réduite,  on  n’obtiendrait  pas  des  valeurs  différentes 
polir  r,  et  l’on  ne  préfère  la  racine  positive  t aux  deux  autres 
■ T'  II-  11 


t 

• • 


•r*  '* 
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, que  pour  la  commodité  des  calculs./£n  effet,  expri- 
1110ns  ces  valeurs  B en  fonction,  des  trois  racines.  On  a 

" '*■  • * s • '* 


la  tre  donne 

la  2* 

d’où 

Xss 

ou  bien 

X = 

de  meme 

x= 

‘ + 1'  + t"  = -*P, 

r*  •*i‘V  ‘ 

v.  i (. ‘•i/ 4".tr= “ V 


-T 


(3).' 


4 


±\ZYzf:\/f)  1 

: zt  v'''  \Zt”)  ] 


(4) 


Ces  équ.  ne  conviennent  qu’autant  que  q est  positif;  car  il 
faut  observer  que  la  réduite  ne  contenant  pas  q , mais  q1 , con- 
vient à la  proposée  quel  que  soit  le  signé  de  q , bien  que  les 
racines  x soient  différentes  poup.-+-  q et  pour  — q.  Mais  dans 
les  équ.  B , comme  on  dqit  substituer  la  valeur  de  q avec  son 
signe , cette  circonstance  rétablit  les  données  telles  qu’elles 
sont.  Il  n’en  est  pas  dé.naème  dans  les  équ.  (4)  où  q n’entre 
plus;  atÿsi'faut-il  avoir  égard  au  signe  de  <7  dans  l’équ.  (3), 
et  premblè  \/l  enbt-,  quand  q est  négatif,  pour  que  les  deux 
membres  y aient  le  même  jigne  ; les  radicaux  des  deux  parts , 
devant  recevoir  le  di.  Ainsi  qùand  ^ sera  negatifj,  y,  faudra 

poser  = — — , ce  qui  donne  aux  yaletirs  B la  forme 

. ? * 

v ar  = -i(i /t±s/(±Ÿt')\* 


•(5) 


■fat  w- 


Or  remarquons  que,  dans  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  cas, 
les  équ.  4 et  5 sont  symétriques  eu  t,  t'  et  t’ , c.-à-d.  que  les 
expressions  donnent  les  quatre  mêmes  valeurs,  lorsqu’on 
change  l’une  de  ces  lettres  en  l’autre.  Ainsi  ces  équ.  4 et  5 
étant  les  mêmes  que  B sous  une  autre  forme,  les  équ.  B ne 
donnent  que  4 racines. 

Les  formes  4 et  5 sont  d’ailleurs  propres  à faire  reconnaître 
la  nature  des  racines  de  x : car 


J* 

■ 


.4  » 

f 


'V 
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1»,  Si  la  réduite' a ses  trois  reines  réelles,  il  ne  peut  arri-, 
ver  que  deux  cas;  comme  leur  produit  t.i  .f  — q » est  positif, 
ou  deux  sont  négatives,  ou  aucune  ne  l’est.  Dans  ce  dernier 
cas,  \/t,  yét' , \/t"  sont  réels,  et  nos  quatre  racines  de  x sont 
réelles.  Dans  l’autre  cas,  au  contraire,  y/i  et  y/t"  sont  ima- 
ginaires, et  les  quatre  valeurs  de  x le  sont  aussi.  Donc  , quand 
la  réduite  tombe  dans  le  cas  irréductible , la  proposée  a ses 
quatre  racines  ensemble  réelles  ou  imaginaires , selon  que  $ a 
trois  valeurs  positives  ou  une  seule.  On  en  a vu  des  exemples 
ci-dessus. 

Cependant  s’il  arrive,  dans  ce  a'  cas,  que  1 = t\  comme 
deux  de  nos  valeurs  de  z contiennent  la  différence  des  radi- 
caux [/ 1 ' , 1/ t",  les  imaginaires  s’entre-détruisent,  et  la  pro- 
posée a deux  racines  réelles  et  égales,  et  deux  imaginaires. 

i°.  Si  la  réduite  na  qu'une  seule  racine  réelle  t,  comme  l 
. est  alors  positif,  y/t  est  réelle.  D’ailleurs,  désignons  /'  et  t"  par 
■ " à ± b i/  — i , d’où 

(«  + b V — i)±'\/  {a  -b  y/  — ,); 

le  carré  est  (p'i'  i ia  ± a y/  (a‘  -f.  b3) . 

*'  * • 

Ce  dernier  radical  est  visiblement  réel  et  >a;  ainsi,  notre 

carré  a deux  valeurs  réelles,  l’une  positive,  l’autre  négaiive  : 
en  extrayant  la  racine,  qui  est  i /t'±y/t",  on  a donc  une 
quantité  réelle  \/ A d’une  part,  et  une  imaginaire  y / — B de 
l’autre.  Remontautaux  valeurs  précédentes  de  x,  on  voit  clai- 
rement que  si  la  réduite  n’a  quune  seule  racine  réelle  t,  celle  ci 
est  positive,  et  la  proposée  a deux  racines  réelles  et  deux  ima- 
ginaires. 

IV.  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


. Puissances  des  racines  des  liquations. 

583.  On  dit  qu’une  fonction  est  symétrique  on  invariable, 
quand  elle  n’éprouve  aucune  altération,  eu  y échangeant  toutes 
les  lettres  qui  s’y  trouvent  l’une  en  l’autre  : telles  sont 

1 1.. 


, t 

j • 
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%a'  + b',  Va+y/b,  « + #-  sin  a.  sin  b,  etc  , qui  demeu- 
rent les  mêmes  lorsqu’on  met  b pour  a,  et  a pour  b ; Les  coefli- 
ciens  des  divers  tenues  d’une  équ.  fx  = o sont  des  fonctions 
symétriques  des  racines  a,  b,  c. . . (n*  5oa). 

Nous  représenterons  à l’avenir,  par  \a*b^c/ . . .J,  la  fonction 

symétrique  dont  a*b^cv . . . est  un  terme , et  délit  on  obtient 
les  autres  termes  en  échangeant  chaque  lettre  a,  b , c.. . en 
toutes  les  autres  successivement  : par  Sm  la  somme  des  puis- 
sances m de  cês  racines,  ou  Sn—  an  + bm-\-  cm. . . . Or,  saçs 
connaître  ces  racines , prouvons  qu’on  peut  toujours  tfroùver 

les  quantités  Sm  et  [aab®çv,. . . .]  , quels  que  soient  les  entiers 
. . . , en  fonction  des  coefficiens/»,  q. . . . de  la  pro- 
posée, [ 

fx—  x " -+- pxm~'  -+-  qxm~' . . . -f-  tx  -f-  u = o. 

fx  est  identique  avec  (x — a).(x — b).(x  — c). . . , et  l’on  a vu 
(n°  5ao , 2°)  que  la  dérivée  fx  est 

rar"-1  + (m — i)  pxm~' . . . -+.l=(x — b){x — c)...  + (x — a)  (x—c)... . etc. 

s ‘ . , 

En  divisant  par/r , on  trouve  - •# 

T7vrm~l^~{m — 1 )pxm~* . . 1 . 1 , 1 

x» 1 -f- qx™ “ * • » x — a jc  b ~^~r  — c ’ * ‘ * 

TT  ■*'  v 

En  développant  ( x — <*)~V  on  a (page  17,  I) 


1 1 , a a 1 a' 

t—a  x x1  1 x . x * ’ 


V.>. 


Changeant  a en  b,  c. . . ; et  prenant  la  somme  de  tous  ces  ré-  - 

sultats,  notre  second  membre  est 

o „ . H 

m S,  , S,  . S*  , f 

■4 

Multipliant  donc  l’équ.  par  xm+pxm~'  + qxm~1-\-rxm~3<. . . 

mx”‘-‘+(m—iîpx’‘->-t-{m—2)i/xm-,....:+ti  = 

-f-  Si  |rm~a  -f-  S»  x**— * + Si 


-f-HV'l  4 ‘PS, 


-t-pS, 
+qS, 
+ mr 


x*-  * s. . etc . 




.+  S, 
■ +pSi -, 
.+yS;_, 


« 


•/  { 

- 
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Le  i"  membre  a m termes;  le  second  va  à l’infini,  chaque  ligne 
ayant  son  t"  terme  reculé  d’un  rang  de  plus  à droite  que  dans 
la  ligne  qui  précède;  il  y a m -f-  i lignes.  En  comparant  les 
cocfficiens  des  mêmes  puissances  de  x dans  cette  identité,  on 
obtient  une  infinité  d’équ  Leswi  ire*  équ.  ont  chacune  un  terme 
de  plus  que  la  précédente;  elles  sont  (en  supprimant  mp,mq..., 
aux  deux  membres)  „ . ■ , 

'Ç,+/>  = o)5,+/>S,  + 2ÿ=o,53+/>51  + 2'5t  + 37'  = o. . . , 
Sk  -hpSk—,-b  qSk—?  "I"  {-d). 

k étant  un  entier  <^m,  et  y le  coefficient  de  xm~k  dans  fx.  Au- 
delà  de  ces  m équ. , le  r"  membre  ne  donne  plus  de  terme  à 
comparer  avec  ceux  du  2',  et  l’on  trouve 

Si  +5r$/_ , +rS(_s. . . -f-  uSi_m-=  o. . . . (Z?), 

l étant  un  entier  ]>  ou  —m.  On  a S„  — aa  -f-  b°. . . = m. 

584-  Ces  équ.  sont  dues  à Newton  t,en  voici  l’usage. 

La  1"  donne  S,  = — p,  valeur  qui , introduite  dans  la  2e, 
donne  St-,  on  a ensuite  S3.. . 

St==—J>,  S,~—pS,—  iq,  S,  = — pS*  — qS,—  3r ; 

et  ainsi  de  proche  en  proche.  Eu  général  ; la  valeur  de  Si  con- 
duit à cette  règle.  Sous  les  m termes  qui,  dans  la  série  des  S, 
précèdent  celui  Si  qu’ôn  veut  calculer,  écrivez  les  cocfficiens  de 
fx  en  ordre  inverse,  avec  des  signes  contraires;  multipliez  cha- 
que terme  par  celui  qui  est  au-dessous,  ajoutez,  et  vous  aurez 
le  terme  suivant  Si  : 


M 


mj  Si_ m_,  . . . Sl^ 3,  Sl^3)  Sl^t,  * 

— u,  — t.  „ — r,  — q , — p. 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  x1  — 3x*-j-2x — 1=0,  où  p=—‘  3, 
<7=^2,  r— — 1 ; les  facteurs  seront  1,  — a et  3.  Ainsi,  on 
trouve  d’abord  Sa  = 3 , S,  = 3 , 5,  = 5 ; la  série  des  5 se  con-  ; 
linue  comme  il  suit,  chaque  terme  étant  formé  du  produit 
des  trois  qui  le  précèdent,  multipliés  respectivement  par 
1 , — 2 et  3, 


w 


3,3,5/!  2,29,68, 1 58,367  j 853 , «983 ,4610,10717, 2491 4,57918 . > : . 

V V # * 


* 

«r 


‘4 


% i . + 

* . ^ 

' V-.' 

V 
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i Pour  *•'  — 3xJ  + i2x=4,  les  facteurs  sont  4>  — 12  et  3,  • 

et  l’on  obtieht 

3,3', — .15,-69, — >5*  723,  2073, — a5i7, — 29535...  ' » 

Enfin,  pour  x’ — 2X=5,  les  multiplicateurs  sont  5, 2 et  o ; 

on  trouve  3,  o,  4>  >5,  8,  5o,  91 , 140,  432. . . . 

En  appliquant  ce  théorème  à xm — 1 =0 , on  trouve , comme 
page  i43, 

» / 

Si  — - Si  - — .S'3  zz  ...  — — o , Sm  — 5îm  — ...  “ m. 

y.-  . 

Il  est  donc  facile  d’obtenir  la  somme  de  toutes  les  puissances 
entières  des  racines  d’une  équ.  sans  connaître  ces  racines.  S’il  ^ 

s’agissait  des  puissances  çégatives,  on  changerait  1 en^,  et 

l’on  appliquerait  nos  formules  à la  transformée  en  y ; on  au- 
rait les  sommes  demandées.  Pour  l’équ.  x3  — 3x’  + ix  — 1 , 
on  aurait  les,  facteurs  1 , —3  et  2 de  la  transformée;  d’où  les 
sommes  des  puissances  positives,  qui  sont  les  négatives  de- 
mandées, 

3,2,  —2,  — 7,  —6,7,25,2,3,  — 22,  —88 

585.  Cherchons  à exprimer  toute  fonction  symétrique 

r /3  -1  ’W 

| a*  b cy ...  \,  à raide  de  S,  S,  S3 , le  nombre  des  ra- 

cines a,  b,  c. . . . comprises  dans  chaque  terme  étant  n.  Cette 
fonction  s’obtiendrait  en  permutant  les  m lettres  a,  b , c. . . 
de  toutes  les  manières  possibles,  n à n,  donnant  à la  1"  lettre 
l’exposant  a , £ à la  2“ ...  ; le  nombre  des  termes  sera  [rnPn]. 
Cependant,  s’il  arrivait  que  deux  exposans  fussent  égaux, 

U — &,  comme  les  initiales  ab  , ba  n’apporteraient  aucune  mo- 
dification au  terme  résultant  a’,  le  nombre  des  termes  ne  se- 
rait que  la  moitié  du  précédent  : il  serait  le  6e  dans  le  cas  de 


trois  exposans  égaux,  etc.  (voy.  n°  493)- 

,e 


Pour  obtenir  la  valeur  de  ' a h J,  dont  les  termes  né  con— 
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FONCTIONS  SYMÉTRIQUES.  fc*  m l6j 
tiennent  que  deux  des  m racines  , opérons  les  permutations,  £>- 
comme  n“  492  > en  multipliant  j , Tçf/tv'/ 

Sa—  a*  + 6*  -f-  c*. . . par  Sp  =='n^  b6  + c? . . . . 

' Si  les  jacteurs  partiels  contiennent  la  même  racine le  produit 

• ; partiel  a la  forme  a*+fi;  sinon- ce  produit  est  tel  que  a*b&. 

.JfV*  ' f*  'li  ,;V  * 

Ainsi  le  résultat  sera  S^+p  ; donc 

'»  '*  «*  - »'  * ,*<  9 

1 • : [<*#!  = -y-  - sa+p . . . (O. 

* * ^ /L  • 

De  même , pour  la  fonction  [a*i^c>] , multiplions  [aïb? ] par 
Sy\(C)  deviendra  = Sa  X <5^  X Sy  — Sa+/3  X 5^.  Formons 
v le  produit  ^ 

(«y+6*  + cy..*.). 

’ i.  / f 

i°.  Si  les  facteurs  partiels  n'ont  pas  de  racine  commune,,  le 

produit  partiel  est  tel  que  a*bpcv  -,  ces  résultats  réunis  forment 

la  fonction  dont  csn^tiîiferclie  la  valeur. 

.* 

‘ 2\Si  les  facteurs  partiels  comprennent, une  racinecommune,  • 

^ie  terme  est  tel , que  2^ , ou  suivant  que  cette 

* racine  est  le  i"  facteur  ou  le  2e.  De  làf résultent  les  fonctions 

, ^a*+3'A^]  , [a^-f-VJ  » dont  l’e'qu.  C donne  les  valeurs  : 

-j;  s o ~ ' ' »V  * 

» on  a donc (£>)  . y'  - 

_ . . #-  • * « 
=V  % S7- sa  + jVVv** - VVS*+95«  + * + »,? 


9 • # 

L’esprit  de  ce  genre  de  calcul  est  facile  à saisir,  et  l’on  peut' 
l'appliquer  aux  fonctions  symétriques  formées  de, quatre  fac- 
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des  seuls  coefficiens  de  la  proposée , puisque  les  5' sont  connues 
par  ce  qu’on  a exposé  précédemment. 

Observez  que  si  la  fonction  symétrique  proposée  était  fra<> 
tionnaire  , en  la  réduisant  au  même  dénominateur  , elle  for- 
merait une  fraction  dont  chaque  terme  serait  une  fonction  in- 
variable. C’est  ainsi  que  * . __  _ 


•» 


~a 

J 


a b a , b , c 

°„  T-f  + + + +. 

a c a c 


b ' a T c 1 b 

Appliquons  ces  préceptes  généraux. 


b ■ abc.’ 


Résolution  numérique  des  Équations. 


586.  Plus  a sera  grand  par  rapport  aux  autres  racines  5, c..., 
plus  Sk  approchera  d’être  égal  à son  i"  terme  ak,  et  5*_,  à ak~‘  : 
.ces  S sont  d’ailleurs  connues  d’avauce.  Donc,  en  divisant,  on 
trouve  a = 5*  : 5»_,.  Ainsi,  après  avoir  formé  la  série  des 
nombres  S,,St,S,. . . , le  quotient  de  chaque  terme  par  celui 
qui  UpTétède,  approchera  de  plus  en  plus  de  la  racine  supé- 
rieure a,  à mesure  que  l’indjçe’jic  S sera  plus  élevé.  On  pour- 
rait de  même  obtenir  la  moindre. racine  (n°  5o^,  2°) 

Les  imagtnairé$*{p|uvent  modifier  notre  proposition  ; car 
soit  x — a: h fi  V — LX Élisons  A cos  y , /3  = a sin  <f’y  ce  , 
qui  est  toujours  permis,  puisqu’il  en  résulte 

' ..  jfc - . ,■  s 


+ /Sa 


. -tang;^  = - , 

■*  » et 


équ.  d’où  l’on  peut  conclure  a et  Parc  ç dans  tous  les  cas. 
On  a x = A^eqs  <p  ±s\Â  efk.  V — 0 ; d’où  (note,  page  i44) 

± @ V — t)-*  =='^4”(cos  k<p  dt  sin  kp . 1/  — 1). 

„ * * ’ï".?7.  » ...  • . . ' 

fxns  deux  racines  imaginaires  supposées,  introduisent  donc 
dans  Sk  Iç  terme  2A4  cos  ktp.  Il  faut  donc  que  A,  ou  [/ (»*  -h  $*) 
soit  moindre  que  la  plus  grande  racine  a , pour  que  le  théo- 
rème précédent  soit  vérifié.  •- 


.Pour  le  1"  ex.  delà  p.  i65,  ç^a  S,j==579i8,  .$,,=24914; 
-S*.  • . 1 . 1-  — 


vle  quotient  A$§f|=a,3i47 1 1 J ésJÈdue  valeur  approchée  de  x. * • 

* - \ \ ,< <•  • - > • 

■ . *.  < . •> 

V * Ak 

• i \ *■  V 
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FONCTIONS  SYMÉTRIQUES.  lÇg 

. «c  * 

• 58y.  Cherchons  l’équation,  au  carré  des  différences,  . 

‘ Ezz^z'  + Pz'-'  4-Çz»-\..4-t/=o, 

ou  les  inconnues  sont  P ,Q. . . U.  Nous  avons 

(a: — a)1  — xl  — lax‘~'  -f-  — A"at'sd~'i . . .'rha1^ 

(je — é)'  = x'  — lbxl~‘  -f-  y/'  Ex1"*  — A“b3x‘~3, . . zhb1,  „• 

’ .[  ' » % 

(X c)l=Xl  Icx1”1  -4-  etc.  * . 

Ces  e'qu.  sont  en  nombre  m\  l,A‘ , A" . . . sont  les  coefficiens 
du  binôme  pour  la  puissance  l.  Ajoutons , le  2°  membre  sera 

mxl  — A' S,xl~*  — A"S3xl~3. . . .à:  Si.  . 

Changeons  successivement  x en  a,b,c. . . . , 

(a  — b)1  ■+-  (a  — c)1. . . z=ma‘  — lS,al~l  + . . . ±Si, 

(ô  — a)1  -f-  (b  — c)1. . . = mb‘  — lS,b‘~'  -f-  - • • — Si, 

(c — a )l  -f-  etc.  .'»•»  ■ “ 

En  ajoutaut  toutes  ces  e'qu. , le  ier  membre-esl  la  somme  des 
puissances  1 des  différences  de  taules  les  racines , retranchées 
deux  à deux.  Le  2*  membre  est 

mSi  — tStS,_,  + A'  S, S^,  - A’SsSi.ï-ï*.  . , . ±mS,. 

' •.  . * '£*?.'  ■ ; ' « 

Or,  si  l est  impair,  on  ne  peut  riêft  tirer  de  cette  formule  , 

car  les  différences  sont  égales  deux  à deux  en-  signes  contraires, 
et  leurs  puissances  l s’entre-détruisent.  Le  2*  membre  est 
formé  de  termes  dont  ceux  qui  sont  à égale  distance  des  ex- 
trêmes ont  même  coefficient,  mêmes  indices  .pour  S , avec  des 
signés  contraires  ; ces  termes  se  détruisent  donc  aussi  : de 
.là  o = o.  . ; ' . *' 

*i.  fyfaïS  si  l est  pair,  (a — b)1,  ( b — a)1 sont  égaux  deux  à 

deux,  ètçhaque  terme  du  i"  membre  est  double  ; d’ailleursf 
les  parties  du  2e  sont  encore  égales  deux  à deux , mais  ont 
même  signe  : eljes  se  doublent  donc  aussi , excepté  le  terme 
moyen,  qui  ne  s’accouple  avec  aucun  autre.  Prenant  la  moitié 
des  deux  membres,  cliaqqe  terme  redevient  simple,  et  il  faut 
réduire  le  terme  mqÿen  à moitié.  Ainsi , d’une  part , faisant 


*6 
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i— 21 , le  i'r  membre  devient  la  somme  des  puissances  ai, 
des  diff.  des  racines,  ou  celle  dès  puissances  i des  carrés  de 
ces  diff.,  somme  que  nous  représenterons  par  /J.  D’une  autre 
parlai,.  A' , A"...  désignant  les  coefficiens  du  binôme,  pour 
l’exposant  a»' Il  vient  (p.  6)  c 

/ * • t» 

fi  ==  i ““  2Î53|  . 1 ~f“  a ) —-A*  S$S  (ai. 4)»  . • 

Les  coefficiens  ai,  A". . . ont  pour  valeurs  les  nombres 
de  la  ligne  ai  dans  le  tableau,  p.  8;  on  déit  s'arrêter  au  terme 
du  milieu  dont  on  prend  la  moitié.  Ces  facteurs  sont  pour  . , 


1 = 1 . . , 
i = a . . , 
i = 3 . . 


»> 
*> 
1 , 


1 

4,  3 

6.  i5, 


10 


*1  = 4. ..  i,».8,  28,  56,  35 
i = 5...  1,  10 , 45,  120,  210,  126 
i =*6...  1,  la,  66,  220,  495,  792,  4^2.  etc. 

D’où  l’on  tire  ' 


y*»— mSt— S,  )*, 

/ — 6S,S5-+"i5S>S*—  io(Sj)* 


y i~mSg — 8S,  S,  ...  +35(S4)* 

y5=mSIO— ioS,S9  ... — ia6(Ss)* 
• y«=mSi  à— iaSiS,, ..  .+46a(St)’. 


Cela  posé , si  l’on  a calculé  la  série  S,S,St . . . , on  pourra 
tirer  de  cette  équ.  les  valeurs  de  (a — by  -+•  (a — c)’.*,  ..ei\ 
faisant  i = 1 ; ce  sera  la  somme  /,  des  puissances  i des  ra- 
ein  e^le  Fz=  o;  1=2  , donnera  de  même  (a — by~f~(à— g)4!»»*,»/ 
ou  /, , etc.  En  général , l’c'qu.  (AT)  donnera  la  somme) /i  dés 
puissances  i des  racines  de  l’équ.  au  carré  des  différeftçes.  Or, 
d’après  les  équ.  (A)  p.  i65,  appliquées  à cette  équ. , on  a 

P=-f„  Q= i{Pf,+f,)y  R=-iïQfi#P6+f. i)..;  " 

Le  calcul  des / devra  être  poussé  jusqu’à  l’indice  n—±m(m—  i), 
degré  de  Fz , et  celui  des  S jusqu’à  un  indice  double. 

W 


Digit 


a- 


,z 


THO/SIÈHE  DEGRÉ.  I7I 

VT>?':  f * -,  J «* 

Pour  xs-|-ÿ^+  r=  0,11»,$,$,^ ‘.  • son*#- , ^ ^ 

3,  o,  — iq,  —3 r,  iq%,  5qr,  — iq 1 +3V;'  * / 

d’9ù  ■'‘  /l  = -6q,f,  = l8q*, 

p = %»  Q = 9?’*  R = 27ri  + 4 î5 • 

' . t 

Ce  sont  les  coefficiens  de  l’équ.  au  carre  des  différences  pour 
le  3*  degré.  On  trouvera  les  formules  pour'  le  4'  et  le  5*  degré 
dans  la  Résolution  numér.  de  Lagrange , n°‘  38 , 3g  et  note  III. 

, Étfcajions  du  second  degré. 

■ • • 

. 588.  L’équ.  = o ayant  a et  b pour  racines  in- 

connues , cherchons  la  valeinfz  = c-+-  mb,  m étant  un  nombre 
arbitraire.  Comme  a -f-  b=ts — p,  ces  deuxéqu.  feront  connaître 
a et  b , quand  z sera  obtënu.  Mais  on  ne  peut  trouver  cette 
valeur  de  a -f-  mb  , sans  obtenir  aussi  celle  de  b + ma  ; z ayant 
ccs  deux  racines,  est  donné  par  cette  autre  équ.  du  a*  degré 

\z  — {a  H-  mb)  ] x [a  — (.b  -|-  ma)  ] = o. 

Il  est  dttoc  impossible  de  tirer parti  de  ce  calcul , tant  que  m 
deineurg Quelconque . Mais  si  cette  équ.  en  z est  privée  du 
2e  termsr^j^jgff^mve  as  on  a*^ 


z*=(u — by  = a‘  + b'  — 2 ab  ==S,  — iq  ; 
et  comme  (p.  i65)  £ = p'  — iq  ^ou  ‘trouve  , 
V (p'— 4?),  a+b=—J 

4 . 

d’où  l’oi^ti^ç  çnfin  les  deux  racines  a et  b. 

Équations  du  troisième  degré. 


589.  Les  racines  de  A3  -f-  px  -f-  q — o étant  a,b,c,  la 
quantité  z = a - f-  mb  -+•  ne  est  susceptible  de  6 valeurs 
(équ.  2 ci-après) , quanti  m et  n sont  quelconques  : et  comme 
on  11e  peut  trouver  TuneiSe  ces  valeurs,  sans  que  le  calcul  donne 
en  même  temps  les  5 autres  , z doit  être  racine  d’une  équ.  du 
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b*  degré;  il  est  donc  inutile  d’espéreftqu’on  trouvera  z avant*,. 
Cependant  si  l’on  admet  que  m et  n peuvent  recevoir  de  va- 
leurs telles.,  que  .cette  équ.  en  * soit  z * -f-  Az*  + 5 = o,  ré- 
soluble par  le  a* degré  (n°  575;,  ou  en  tire  bientôt  z,  et  en- 
suite x,  En  effet,  posant  z'  = u,  on  a 

u = —\A+y/  (±A*~B)  = *»/•-<.). 

• * 

Désignant  par  z et  z"  les  deux  racines  cubiques  de  a,  et  par 
1 , » , «’  celles  de  l’unité  (n°  56g) , les  six  valeurs  de  z doivent 
résulter  de  tous  les  cbangerneus  de  place  entre  a,ô,c,daus  le 
trinôme  a -4-  mb  4-  ne  : posons 


*'  ==  a -f-  mb  + ne 
*z'  = b -f-  me  -f-  na 
— c -f-  ma  -j-  nb 


uz 


« ' 


K 

1 y> 


s*  ==  a,.  nb  me . . . (2) , 
staz*  ==;  b,  -j-  'ne  -J-  ma,  _ * 

azK  =='  c.  rçn  . 

Chaque  lettre  passe  ici  d’un  rang  à celui  gui  est  à gauche,  et 
le  i*l  terme  à la  dernière  ■place.  il  reste  donc  à déterminer  les 
arb^tvaiVes  m et  h,  de  manière  à »ce  que.  ces  six  équ.  soient 
réalisées.  Multiplions  az’  par  •*  ; il  vient,  à cause  de*3  = 1, 

* ’ z'=i  a? b -f~  ma.*c  -f-  n^a-a  -f- mb  -f-  ne. 

* ' • j - ^ 

L identité^ que  les  coefficient  respectifs  de  aA6,c,  soient 
, ou  tP  = m,mu.t  = h jri»? ==  1 ; donc  m =**,ti  ==  a. 
En  substituant  dans  les  six  équ  (ij,  on  trouve  qu’elles  sont 
uiicjcbiiséquence  de  ,n  \.  ‘ ' 

f ' * . «j  j - 

z ==va  -f-  etc  -J-  « ’b , z‘  = a + ab  - f*  ege ...  (3). 

Ainsi , en  prenant  m = a* , n = « , notre  trinôme  a ' jçt  valeurs, 
qui  ne  forment  que  deux  cubes  différens  z';l  ,z"3  ^ caren  mult i-  ■ 
pliant  les  équ.  (3)  par  a et»*,  on  reproduit  lés  6i(qu,\(S)  dont” 
les  i*™  membres  n’ont  visiblemefit,pour  cubes  que  z'3  et  z"3. 

11  est  donc  certain  que  les  6 valeurs  de  z sont  racines  d’une 
’équ.  de  la  forme  z6 -f- .dte3  4-^s=  o^ou  4 . 

(z3— z'J)  (z3  — z',3)=z6—  (z'3+*"V  + z'3z"3  = o ; 

* . £ K » 

jl  reste  à déterminer  A zi  13 , sa^oir,£ 

A = — (z3 -fi'3)  ' /?==(z'.z")3; 
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‘ ' , yt: 

car  une  foi»  A et  B connus  en  fonction  des  coefliciens p et  q,  . 
l’équ.  (1)  donnera  les  valeurs  de  z3,  dont  les  racines  cubiques 
z' et  z"  seront  connues.  Les  équ.  (3)  donneront  ensuite  a, b,c, 
comme  nous  le  montrerons. 

Développons  le  cube  de  z — a -f-  ac  a'b en  mettant 
1 pour  a3  chaque  fois  qu’il  se  rencontre  , 

z'5=$3-|-6a£c^îa(!aY-f^*a+c,A)  \-‘àa’{à,b-\-c‘a-^t>'c). . 

On  obtient  z*l  en  changeant  ici  b en  c ; ajoutons  ces  deux  ré- 
sultats, il  vient 

— A = 2 s3  — 1 iq  4*3  (<*+*")  [ a’b]  = 5 S3  — 1 27, 

à cause  de  abc  = — q,S,  = o,«  -f*«’  = — • , et  de  la  formule 
(C,p.  167)  qui  donne[a*ô]  = S,S, — S3  : et  comine53  = — 3 q; 
ona^  = 2 jq. 

D’un  autre  côté , z'z*  = S,  + (*  + «")  ==  — 3//, 

à cause  de  Sa= — 2 p,[_ab]=^p,  a.  -\-  a'  — — 1, 
le  cube  est  B ■=  — 27^'. 

Ainsi,  u — — 27  (i  7 ±:  \/ \q'  + z\ 

Comme  ici  les  facteurs  de  27  sont  les  racines  ( et  1"  de  l’équ. 

‘‘  + 7*  = (;f03.  on  a z'  = 27t. 

Éliminant  a,b,c,  entre  les  équ.  (3)  et  a + b -J-  c — 0 f qui  i* 
provient  de  ce  que  la  proposée  n’a  pas  de  ac  terme , on  a 

3a  = z'  -\-z",  3ô  = *1  + «’z" , 3c  = *’z' 
lisq 

n°  578. 


y 

♦ T. 


r 3 s 

et  puisque  z'  = 3 , z"  = 3 \/ 1” , on  retrouve.les  valeurs  du 


Équations  du  quatrième  degré : 


* 


5go.  Pour  résoudre  l’équ.  x’  + -(-  qx  -f-  r =.  o,  nous  ne 

chercherons  pàs  à former  les  valeurs  de  z = a -f-  /ô  4-  me 
qui  sont  au  nombre  de  24 î ,nais  de  z=o+  b -f  m(c-f- 
qui -.n’en  a que  6 : et  mêmedaisant  m — — 1,  nous  .poserons 
z = a -f-  b — - c — d,  dont  les  six  valeurs  sont  égales  deux  à 
deux  avec  des  signes  contraires.  La  -racine  z sera  donc  donnée  • 
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par  line  éq«.  du  6*  degré , telle  que  z®  ■+•  -di*  + Bz * + C=  o, 
qui  n’a  que  des  puissances  paires,  en  sorte  qne  ces  6 valeurs 
n’ont  que  trois  carrés  différais. «Posant  z*  = t on  retombera 
' sur  une  équ.  du  3*  degré,  qui’ donnera  t,  par  suite  z,  et  enfin  x. 
En  développant  le  carré  on  a,  : « 

(a+b — c— dy  = {a-\-b-\-c-\-dy— 4 ad+bc-j-bd).  , 

La  î”  partie  est  nulle,  puisque  lé  2*  terme  manque  dans  la 
proposée  : ajoutant  et  ôtant  4 (ab-fcd)  ^jon  a ' 

(a  + b-Je—d)‘  = -SU àb]  +4(ab  + cd). 

**’  Changeant  b en  c,puis  en  d,comme  Qaô]  =p,ona 

(a  + c — b — + 4(aç,  + bd),  ^ 

. (a  + d — c — by  = — 4p  + 4(a<ï  -f-  bc)  ; 

telles  sont  les  valeurs  de  nos  trois  carrés  z \ Il  est  clair  que  les 
calculs  seront  plus  simples , si  l’on  prend  pour  inconnue . . . 
)u=\z*  + p , puisque  les  valeurs  de  u seront 

4+  cd,  ac  -f-  bd,  ad  -f-  bc  ! 
formons  l’équ.  qui  a ces  trois  racines.  Comme  on  a 

S, o , S,=  — 2/1,  5,s  = — 3y,  S4  ==  ip^  — 4r> 

* Si  — Spq,  S6  = — 2p3+6pr+3q\ 


1 


on  trouve,  d’après  la  formule  D , et  en  divisant  par  2 ou  6 
(p.  167),  s’il  y a lieu,  que, 

i°  La  somme  des  binômes  est.  [aô]  =p  ; 

20  La  somme  de  leurs  produits  2 à 2 est 


[a*bc]  = S4 — -jS,*  = — 4r; 


3°  Le  produit  des  trois  binômes  est  abc  d X 5,  + [o’ÔV], 
ou  Vs,+ • S4.$,  + i £6  = 1-4^ + 7- 


ainsi , on  a 


u3  — pu ’ — 4ru  ■+■  4pr  — 7’  = o , 
ou  z6  -f-  8pz*  + * 6z’  (/>* — 4r)  — 647 * = o , 

en  mettant  \ + p pour  u Une  fois  connues  les  trois  valeurs 

: 


*f 


' i 
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(le  za , puis  leurs  racjncs  rt  (z,zf  et  z"),  il  faudra  tirer  a,b,c,d 
des  e'qu. 

-5I  = « + Z>+ic+|r=o,  a + c-bKjfrz', 

a-t-  b — c — d = z , a -J-  d — b c — z“ . 

• Ajoutées  2 à 2,  ces  équ.  donnent 


z,  « + c = iî',  a + d = 

„ ^ 
dont  la.somme  d ==  a (z  + s'  -f-z")  : par  suite,  on  a b,c  et  d. 

’dft  z,  z ,z“  étant  prises  en  ±,  on  a 8 racines  au  liétf  dp  et 
en  effet,  l’équ.  en  z dépendant  de  q*  et  non  de  q,  notre  calcul 
laisse  le  signe  de  ^ arbitrai^.' produit  des  trois  dernières 
équ.  est!  - ‘ v ’ ' * 

j zz'z"  a*  ( b -J-.c  -f-  d)  -f-  [abc]  = — q, 

' " s ! 

à cause  de  ; — a = ù-f-c  -f-  d.  Le  produit  zz'z"  a donc  un  signe 

contraire  à q,  d’où  suivent  ces  deux  systèmes,  comme  p.  161, 

x = \ (zJtz'qr  z'j,eti.(— zÿz'±z")V»>  4. 

q négatif,  x — \ (z  ±z'±z"),et  [{—z  + z'ïzz").  ^ ' 


> • 


.r 


Élimination. 


4< 


X 

r 


5gi . Soient  Z = o,  ou  A-*1*  -+■  pxm~'  -f-  etc .+ 

.V*  T7  = o,  ou  k'xa+p'xm~'  +. . . 

• • • . | 
deux  équ.  en  x et  y.  Si  la  2e  équ.  est  supposée  résolde  par  rap- 
port à x , savoir,  x = a,b,c. . . on  pourra  substituer  ces  va- 
leurs, qui  sont  en  fonction  de  jr  dans  Z— il  en  résultera 
autant  d’équ.  A-=o,  B — o,C  = o... , en  y seul.  Si  la  ire  est 
résolue,  les  valeurs  y = «,*',<**...  étant  mises  dans  x p=  a, 
donneront  les  valeurs  correspondantes  x — /S, /S', £". . . ; de  là 

les  couples  ,/6') qui  rendront  Z etT  nuis.  Ou 

en  dira  autant  pour  B = o et  x = b,  C — o et  x = c 

En  posant  le  produit  A X B X C. ...  — o , cette  équ.  aura 
pour  racines  toutes  les  valeurs  de  y ainsi  obtenues;  ce  sera 


* 

• 1 


s* 


* > v, 


& 


f * * :• 
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donc  l'équation  finale  en  y,  dégagée  de  toute  racine  étran- 
. gère.  Il  s’agit  de  composer  le  produit  ABC. ... 

Mais  comme  ce  produit  ne  doit  pas  varier  quand  on  change 
aeni,en  c...,  les  coefficiens  sont  fonctions  symétriques  de 
ces  lettres , qu’on  suppose ‘être  racines  de  l’équ.  T ==o,  ré- 
solue par  rapport  à x.  On  saura  donc  exprimer  ces  coefficiens 
ea  S:,S,,Ss.  ■ . tirés  de  T = o,  c’est-à-dire, ’én  fonction  des 
coefficiens  de  T,  qui  sont  enj\  Dès  lors  le  produit  ABC. . . 
, se  trouvant  dégagé,  d’abord  de  x,  et  ensuite  de  a,b,c.  }. , 
necontiendra  que  l’inconnue  y. 

Donc,  mettez  successivement  pour  x dans  Z = o,  les  lettres 
a, b, c...  en  nombre  n égal  au  degré  de  x dans  T-,  multipliez 
les  polynômes  résultans  , les  coefficiens  du  produit  seront  des 
fonctions  symétriques  de  a,b,c...  ; tirez  ensuite  de  T=z  o 
les  valeurs  de  S,,S,.  . . cny,  et  exprimez  vos  fonctions  symé- 
triques en  S,, S, ...  : vous  aurez  l’équ.  finale  demandée. 

Soient  x*y — 3rq-i=o,  x’(y — i ) -J- ar — 2 = 0; 
d’où  (a?y  — 3a  + i ) (b:,y  — 3b  + i ) = o , 


edb^y*  -\-yS 3 — 3 aby  S,  -f-  gab  — 3S,  + i = o. 
k Mais  on  tire  de  la  deuxième  équation  proposée 


S,=- 


ab  = 


,S. 


' J — 1 " (z — 0*  ' y — * 

enfin,?ba.  obtient  la  même  équation  finale  que  p.  71. 

Ajoutant  les  exposans  qui , dans  chaque  terme  de  Z , affec- 
tent x et  y,  désignons  par  m la  plus  grande  de  ces  sommes  ; 
m est  ce  qu’on  nomme  le  degré  dé  l’équ.  Z,=  o ; y ne  doit 
entrer  qu’au  premier  degré  au  plus  dans  le  coefficient  p de 
xm~‘  ; au  2'  dans  celui  q de  x"1-’ , etc.  Soit  n le  degrc  de 
o prouvons  que  le  degré  de  l’équ.  finale  ne  peut  excéder 
le  produit  inn  des  degrés  des  équ.  proposées. 

On  sait  que  la  valeur  de  S,  ne  contient  d’autre  coefficient 
que  g ; celle  de  S,  contient  q , etc. . . S,,S,,S3...  ont  donc 
leur  degré  en  y,  exprimé  parleurs  indices  respectifs.  D’un  autre. 

c$té,  un  terme  du  produit  ABC... , tel  que,/1  [aab^t^...  J , a 


Î 


,‘V 


1 


..  .• 

ï • 
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son  degré  i + * + , S -f  y. . . . = mn  au  plus , puisque  chaque 
terme  de  A est  au  plus  du  degré  m , et  qu’il  y a n facteurs 
A,B,C...  11  suit  d’ailleurs  des. formules  du  n°  585,  nui  ex- 

priment  des  fonctions  invariables* que'  rt"i3c7...]  sera en^- du 
degré  a.  -f-Æ+y...  Donc,  le  terme  sera  lui-même  du  degré  mn 
au  plus  s c.  q.  f.  d. 

« Voyez  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  ii*  Journal  poly- 
technique. 

* 

. » V.  fractions  ^btutues.  v:*., 

■>.*  ♦ , .y-- 

Génération  et  Propriétés. 

■ *‘V  { ■' 

5gi.  Pour  approcher  d’une  racine  de  l’équ.  fx  = o,  soit  r 
l’entier  immédiatement  moindre,  et  x'  une  nouvelle  incon- 

nue]>  1 , d’oùx==jf  4-—  t substituant  dans  fx=o,  on  a 

une  transformée  Fx' = o.  So^jK-l’entier  au-dessous  de*',  on 

fera  x'  = y'  + - L ; puis  x"  = étant  > i • 

on  obtiendra  ainsi  les  équ.  (A)  et,  par  Substitution,  la  va- 
leur de  x sous  la  forme  (B)  qu’on  appelle  une  fraction  con- 
tinue. - * • . 


" V, 


* = y + -> 


(B) 


W 


y + — . 

r'+p+.L 

Y”  + etc. 


Les  entiers  y,  y , y y”, . . . sont  les  termes  de  la  fraction 
continue,  que , pour  abréger,  nous  écrirons  ainsi  f - 

' *=.r»y>£% y, y", \&r.. 

L’évalultion  de  x en  fraction  ordinaire  -se  fait  par  le  procède' 
suivant,  Soi^  par  exemple, 

m.  ■. 

i 
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Prenant  d’abord  la  portion  terminale  2 + j*  je  la  réduis  à ; 
l’unité  divisée  par  j donne  f et  x devient 


ï = iH — . . , 

'.+  s + 4 


l 


9 

de  même  3+  |=^-;puisun  1 : 3g-  = ^>  etx  = 2-f- 

[Ui  revient  à,®  + . : £=  2 + & enfin  x = £i.  La  marche 
„u  calcul  revient  visiblement  à «elle  dé  la  p.  37 , t.  I.  Dans  les 
ex.  suivans,  la  i**1  ligne  contient  les  termes  de  la  fraction  con- 
tinue , et  l’opération  se  fait  ainsi  : Multipliez  chaque  terme 
par  le  nombre  inscrit  au-dessous , et  ajoutez  celui  qui  est  à la 
droite  de  ce  dernier  ; places  la  somme' au  rang  à gauche. 

a,  — a,  1,  3,  a,  4 II  x = 3»  a>  *»  *’  3>  2’  4 
m,  40,  3i,  9,  4,  1 H 617,  182,  7'.  4°>  3|>  9>  4.  ' 

On  a donc  x=  J#  d’une  part , et*  = |||  de  l’autre. 

Lorsque  la  fraction  continue  va  à l’infini , on  l’arrête  à l’un 
de  ses  termes,  en  négligeant  tous  les  suivans;  on  n’a  ainsi 
qu’une  valeur  approchée  de  x.  Si  l’on  néglige  x"  dans  les 
équ.  (vO,  en  posant  x“=y",  x"  est  rendu  trop  petit;  cette 

valeur  donne  x " —f  + y.  q«»  est  trop  grand  : x est  à son 

tour  trop  petit,  etc.  En  général,  suivant  qu’on  limite  une  frac- 
tion continue  à un  terme  de  rang  pair  ou  impair,  la  valeur 
est  > ou  <x.  En  arrêtant  la  fraction  successivement  au  1" 
terme  y,  au  2*  y',  au  3e  y'»'-  • • le*  résultats  sont  alternative- 
ment < x et  > x , qui  est  compris  entre  deux  consécutifs.  Ces 
résultats,  qu’on  nomme  fractions  convergentes  ou  réduites,  se- 
ront représentés  ici  par 


a b c_  a_ 

d’  V'  é*  d 


En  prenant  y,  f , y",  f • • 
pour  dernier  terme.  On  a 

a y b yy'+  1 

d~l  ’ b'  - y 


m n P_  rf-’\ 

'ni'  ri'  p'" 

y-*,  y-', y.... 

4 

c _xrYyy  +j- 

c yy-t  » 
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FRACTIONS  CONTINUES.  '*  * , rj() 

ky.  + a „ 

l'y  j a"  "our  a^oir  — , remplaçons  ici  y" 


par  y -f-  — , st  #=f,  y,  y"  deviendra  x=j-,  y\  y "}  y . 


v 


Or  le  numérateur  c devient 

A » .v  • 

by  + « + L - ^ * r^°y+à 

. * h i * * 

le  dénominateur  d devient  C-?  ■ d’où  — — 

" "*■  3r  ■ ' y 

Et  comparant  ces  valeurs  de  j„  on  voit  que  /e  nnmdrn- 

leur  d’une  convergente  se  déduit  des  deux  prêcédens  multipliés 
respectivement  par  i et  par  l’entier  terminal,  puis  prenant  la 
somme  des  produits  : le  dénominateur  suit  la  meme  loi.  Cette 
loi  appartient  d ailleurs  à toutes  les  convergentes(C),  puisqu’elle 
résulte  d’un  calcul  semblable,  aux  accens  près,  pour  chacune 
en  particulier.  Donc  / ^ 

• » 1 

P = r>y  + mi  p*  = n'y  -f.  m' (O) 

P_  _ nyl  + m 

p riyym’ .*•  0®)* 

’ . «-*'  * - • 

11  suffit  donc  de  former  les  deux  i'«  converçentes,  pour  en 
déduire  consécutivement  toutes  les  autres,  par  ex. 

-*=  2,  1, 3,  2,  4,  donne 

fractions  tour-à-tour  <et  >*  dont  iU  est  la  valeur  exacte. 
Ce  procédé  offre  un  second  moyen  d’obtenir  cette  valeur. 

5g3.  En  éliminant^'  entre  les  équ.  (£)),  il  vient  * 

’ ♦ ‘ jfc  * *- 

P.n'  — p'n  = — ( nm ' — n'm)  \ tj 

c.-à-d.  que  la  différence  des  produits  en  croix  des  termes  de 
deux  convergentes  consécutives,  est  constamment  la  même  en 

12.. 
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signes  contraires  : et  comme  pour  les  deux 

«■  • ' i 

jj  | • • ^ i 

— —JJ  , — , celte  différence  est  i , on  en  conclut  que 

; • ;• 

on  prend  + quand  y'  et  —,  sont  de  rangs  pairs , ^ et 

— quand  les  rangs  sont  ütapqirs(*).  Donc  , 

i®.  Comme  tout  diviseur  de  p et  p’  devrait  aussi  diviser  i , • 
p et  p ' sont  pvemiers  entre  euxj  il  en  est  de  même  de  p et  n, 
de  p'  et  ni . Les  convergentes  sont  irréductibles  ; 

a".  Si  dans  l’ëqu.  ( E ),  on  remplace  y par  la  valeur  totale  z * 
de  la  fraction  continue . prise  depuis  le  termej-1  jusqu’à  la  fin, 
z —j\  yl+',  J***, ...  il  est  clair  qu’au  lieu  d’avoir  une  con-- 
vergente,  on  aura  la  valeur  exacte  de  x,  savoir  : 

nz  + m ^ 

. -y-— (*»)»  ■ 

n z ■+■  m • 

* * , ’ . I * * 

nous  appellerons  (G)  une  fraction  complété ; 

3°.  Retranchons  ^7  et  ^ de  x,  pour  obtenir  les  erreurs  3’  et 
771  n 

— 


(*)  Les  différences  entre  les  convergentes  successives  sont  __ 

b a t , c b _ 1 L —1  — - .. 

?-&—  ve p'  n'  -7* 

la  somme  de  toutes  ces  équ.  se  réduit  à 

+ JL  + A ‘ 

ti  a'b’  iV  c'«f  CF*'  Pn 

4 * 'T*!ùr  ’ p * 1 

on  obtient  ainsi  le  développement  de  la  valetiv  exacte  de  x , quand  -,  est  la 
dernière  comfgéfcte , et  une  expression  approchéo  de>ar  lorsque  la  fraction 


continue  va  à l’infini.  Dans  notre  ex. , 

* V 

1 T I 

4° 


x = T + 7-  i + 5S-36o 
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I de  chacune  de  ccs  convergentes  : 

\ -f-  - -T-  | 

.«î^  m\ri  z-\-m')r  ri  (ri  z- J-  m()''Y  ‘ 

Les  signes  sont  contraires,  parce  que  x est  compris  entre  les 
deux  convergentes.  Cette 2cdififér.  est  moindre  que  la  ire,  puis- 
que ni  < ri  et  z~f>  1 , z contenant  bipartie  entière  et  positive 

71  ■'  v i?  Tïl  '■*  i • 

j-1  : ainsi  x est  plus  près  de  que  de  —,  : les  convergentes  ( C ) 

sorti  de  plus  en  plus  approchées,  de  r,  alternativement  par  dé- 
faut et  par  excès , d’où  résulte  leur  dénomination  ; 

• « J 

4°.  Lorsqu’on  limite  la  fraction' .continue  pour  en  tirer  deux 
convergentes  consécutives^,^,  les  erreurs  «T,  <1  ont  les  va- 
leurs (H)  -,  et  comiqe  z > i , si  l’on  pose  z = i dans  la  2%  on 
augmente  la  fraction,  d’où 


• ^ l — x 7T  • ••  (JQ. 

(n+m  )c  -y.1 

~ r***.v*'  * . * 

* ^ | 

U erreur  de  toute  convergente  -j , est  moindre  que  V unité  di- 
• " n - 

. Oj.  ^ . y.  ' 

visée  par  le  produit  de  son  dénominateur  a multiplié  par  la 

somme  ri  -f-  m'  de  ce  dénominateur  et  de  celui  de  la  fraction 

précédente.  Dans  l’ex.  cité , on  a les  fractions  ÿ et  -ÿ;  celle-ci 

n’est  pas  fautive  de  -pj-j , 1 1 7 étlftt  = 9(9+4)- 
_ • « . 

Souvent  aussi  on  néglige  Je  terme  n*',  ce  qui  accroît  en- 

•.  j * < t 

cote  la  fraction  (A),  et  on  a ) < toute-  convergente  est. 

approchée  de  x à moins  de  1 divisé  pat  le  cafté  de  son  déno~ 
minatcur  : n’est  pas  en  erreur  de  — . ; 


1 


î i 


594.  Soient^,  jt,  j,  des  fractions  croissantes  quelconques; 

la’différ.  entre  les  extrêmes  surpasse  celle  de  chacune  avec  l’id- 
r *•  termédiaire.  Supposons  en  outre  que  h , ri,  /,  /'  soient  tels  qu’on 


• k »i 


'ïi'àV 
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ait  lh'  — l'h  = 1 ; on  trouve  que 

î h I ^ kh’—kh  i ^ Ik'—kV 

, C ;A'“FF>  k'K  et>  kT  ‘ 

* r \ 

Ces  numérateurs- étant  entiers  et  positifs,  sont  au  moins  r; 
remplaçons -les  pâv  1;  il  vient  V h!  h!k'  et  < kr  donc 

k"^>t  et  h',  en  supprimant  les  facteurs  communs.  %'  est  le  plus 
grand  des  trois  dénominateurs.  De  même,  en  renversant  les 
trois  fractions,  on  voit  que  k > h et  l.  Ainsi  la  fraction  inter- 
médiaire est  plus  compliquée  que  les  deux  extrêmes. 

Or  x est  entre  — , et  pour  que  la  fraction  — fût  plus  voi- 
sine de  x que  ces  convergentes,  il  faudrait  qu’elle  tombât  en- 
tre elles  , et  par  conséquent  fût  plus  composée.  Donc  chaque 
convergente  approche  de  x plus  que  toute  autre  fraction  con- 
que en  ternies  plus  simples.  , 


A l’aide  de 


m 

ni 

h 


composons  les  deux  fractions 


h' 


m-f-(t — 1 )n 
m -j-  (i — 1 )«'  ’ 


l 

l' 


m -f-tn 


?.. 


m +tn 

• -h  . 

1 désigne  ici  1 ,2 ,3 . . . jusqu’à^*  qui  est  l’entier  contenu  dans 
la  convergente  suivante  ; d’où  . 


m m-J-  2/1  m +j‘n  p fr^ 

m'  ’ m ' +ri  ’ m ' ’ m’+jrln'  ~~  p ' ‘ ‘ 


l'h  -+- 1 • >«■>  ». 

Or  - — -j 7 — -rrjr , quel  que  soit  l’entier  t : donc  les  fractions 
1 h ■ «£<  *;  1 / 

f)  sont  irréductibles  (i°);  elles  approchent  de  x plus  que 
toute  autre  ftroins  composée  ; leurs  differ.  consécutives  ayant 
même  signe,  ces  fractions  croissent  de  la  ireà  la  dernière,  et 
toutes  sont  < x,  si  les  extrêmes  sont  de  rangs  impairs;  dans 
le  cas  contraire,  elles  descendent  vers.*;  enfin  l’erreur  £ de 

, puisque  x est  entre  les  deux 


l’une  d’elles  est  jrj 

! . I h 

bâclions  j,  et 


v'W 
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On  peut  donc  insérer  entre  nos  convergentes  principales  (C),  , 
y — i fractions  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  qu’elles. 
Ces  convergentes  intermédiaires  se  partagent  en  deux  séries  ; 
les  unes,  insérées  entre  les  rangs  impairs,  montent  vers  x,  et 
les  autres  sont  ascendantes  vers  x : on  le»  forme  en  ajoutant 

terme  à terme  y fois  successives , les  convergentes  — ,et-^-j. 
Dans  notre  ex.  on  a x 2 , 1,  3,  a,  4 

. 1 » 3 II  3 5 111 

convergentes  principales «>  7>  x»  TT’  4.0  * 

Prenant  f et  a,  on  en  déduit  |,  f et  celle-ci  est  la  3'  con- 
vergente principale,  et  011  a fait  3 additions,  à cause  du  terme 
3.  Partant  de  ^ et  je  trouve  M,  les  fractions 

de  rangs  pairs  se  traitent  de  même  (cette  série  ne  se  limite  pas), 
et  on  a 

(ï),  fl  fs  (t).  fr.  14,  <x  = (r£) 

(?),  i*.  (f),  W»  ttf»  4H--  >Æ- 

Observons  qu’on  peut  commencer  la  série  des  convergentes 
principales  (C)par?  et-,  qui  remplissent  toutes  les  mêmes 
conditions  qu’elles. 

Équations  déterminées  du  premier  degré. 

5g5.  Pour  réduire  en  fraction  continuera  valeur  de  x dans 
l’équ.  Ax=»Byi\  faut,  selon  ce  qu’on  a dit  n°  5ga,  extraire 

l'entier  .y  contenu  dans  x^^=jr+-^=Jr-\-—, , R étant  ,1c 

reste  de  la  division  de  B par  A ; 

puis  == , i *”=  ~p>  — etc‘ 

. ’ r * ( ' 

donc  x — — ; 1 . ~ J 1 X » X tX*  elc> 

X — u 1 N- 

. v»  ■ 

J j”  etc.  I 

Cette  opération  donne  pour  termes  de  la  fraction  continue,  les 
quotieus  successifs  du  calcul  du  commun  diviseur  entre  A et 
B -,  cette  fraction  est  toujours  finie.  „ . . . 
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l’ar  ex.,  pour  l’équ.  a&45  x=ç)-]52;  on  a 


s:5a 


liMMi  8 i 7 


■IH 


«If  <t 

5 


a 3 

iT* 


4?A 
» *5 


3,1, a, 5, 7. 


On  eu  tire  les  convergentes  principales  et  intermediaires  par  les 
calculs  (Z?)  et  (£.),  savoir:  : 

(t),  t,  i,  (?),  f,  (ÿ),‘  $*,  0=.^ 

>i 


/M  fiV  IA  Ai  V il  /Â»1  4*J  *2» 

a>  7 > 10»  LeJr  * * * * ■ 


n 4 s*  > p46*  ‘ 


la  fraction  -L5  est  plus  approchée  de  a:  que  toute  autre  plus 
simple;  elle  l’est  à moins  de  — . 


Oh  trouve  de  même  pour  x-=  3, 2, 3, a ,7 , 

(*)>  H,  ft).  f$.  Ht—<*f  (Vf*  (WÏtif--'>* 

on  sait  donc  résoudre  cette  question  : Étant  donnée  une  frac- 
tion, en  trouver  d’autres  plus  simples , et  qui  en  approchent 
plus  que  toute  frpelion  mçins  composée  qui elles. 

5g6.  Voici  quelques  applications  de  cette  doctrine. 

I»  On  a trouvé  *■=  3,  i4 1 5926 — potlr  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre  ; fa  fraction  continue  équivalente  à la 
partie  décimale  donne  - 

1^2,3, 1,1, 2,1 ,3,1,  i4...(^qr-  Compl  d al- 
gèbre de  M.  Lacroix , p.  288, 6‘édit.  ) : on  en  tire  les  conver- 
gentes principales  et  intermédiaires,  dont  les  rapports, d'Ar- 

cliimède  et  d’Adrien  Métius  font  partie  : 

• * 0 

/*ï\  a*  A 7 6 9 £i  1 1 * . lli  »B*  /333\  -* 

10  > ni  ;o>'  ji»  f 5o  • • • Vtot»/  ’ * * 

A \ JL A i.6  12..  */2£\  • /i«A3A8\  - 'Xy  • 

t * _ 

II.  L’ année' solaire  tropique , ou  le  temps  que  le  soleil  em- 
ploie à revenir  au  même  équinoxe,  est  de  365,  2422181  jours.  ‘ 
( f^ofi  uson  A sir.  pratique,  p.  88).  En  ne  donnant  que  365 
jours  à l’année  civile,  l’équinoxe  reviendrait  à peu  près  un 
jour  plus  tard  tous  les  quatre  atis,  en  sorte  que  pour  le  ra- 
mener à la  même  date,  il  faudrait  donner  366  joürs  à chaque 
4cunnée,  appelée  bissextile;  c’est  du  moins  ainsi  que  cela  était 
ordonné  dans  le  Calendrier^ Julien,  régie'  par  Jules  César,  en 
supposant  l’année  de  365 i {.  L’erreur  de  cette  supposition, 
qui  fait  anticiper  à son  tour  l’année  civile  sur  la  solaire,  a été 


*V 
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‘ » # é ' # % 
en-  partie  corrigée  dans  le  calendrier  grégorien , qui  supprime 

trois  bissextiles  séculaires  sur  quatre,  c.-à-d.,  n’intercale  que 

97  jours  en  4oo  ans.  Pour  apprécier  ce  système  , traitons  par 

notre  théorie  la  fraction  ^oSèoS»,  (lul  se  développe  en 

' "t  " 'v  ' ' t*  « 'i 

o>4>  7 » * 1 > 1 >2  • i»  yj»  7Z>  '■■"■■■■  s > t.;  i > ■ 

Prenons,  V*  ex.,  la  fraction  supposons  l’année  so- 

laire de  365  ^ jours  : il  faudrart’pour  que  l’annéè  civiles’ac- 
cordât  avec  cette  durée , intercaler  8 jours  en  33  ans  ; on  ferait 
chaque  4'  année  de  366  jours,  en. ne  faisant  réunir  la  8'  bis- 
sextile qu'au  bout  de  cinq  ans;  puis  on  recommencerait  une 
périéj&'idjnblable  de  33  ans.  Telle  était  le  système  des  an- 

Cl  CD  S rtioCS  « 

On  remarquera  que  les  fractions  ~ et  ne  se  trouvent  pas 
parmi  les  convergente^  soit  principales,  soit  intermédiaires, 
et  que  l’on  aurait  pu  adopter  un  inode  d’intercalation  plus  ap- 
proché que  celles  qu’on  suit  dans  les  calendriers  Julien  et  Gré- 
gorien. Mais  cet  inconvénient  est  sansimportance  réelle  {Voy. 
mon  Uranographie).  * • 

III.  Le  inoisluuairc  synodique  est  de  291,5305887;  le  mois 
solaire  de  3o>,43685i5;  le  rapport#  de  ces  nombres  étant  con- 
verti en  fraction  continue,  ôfi.en  tire  les  convergentes 

(i),  m (Hr!)-  - • <$&,  GDb  (fevlsf  • •>*;  _ 

si  l’on  regarde,  par  ex.,  coin  me  valeur  de  x,  ce  sera  sup- 

poser que  235  mois  lunaires  s’écoulent  en  228,  ou  ig  fois 
12  mois  soküres;  la  différence  est  7;  ainsi  eu  igans,  il  faudrait 
intercaler  7 mois  lunaires  de  plus,  pour  que  le  soleil  et  la  lune  se 
retrouvent  dans  les  mêmes  positions  relatives.  Cela  ppsé,  qu!on 
.forme  19  tables  indiquant  les  phases  de  la  lune  à-leurs  dates, 
et  ces  tables  en  annonceront  les  retours  pendant  toutes  les  pé- 
riodes de  19  années,  en  prenant  ces  tables  dans  leur  ordre  de 
succession.  C’est  ce  que  Métbon  avait  appris  aux  Grecs,  dont 
le  calendrier  était  luni-solaire,  et  qui  avaient  nommé  cycle 
solaire  cette  période,  et  nombre  d’or  le  numéro  qui  désignait 
celui  des  i§  calendriers  qui  s’appliquait  à chaque  année. 

V 
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Équations  indéterminées  du  premier  degré ..r  . . 

/ / • 

. 597.  Nous  savons  (n°  1 18)  qu'il  suffit  de  connaître  une  so- 
lution **=*,  nombres  entiers  de  l’équ.  ax+by=c, 

pour.eq  conclure  toute  autre;  les  valeurs  de  x et  dey  forment 
îles  etjutrdilTércnces  dont  la  raison  est  b pour  x,  et  — <a  pourj', 
x bt,  y=dS — at-  h>a  théorie  des  fractions  Continues 

donne  un  inoy$ji?très  simple  de  trouver  les  nombres  a.  et  £. 

Résolvons  en  convergentes^,  et  soit  ^ l’avant-  dernière , 
celle  qui  précède  la  proposée  : on  a vu  ( D,  n®  592  ) que  v. 

* T ' < H „ 

ap  — bp=  ± 1 , d’où  ap'c  — bpc  = ±c,  . 

r 

le  signe  est-j-  ou  —selon  que  la  fraction  continue,  prise  en  tota- 
lité, est  formée  d’un  nombre  pair  ou  impair  de  termes.  Com- 
parant avec  ax  4-  byxxc,  on  voit  que  celle-ci  est  satisfaite  en 
posant  et  = 7/c,  £=  —71c,  dans  le  cas  ou  les  deux  membres  ont 
meme  signe , et  « = — p’c , j8  = pc  dans  le  cas  contraire. 

Rien  n’est  donc  plus  facile  que  d’obtenir  une  solution  en 
nombres  entiers  de  l’équ.  ax-\-by=c  : On  résout  en  continue 


Infraction  js  on  forme  la  convergente  qui  en  résulte  quand 


on  néglige  le  dernier  terme  ; on  retranche  ces  deux  fractions , et 
on  a ap' — pb  = dz  17  onmultiplie par  c,  et  oncompare  terme 
à terme  avec  ax  -f-  by  = c.  , 


Soit  par  ex.  l’équ.  io5x— 43 J-  — 17; 
la  méthode  du  commun  diviseur  donne 


io5  1 43 

JL  JLjL 

a 

2 3 ï 

m'1  9 

4 * 1 

= 2,2  >3, 1 >4»  "g"  ==ra ,2 ,3, 1 . 

Cette  dernière  fraction  s’obtient  en  supprimant  le  terme  4»  et  à 
l’aide  du  procédé  exposép.  37,  T.  I.  De  ôtant  on  trouve 
1 o5 . 9 — 4^  • 23  = — 1 ( la  fraction  continue  ayant  5 termes  , 
on  doit  prendre  le  signe  — ; d’ailleurs  les  produits  des  chiffres 
des  unités,  prouvent  que  la  différ.  est  négative).  Onmultiplie 


t 
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cette  eqit.  p^r  — 17,  et  comparant  à la  proposée,  on  trouve 
x=  — 9- 17,^=23.17,  d’où 

x = — 1 53  -f-  43/ , r—  — 374+*o5t. 

• . * ■' t . 

De  meme  pour  l’e'qu.  424x  ~h  ii5.?'-  = 53g,  On  a 

775  =■  ï,  1,2, 5,7  ; supprimant  7 , il  vient  -ff;  retranchant  ces 
fractions,  on  trouve  424-  16  — 1 >5  5g  -= — 1 multipliant  par 
— 539  et  comparant  à la  proposée,  il  vient  x = — 16.5395  ■ 
^==59.539;  donc  x = — 8624  -f-  1 i5/,  jr=:  3i8oi  424t.  On 
simplifie  ces  équ,  en  obsetvant  que  424  est  contenu  75  fois  dans 
3 1 80 1 ; on  .change  * et  t-f*  75,  et  on  trouve 
ar  = i+n5t,  ^=1— 424t. 

L’eqir.  19*  -f-  TT—  *,»7  donne  if  = 2, 1 ,2,3;  -*  =2,1,2  ; • 
retranchaat , 19. 3 — 8.7  = 1 ; multipliant  par  117,  on  a 

x=35i  — 7/, jr==— * 936 -f-  »9<>  ou  x=i — 7<,J'=i44*  l9t- 
On  peut  s’exercer  sur  les  ex.  cités  p.  1 78  du  t.  I". 

Le  problème  de  chronologie  qui  consiste  à trouver  l’année  x 
■■  dontlecfc/e  solaire  est  c,  et  \e  nombre  d’orln,  revient  à chercher  p 
l’entier  x qui  divisé  par  28  et  ig , donne  pour  restes  c — 9 et 
n — 1.  Le  procédé  du  n°  121  donne  pour  cette  année 
ar=56  (c  — n) e -\-^5 

C’est  tous  les  53a  ans  que  les  mêmes  noinbres.c  et  n reviennent 
périodiquement  ensemble  : cette  durée  est  ce  qu’on  appelle  la 
période  djonisienne  ( Voy . Ÿ Uranographie).  • 

Et  si  l’on  veut  que  l’année  x ait  en  outre  i pour  indictiori, 
c.-à-d.  que  a:  divisé  par  1 5 donne  le  reste  1 — 3,  on  a la  période 
julienne  de  7980  ans,  imaginée  par  Scaliger.  On  trouve 

x =4845  c + 4300  n — 1 °®4  1 + 3267  ,-f  7980/. 

. ' 1 * • ! ’ ’*  . 

Équations  déterminées  du  second  degré. 

V • 

5g8.  Résolvons  en  fractions  continues  les  racines  de  I Yqu. 
Ax'  — 2 *ic  — b, 
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A,  m et  k étal  efctictS , A cst^psitif  ; on  suppose  la  racine  irra- 
tionnelle et  positive  : car, si  aî*st  négatif , il  suffit  de  changer  * 
en—*  pour  donuer  à cette  racine  le  signe-}-.  Quand  le  coefficient 
du*^  terhife  ft’cst  pas  un  nombre  pair,- on  doit  moUipiier  toute 
1 ëqu.  par  al  Ofi  a ’ 1 * * a 

x — • • • (1)  en  faisant*  =«*4- (2), 

t est  supposé  positif  et  non  carré.  Prenons  d’abord  \/t  ayec 
le  signe  -f-,  et  désignons  par  y le  plus  grand  entier  contenu 
dans  x,  d’où  -«y  t 

x~r+ 7ï+2Xjr\  , v 

' Soit  fait  fi  ■=  Ajr.  **  ki,; ,‘j3)  ; 

Multiplions  haut  et  bas  la'ytdkùp  dts  »c'  jlar  p/l  -f-  /?,  nons  au- 

A(\/t  4-  e)  4?*"  ' * r»’’V 

ronsx’  = — — — -.  Mais  iÇsuit  des  équ.  (2)  et  (3)  que 

» . • : - r .*  " ’ 

t — &=  A (k  — A j-'  4-  2«7")  » ên  sorte  que  A est  facteur  co«n- 

muu  ; posant  . 

k — A y1  +2*r =b...  (4), 

* * • ^ - -Zr  <■  * 

il  vient  t ,x'=  « - f 

Cette  valeur  de  x'  étant  de  même  forme  qtMfcSîïede  x , on  en 
extrait  l’entier  j , et  on  procède  selon  lâ^nême  marche  de 

* » /t  -1-  y 1 /t  5 

calcul  qui  donne  x"  — ■ ■ — ; ou  a ensuite  x"= — jz — , etc. 

O * i-A 

Enfin 

1=  a’-M*  . =P‘+AB  =y‘+BC  t =P+CD  =.....(«)  , 

x=  *+? , * =^±£ , - W 

— 0 , fezC?" — y (c) 

Sgg.  Omettons  tous  les  raisonnemens,  pour  ne  conserver  * ** 
que  le  matériel  du  calcul;  il  faut  dans  chaque  fraction  com- 
plète (b)  remplacer  ÿt  par  l’entier  m qui  y est'contenu,  puis 


effectuer  les  divisions 


; m +/8  m+y. 

~ÂT  ’ b ’ — tTr 


qui  donneront. 


>w 
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les  quolièns  entiers^,  y',  y, ...  et  les  restes  r,  / , r",...  donc 

m + <*  — Ay  -4-r>  r 
m -f-  P—  By  +A, 
m-\-y  = Cy -f  A,  etc. 

O*  les  équ.  (c)  donnent  Ay  =«+£,  By =0  + y,  etc.  Donc, 
en  substituant, 

A 0=771  — r . 1 

-y  = 77i  — / ; >...  [dy. 

**:  <T=  m — t^,  etc.  . ; ) 

Il  faut  en  outre  connaître  les  diviseurs  B,  C,...  Les  équ.  (a) 
donnent  . 1 ’ - 

V.  • » • 

+Ak  = (=t+/3)  (=t— 0)  + Ak  = Ajr  (*—fi)+Ak, 

donc , à cause  de  (</).. . — A + J'  (r  + * “ 7W)  > 

de  même  BC=tP  *1-  AB=aeBy  (0—  y)  y AB, 

c=A+y  y—r) 

D = B+y"  y— y,  «cy.£V 

k 

Le  tableau  suivant  offre  un  algorithme  pour  les  opérations  : 


DIVIDENDES. 

DIVISEURS. 

QUOTIENS. 

RESTES. 

DIFFER. 

k 

R ==  m-» 

■ 

m -+-  « 

A 

r 

r — B 

un  — r 

B — k +S  (r—Ii) 

/ 

r'  — r 

am  — r 

c - A 4-  y (/-r) 

r" 

r ” 

r*  - r' 

2 m — r" 

D — B + A*(r" — r>) 

ym 

r* 

r»  — r* 

2m  — r” 

E = C -+•  y»  (/•"—•“) 

y" 

r*T 

r,T — rw 

etc. 

etc.  ** 

etc. 

etc.  .* 

;v  Ainsi , après  avoir  formé  R=m  — <*,  le  quotient^  et  le  reste  r 

. de*îà  division  ——7— , on  préndrlles  différ.  r—  R,  2771  — r, 

A ' ,A  ■< 


* V 


2^2  — /» 

etl’on  calculera#;  la  fraction  — 1 donnera  y'  et/;  puis  on  1 


» 

N» 
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formera  r'  — r,et  im  — r et  C,  et  la  fraction  —~£r 

y"  et  r ’,  etc. 


donnera* 


Lorsqu’on  sera  conduit  à retrouver  l’une  des  fractions  com- 
plètes précédentes,  comme  on  en  tire  le  qùotient  et  le  reste 
déjà  trouvés,  puis  la  même  fraction  subséquente,  etc.;  i!  est 
clair  que  la  fraction  continue  est  pèriqfoiue.  * 

Soit  par  ex.,  l’équ.  gr’  — 3gx-+-4' *=°  ; on  doublera  pour 
que  le  2*  ternie  ait  un  coefficient  pair  : il  vient  ^=18,  «=3g, 

k=—  82,  et  x=  ^9  y L’entier  de  \/ 1\ "5  est  m = 6,  d’où 
10  . 

m — * = R = — 33.  On  ne  doit  pis  supprimer  le  facteur  3 
qui  est  commuç  aux  deux  termes  de  la  fraction . Prenons  le  ra- 
dical en  -f- , et  nous  aurons 

* =— 8a,  R=m—X=— 33 

m+a  — • 45  , Isi8,  *J  , y =a  , r =9  diff.  4a 
‘ 2m— r = 3,  Tl  — a,  J , / =i  , / 3 1 — 8 

vn—r'—M  , C = 10  , fi*,  y —i  , r"  = 1 o 

ara — r"=i  1 , D = 3 , V > 5 , r*  = 1 O 

am — /*=  11  , jE  — 10  , fj*,  fraction  déjà. obtenue. 

IJonc  x = 2 , 1 [ 1 ,5  ].  en  renfermant  entre  deux  crochets  la 
partie  qui  revient  périodiquement  à V infini. 

n±i/l5 

Prenons  encore  l’équ.  ?.x’ — i4x-j-r^=o,  d’où  ir:- — v — , 
Axzx,  <t  — 7,  k — — 17,  m = 3 , et 

* = — !•)  m — z—  11— — 4 

m+a  = 10  , A — a.,  , r—  5 , r —o  , diff.  4 

im—r  = 6 , i = 3 , y",  y— a , r'  =0  , o 

ïm—r'  — 6 , C = a , f , j"— 3 , r*=o  , r . o 

2ra— r”  — 6 , B = 3 , fraction  déjà  obtenue 

par  conséquent  x = 5 [ 2,  3].  ‘ *. 

I.eséqu.  (d)  font  en  outre  connaître  les  nombres  «,/S,y.  .^ . 
qui  sont  nos  dividendes  diminués  cbacun  de  m;  on  trouve  donc 
aussi  les  fractions  complètes  successives,  ce  qui  est  quelquefois 
utile. 
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U 3q+ 1/45 

Dans  le  1"  tle  nos  ex.  ces  fractions  sont-2 — 5 — =2-f-, 

10 

^45-3^  V45±5_  ;/45  + 5_5  + ^ etc 

2 ' 10  2 

600.  Quant  à la  racine  qui  répond  au  signe  — du  radical , 
**  , • l//—« 

lorsqu’elle  est  négative,  on  1 écrit  x = — — , et  on  traite* 

cette  fraction  comme  il  a été  dit , et  si  cette  racine  est  positive, 

on  a x = * ■ —v  -f , v étant  l’entier  contenu , ou  le  1" 
A a: 

terme  de. la  fraction  continue  ; on  en  tire 

A _ A(«—Av±y/t)  _ y/t-fjs’ 


x — 


B' 


' a. — Av — \/l  (a — Av)‘ — t 

attendu  que  A est  encore  facteur  commun  haut  et  bas,  ce  qu’il 
est  aisé  de  voir,  comme  précédemment.  \/l  a ici  le  signe  -f-,  et 
on  retombe  sur  le  cas  déj|i  traité.  4. 

3q  — 1/45  . 1 

Ainsi  dans  notre  1"  ex.  x =— — = 1 + — , 


x = 21~^~  4^4^  . or  cette  fraction  est  la  plus  grande  racine 
22 

del’équ.  iix* — 42X  + >8  =0,  qui  donne  ct  = 21 , m = 6 

k — — 18  m — a.— R— — 15  , c 

n-H*  =27  , A = m , S»  r =(g|.  r =5  . 
n—r  = 7 , B = a , } , y =3  , K =1  , 


k = — 18  m—a—1 J= — 15  , diff.  22 

m-H*  =27  , A = 2a  , H»  r =%.  r =5  , —4 

ara— r = 7 , B = a , i , y =5  , r7  =1  , o 

2 m— r'  =11  , C = 10  , ^■"■=1  • r"=i  , O 

2m-r'=l  I *,  B = 2 , V->  , r*=  I , O 

2m — r"=ii  , E = 10  , fj*,  fraction  déjà  trouvée. 


donc  la  2*  racine  est  x = 1 , 1 , 3 [1 ,5]. 

Une  fois  que  les  deux  radues  sont  réduites  en  fractions,  on 
peut  former  les  convergentes  qui  en  sont  des  valeurs  approchées 
à des  degrés  connus.  Tout  ce  qu’on  a dit  p.  179  s’applique  ici. 

601.  S&itpris  une  fraction  complète  quelconquez=  , 


/ 


\ 


*»•>  ,V  AtGÈBRE-  V * 

dont j-1  est  l’entier  approché;  la  convergente  V* 

l—.—Jyft'  • • ÿ'i  — ; > —,  les  deux  convergente*  précédentes  : 
P'  -t,r  m re  • 

■ — n*  + m ' f vr  f*  • 

.riz  -f-  m’  \ „“.  *»>  .. 

j*:* 

Substituant  pour  z et  or  les  fractions  complètes  qui  •' 

' >• 


en  sait  (p.  180)  que.x: 


priment , il  vient 


[/l-f-M  n (\/t+7F)-{-Ptn 


Réduisons  au  f! 

i.  - -# 

# 


A n' ( \/ 1 +*■)-)- P m' 

même  dénominateur,  et  égalons  séparément  entre  eux  le*., 
termes  irrationnels, 

xn'~  An  — an'  —-Pm',*-(Ai i — an')  = Para — APm- f-  n't\ 
éliminant  a-,  il  vient , à cause  de  m'n  — mr£=  dt  i , 1 

{An  — an'Y  = dt  PA  ■+■  n*t 

°“  . - 

CAaîcul  revient  à éliminer  m et  rti  entre  les  trois '^qu.  cj- 

• t ’ ■y.<ISOL#  * 

dessus,  en  sorte  que  tèqu.  ( f ) exprime  que  la  fraction  ^ , 

, » • . ’ n t, 

efl  une  des  convergentes  vers  x .•  le  signe  est  -f-  ou  — selon  que 
cette  fraction  est  de  rang  pair  ou  impair. 

11  se  présente  ici  deux  cas  : , 

t°-  éSt  de  rang  itnuair , il  faut  préférer  le  signe  + ; mais 
alors  -n  est  de  rang  jflmr  et  >.r;  substituée  pour  x dans 

Ax'—iax—k-,  le  résultat  doit  être  positif.  Il  faut  donc  que  P 
soit  un  nombrçnpsitif,  ce  qui  prouve  que  tous  les  dénomma-  . 

, leurs  desfractièhs  complètes  de  rangs  impairs  sont  positifs ^ 
a®.  Quand  le  rang  de  z est  pair,  on  doit  préférer  le  signe  — : 

■ n . ’ , , 

or  si  — est  compris  entre  les  deux  racines  de  x,  Ax'—txax—k 

, *;  - ■; 

devientttégatif  pour  cette  valeur  de  x,  ce  qui  exige  encore  que 
P ait  le  signe  ■+.  Mai*  quand  cette  convergente  est  moindre 
que  les  deux  racines,  P a le  signe  — . Les  dénSrninhteurs  des 
fractions  complètes  de  rang  pair  sont  donc  positfs  ou  néga- 


■ Digitized  by  Google 


ÊQU.  DÉTKRM . DU  SECOND  DEGRÉ.  ) f)5 

tifs,  selon  que  les  convergea  tes  de  rangs  impairs  correspondantes 
sont  entre  les  deux  racines  plus  petites  qu  elles. 

Ces  dénominateurs  ne  sont  donc  négatifs  que  dans  les  rangs 
pairs,  et  encore  faut- il  que  les  deux  racines  de  x soient  assez 
rapprochées  l’uue  de  l’autre  pour  tomber  ensemble  entre  les 
deux  convergentes  successives  correspondantes:  alors  les  ter- 
mes initiaux  des  deux  fractions  continues  sont  les  mêmes.  Mais 
l’approximation  devenant  déplus  en  plus  serrée,  on  arrive 
bientôt  à une  convergente  de  rang  pair  qui  tombe  entre  les 
racines  ; dès-lors  , on  ne  peut  plus  trouver  de  dénominateurs 
négatifs  jusqu’à  l’infini.  Comme  chaque  fraction  complété 
est  i , si  le  dénomftnteur  P est  négatif,  le  numérateur  doit 
aussi  l’être  : donc  w est  négatif  et  > [/ 1 , en  sorte  que  cette 

complète  a la  forme  — * ^ v . 

602.  Soienl  + ' 1 *+* 

pb 


D 


E 


P 


■"M 


des  fraclious 


pfises  parmi  celles  qui  n’ont  pas  de.  dénominateurs  négatifs, 
y ce  qui  a lieu  dès  la  1 '*  de  toutes  , quand  les  deux  racines  de  x 
■ 11  ont  pas  leur»  partie  entière  commune.  Les  éanî  (a)  donnent 
pE  -f-  ja  = C*donc  Q,  E,  t1  sont  < > '.4  A, 

O,  E,F, <t;  '■ 

» d*  * .4.  ,;y  • * 

Supposons  s’il  se  peut,  que  l’on  ait  - * ^ d’où  EF—L 

V / 

Ejr ,v  = e — <p,  d’après  leséqu.  (a)',’etc.  ; la  irc  donne 

, fV  &*\  * 

par  la  i',  py"1  <£,  d’où  E < [/t,  et  notre  complète  < i , ce 
qui  est  impossible.  Dtënc,  tant  qu’on  aura  des  dénominateurs 
négatifs , les  parties*,  /3, . . peuvent  bien  être  négatives  aussi  ; 
mais  au-delà,  elles  auront  toutes  le  signe -f-,  et  dès-lors 
Ey  * "b  ? donne  E-^  1 -f-  ç,  ou  E iy/t  : les  dénomina- 
teurs ne  peuvent  donc  atteindre  le  double  de  i/t 

T » ' ,3 
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'94 

Et  puisque  ces  constantes  i,  D,  JB,..',  sont  toutes  * 

positives,  entières  et  en  nombre  infini;  qu’elles  ne  peuvent 
dépasser  les  limites  assignées,  on  devra  tôt  ou  tard  retrouver 
quelque  fraction  complète  déjà  obtenue,  et  par  suite,  les  com- 
plètes subséquentes  , avec  les  mêmes  entiers  contenus  : lés  ter- 
mes de  la  fraction  continue  reviendront  dans  le  même  ordre. 
Donc  apres  un  certain  nombre  de  termes  initiaux,  la  fraction 
continue  sera  périodique  , ce  qu’on  a déjà  remarqué  dans  les 
ex.  cités.  - • * jMï'v  ' . , 

Observez  que  si  la  période  est  [a,b,c. . , on  peut  lui* 

donner  la  forme  a [b,c. . .g,h,à]  , a, h île.  . .g,h,a,b]  , etc. , 
en  commençant  par  tel  terme  qu’on  veut , pourvu  qu’on  re- 
jette à la  fin  de  la  période  les  termes  initiaux  retranchés.  La  » 
période  se  trouve , il  est  vrai , composée  des  mêmes  termes  ; 
mais  ces  termes  observent  une  disposition  différente. 

Suivons  les  détails^  de  ces  calculs  sur  l’équation . . . • 
5gx‘‘ — 3 1 gar-f-43  x =o  , qu’on  doublera  pour  que  le  2' coeffi- 
cient soit  un  nombre  pair.  On  obtient  les  résultats  successifs 

1/45+3i9  ^45  — 83  1/45 +a5 

— -^—-2+,--— ~ = 1 +,—  =3+,  • 


5+,££±i=  s + ,„c. 

2 T6  7 2 • ’ 

Donc  x = a , i,3  [5,  1].  Pour  l’autre  racine 

3.9-1/45 , »/45  + 83  ; 4/ 45-25 

‘778'’  2 + 7 58  +’—-lo  ~,  + 7 

t/45 +.5  , 4/45+3  /,  4/45+5., 

jg  — = « + » = 4 + , ci-desius  ; 

on  retrouve  l’une  des  fractions  complètes  delà  l”  racine,  et  on  a 
x=2,  1,  1,  i,4  [1, 5] 

L’éqn.  1801  .r*  — 3991  x + 221 1 = o , donne 
V/37+399I  . , ^37—389  , t/  + ii 

“ • "-+-47  “9  ' + 7 =8+7 

V + » , V 


3602 

*V  + 5 


. + i 


•5  —54.  'ts** 

— ° T~>  c 


* ‘ 
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‘Ipnc  x — i ,9 , 841 , 1,5].  L'autre  racine  s’obtient  de  même  ; 
yllç  est  x = 1 , g , 2 , a [5  , 1 , 1]. 

6o3.  Supposons  que  la  période  commence  au  i"  terme 
x = [a,  b , c,  d]  ce  qui  revient  àVr  = a,b,  c,  d,  x,  d’où  l’on 
tire  , en  transposant 


a — x— — (7.1 

v>+-  , « 


9,  . 


» • • î*;. 

•'  T i 


c + d+  ') 

x/ 


,‘'Tr*'C+j+ï 


i+i)  • 


C+i+i> 


C+*  + 1 


a — x 


~X~d  + l , 


a — .r 


ün  substituant  continuellement  pour  — x cette  même  valeur 

dans  a — x , on  trouve  enfin  — x = o , d,  c,  b , a,  d,  c 

= o [ d , c,  b , a~\.  Ainsi,  lorsque  la  période  de  l’une  des  ra- 
cines commence  dès  le  Ier  terme , l’autre  racine  est  comprise 
entre  o et  — 1 , et  sa  période  est  Jormèe  des  mêmes  termes 
écrits  en  ordre  rétrograde . 

Réciproquement , si  l’une  des  racines  de  x est  1 , et  que 
l’autre  soit  entre  o et  — 1 , ccs  racines  ont  les  formes 

x = [a  , b , c ..  .g , K\  , — x — o [h  , g.  . .c,  b,  a]. 

En  effet,  x z=j  -+.  J.-,  avec  x > 1 ; d’où  x = L__.  pune 

* * — J 

des  racines  de  x est  supposée  entre  o et  — 1 ; donc  les  deux 
valeurs  de  x sont  dans  les  mêmes  conditions  que  celles  de  x, 
savoir  l’une  > 1 , l’autre  entre  o et  — t.  Il  en  faut  dire  au- 
tant de  x",  x”, . . . dans  x = r'  4-  -4,  etc. 

.t  « 

Or,  s’il  se  pouvait  qu’on  eût  x = y [a,  b. . .,  g ’ li]  , le 

* * * > . .3.. 


\* 


j * 


*4. 


•» 

1 


Digitized  by  Google 


é 


% 


: v. 

. % 

• 


* * * 
* * • 


196  FB ACTIONS  CONTINUES. 

1”  terme  y étant  seul  étranger  à la  période , on  aurait  * 

x'  — [a,  b...  g,  A],  et  par  conséquent  aussi ( 

— x'  =50  [ h,  g. . . b , a]  , en  vertu  de  ce  qu’on  a démontré  : 

k t i / 1 \ 1 

d’où  — A4--  , 1:  ainsi  la  a*  valeur  de  x serait 

* \ g-  + etc./ 

*•’  # . r 

Pour  que  cette  quautité  fût  entre  o et  — 1 , ainsi  qu’on  le  sup- 
pose, il  faudrait  qu’on  eût  y — h,  et  la  ire  racine  de  x serait 
h,  a,  b...  g,  en  sorte  que  h ferait  partie  de  la  période, 
contre  l’hypotbèse  , x = [h,  a , b. . . g].  On  voit  que  la  pé- 
riode de  x ne  peut  commencer  au  2'  ternie  de  la  fraction  ' 

continue.  Par  la  mèpie  raison  , on  ne  peut  supposer 

x ’-=-y'  [a,  b.  . A],  d’où  x=y.y'  [a,  b. . .],  en  faisant  com- 
mencer la  période  au  3*  terme;  et  ainsi  de  suite 

q4"  |/aa 

Par  ex.  l’équ.  ior’ — 14  x =5  , donne  x~  - — — — ,les  >l 

.0 

racines  sont  a:  = [1 , 1 , 2,  3]  , — x — o [3,  a,  1 , 1]. 


_ _ 7 ±:  !/ 1 00 

5x*  — ix  = 3 , on  trouve  x = » , 


Pour 


,t  = [i,  J,  a,  1, 9,  1 , 2],  et— a:  = 0 [2, 1,9, 1,2,1,!]. 

604  • Lorsqu’il  arrive  que  la  période  commence  dès  le 
Ier  terme  , et  de  plus  est  symétriqur,  c.-à-d.  qu’elle  reste  la 
même  quand  on  la  lit  en  sens  invers e , les  termes  à égale 
distance  des  extrêmes  sont  égaux , les  deux  racines  ont  la 

même  période.  Alors  .r  et  — ^ , sont  égaux,  c.-à-d.  que  la  pro- 
posée ne  change  pas  quand  011  remplace  x par  — - ; la  forme 
de  celte  équ.  est  donc  Ax1 — Rx  = A. 

C’est  ainsi  que  'jx1 — 8 x—n,  a pour  racines  a:=[i , 1 ,2, 1 , 1] 

- / , 4±V/65 

et  — .r  — o [1 ,1 ,2 , 1 , 1 J, valeurs  de.r=?  — — . 


>/ 


Digitized  by  Google  ■ 


ÉQU.  DÉTEUM.  DU  SECOND  DEGRÉ.  1 gy 

6o5.  Supposons  que  la  proposée  soit  x * — 2 «x-k-,  fai— 

. sant  A-=  1 dans  les  formules  p.  188,  il  vient  x — « \/t.  Si 
l’entier  m contenu  dans  \/ 1 se  trouve  être  précisément  = * , 
l’une  des  racines  est  > 1 , et  la  2*  entre  o et  — 1 ; ainsi  ces 
racines  ont  la  forme  x = [2m, a, b...  g, h], — x=o[h,g.:.a,zm]. 
Retranchons  m dex,  et  nous  aurons  pour  les  deux  valeurs 
de  ± {/t , 

{/t=m[a,b. . .g, h ,2m],  — \/t=.  — m\h,g. . . b , a, 2m] 
Mais  on  sait  que  ces  deux  expressions  doivent  être  égales  en 
signes  contraires , d’où  a = h , b = g . . . , en  sorte  que  la  forme 
de  la  fraction  continue  est  ÿ i-=m\a,b . . . b ,0,2m].  Donc 
La  période  de  \/t  commence  au  ae  terme; 

2“.  Le  dernier  terme  de  cette  période  est  double  de  l’initial 
tu  qui  n’en  fait  pas  partie  ; 

3°.  Au  dernier  terme  près  2 m,  la  période  est  symétrique  , 
c.-à-d.  qu’elle  est  la  même  quand  on  la  lit  en  ordre  rétrograde. 

4 On  trouve  ^61=7  [1 ,4ÿ3,  t ,a,2,  i ,3,4» » , >4]- 
V '9  = 4 [a,  i,3,  i,2, 8]. 

M 

Le  terme  du  milieu  2 de  l/6t  se  répète,  circonstance  qui  n’ar- 
rive  pas  à y/ 19  ; cela  vient  de  ce  que  le  nombre  des  termes  do 
la  période  est  impair  dans  un  cas,  et  pair  dans  l’autre. 

La  table  I ci-après  donne  les  périodes  des  racines  cariées 
des  nombres  entiers  «C79  : on  n’y  a souvent  indiqué  que  ia 
moitié  de  la  période,  en  marquant  le  terme  moyen  de"  quand 
il  se  répète,  et  de'  quand  on  ne  doit  l’écrire  qu’uneseule  fois. 
Ou  a quelquefois  supprimé  l’entier  initial  m contenu  dans  1 

Pour  trouver  par  approximation  la  valeur  de  — ^ Vl  on 

A ’ 

mettra  pour  )/t,  l’une  de»  convergentes  qu’on,  tire  de  son  dé- 
veloppement en  fraction  continue,  telle  que  la  donne  notre 
*fable  I,  ou  qû’on  l’obtient  directement,  en  observant  que  la  * 
forme  symétrique  de  celte  période  permet  de  n’en  calculer  que 
la  moitié  des  termes  ( voy . l’Algorithme,  p.’iRg). 

àiusi  flpur  1,’cx.  de  lé  p.  tgo , x = , comme. . . .• 

• é » I O 
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V/45  = 6 [1  ,a,a,î,  i , ia] , ou  trouve  \/\^—  -.iHl?  • 
exacte  jusqu’à  la  10e  décimale:  d’où  x = 42  ± ~ V ' 
2,16666.  . ±0,37267799625. ..  Enfin 

x — 2 , 53934486291  ; et  x — 1 , 7939886704 1 . 

606.  Nous  aurons  besoin  plus  tard  de  connaître  dans  le  dé- 
veloppement de  l/t,  les  fractions  complètes  dont  le  dénoin. 

\/ t -4-  *•  n _ , . 

— — — , et  P = 1 . L eutier  contenu  dans 

l/<  + r 


* est  un,  savoir  z : 


numer.  est  m ■ 


savoir 


, = 4-  w)  + y , 


, , . . 1 1//  + ni 

d ou  z = = — . Or  cette  fraction  est  i>re- 

\/t  — m t — m*  * 

cisément  celle  qui  donne  l’entier  a initial  de  la  période,  et  par 

suite  ses  autres  termes  : d’où  l’on  voit  qu’il  ne  pci^.  y avoir , 

dans  le  développement  de  {/t,  d’autre  fraction  complète  dont  4 

le  dénoua,  soit  un,  que  la  1”  x = y—  =»»■+,  et  celle  » 

* ' '•  r V . ■ •;  ' 

— — = 2 m -}-  , qui  produit  le  derniér  terme  im  de  la  pé-  fi 

riode  à cbacun  de  ses  retours.  Comme  w doit  être  yit,  #=  m 
est  la  plus  grande  valeur  que  cette  constante  puisse  prendre;  •’ 
2m  est  aussi  le  plus  grand  terme  de  la  fraction , et  ne  peutré- 
sulter  que  d’un  dénominateur  P—  1 . ^ 

Il  est  maintenant  facile  de  déduire  l’une  des  racines  de  la 
proposée  de  l’autre  , qu’on  suppose'  connue.  Car.goif’donné 
x=p,q, . . W la, b, . . f,g,h]}  faisons  z— 
on  a en  outre  — z = o [h,  g J, . , .b, à]  ; en  substituant pour 
z l’une  ou  l’autre  de  ces  valeurs  dans  x-=.p,q.  on  ob-* 

ÿent  les  deux  racines  de  x . Mais  comme  la  2e  fraction  conQ*-/- 
nue  est  composée  d’un 
* l’en  délivre  en  se  servant 
de  vérifier  : 

(«)■••  J_  _ 

°+_L- 


edpt»^. 

terme  o,  et  dç  parties  négatives, ..on*'  Yy 
t des  relations  suivantes  ; qn’il  est  aisé  * 


<P  " ' 


13% 
« + _!_ 
<P 


••  (/) 
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Ainsi,  la  a*  racine  x~p,q,. . .ie)9,  — (A, g. . . 6, a] devient 


W+  J etc.  )’ 


on  chasse  ensuite  les  signes  — , en  faisant  $ = g -f 


/ etc.  , 


dans  l’équation  (7)- 

Soitpar  ex.  x = 1,6  [3, a, a]  = 1 ,6,z,  et  t =[3,2,2]  avec 


= [a , 2 , 3]  ; on  a pour  la  a*  racine 

z 


x= 1 + *_ 


^ 3 etc.) 

1 


’?  +3  etc. 


faisant  dans  (f),  Q = 2 -+■  - ^ il  vient  . , 


) 


^+3.+  I" =i,3>i,rt3,2,2]  ’ \ •• 

.-V:'-'  , + ,^ï  , ! W-  ‘ 

3 + aeic. 

.►  . . 'V1  * 

La  période  est  ici  la  inétne^qÇe  pour  la  irc  racine  ; si  l’on 

veut  la  mettre  sous  forme  rétrograde  ( v . p.  194  ) , on  écrira 
^x=  i,3,i,i,3  [a,*, 3],  V V. 

Prenons  encore  x = 1,7  ù , >?.*,  3 , 3,  2]  = 1 , 7,  z,  en  fai- 
sant *=  [1, j, i,3, 3,2],  et  jîar  suite  — z = o [a,3,3,i,i,i  ] 

on  a ’ - - *i . ’ 

1 +7  — 2— (3  , f S“V  +S  — 1 \/ 

' &&«*:»/  v,  '3  + 3 etc.) 

Posant  p = 3 + 5.^  ^ \ + l ^ , . 

• 2 a etc. . 


+7  . « 

44-7+i  « 

• » ^ 1 -L  _ 

, . ' 3 et*.. 


3 etc. 

= i.4» 


• Il  suit  de  là  que  les'  fractions  continues  qui  sont  racines 
d’une  même  équ.  du  a*  degré  ont  toujours  leurs  périodes  for- 
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niées  des  mêmes  termes  etf  ordre  rétrograde <.  Dans  le  dernier 
ex.  il  faut  écrire  1,4,  i,  a,  3,  l,  l,  l en  avant  de  la  période  , 
savoir  x = i , 4,  i , a, 3>  i,  i , i [a, 3, 3,  i ,Vf  i ] . 

607.  Étant  donnée  une  fraction  continue  périodique,  propo- 
sons nous  de  remonter  à Péqu.  dont  elle  est  racine. 

’ > f j»\ir*VïfilML 

I*'  Cas.  La  période  commençant  dès  le  1"  terme , 

z = [a,  b. . . g.  A].  Cherchons  les  deux  convergentes  termi- 
* nales  de  la  partie  périodique,  - . ' J j <H 


r7  — o » • 


g,  -,  z=:  a,  b . 


on  a (G  p.  180) 

Z — T~. TT’  (*  — kt)a=h...  («).  * 

Par  ex.  a = [1,1, a,  1],  donne  f = i,r,a,  et  | = i,i,a,i  ; d’où 

„z  .1  5 - 

= - , 4Z“  — 4z  = 5,.  qui  a en  effet  pour  racines 

A.Z  “1  ^ 

= [ I,  1,  a,  1 ] et  — * = o[  r,  2,  I,  I ]. 

* . 4 • 

Quand  la  période  n’a  qu’un  seul  terme  z = [/>],  d’où 

1 V*' 

z=/>-f--,  on  a z’ — pz—i.  Si  elle  n’a  que  deux  termes  z=3[j7,y], 

V * , , 

• ou  z =/>  -f-  - 1 on  a ÿ*1  — pqz=p  -,  le  coefficient  du  a* 

^ z’ 

terme  est  ( en  — ) le  produit  des  deux  coefficients  extrêmes  ; et 
en  effet , on  tire  de  cette  équ.  qz  (z  —p)  —p, 

» ' 

P 1 

z — />  = — , x= p-h—  — P ri-  'r  1 1 
qz  r qz  r f + -r 

Z 

» I 

en  substituant  pour  qz  sa  valeur  pq  -f-~.  •. 

' * Z "* 

* * 

IIe  Cas.  La  période  étant  précédée  d’une  partie  irrégulière  , 
x=jr,y [a,  b,...  g,  A],  on  représentera  la  période  parz, 
ce  qui  donnera  l’équ.  (1)  : puis  on  aura  x =jr,y,y . /.  z. 
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Calculant  les  deux  convergentes  — , valeurs  te i minait»  de 

m n ■ v 

la  partie  irrégulière jr, jr' , jr" . . .,  il  viendra  *■ 

m'x  — m t 


nz  + m . 

—,  d ou  z ■■ 


n x 


- ni 


nz-\-m' 

Il  reste  à substituer  celte  valeur  de  z dans  l’équ.  (t),  et.  on 
aura  l’équ.  du  2*  degré  en  x,  dont  l’une  des  racines  est  la  frac- 
tion continue  donnée.  Ainsi  toute  fraction  continue  périodique 
est  racine  d’une  équ.  du  2'  degré. 

Soit  x — 1 , t,3  [ 1 , x , 2,  t]  = i,  1,  3,  z;  on  a d’abord  les 

« , r 

convergentes  ï et  d’où  xz=  4 , z — — y— . Subs- 

1 4 z + 1 4*  — 7 

tituant  dans  4 *’ — 4*  — 5,  équ.  qu'on  a trouvée  pour..  . 
a = [ 1 , 1 , 2, 1 ] , il  vient  60.1?2 — 2o4x-j- 1 "3  = o.;  Et  en  effet , 

la  plus  grande  racine  x — a P01*1'  développement 

la  fraction  continue  proposée.  La  2r  racine  est 
_ 102 — \/24 


x — ■ 


60 


1,1, 1,1,1  [1,1, 1,2]. 


Prenons  encore  Impression  x =1,6  [3 ,3,2];  et  posons 
z=  [3,2,2],  d’où  l’on  tire  les  convergentes  \ et  puis 
5z* — i5z.=  7.  On  a d’ailleurs  x — i.,6 ,z,  et  les  convergentes 

X — — » 1 « 

4 et  i , d’où  z = — : en  substituant  cette  valeur  dans 

■ 6 ’ 6x — 7 

l’équ. précédente,  il  vient 

5(-r— i)J  -h  1 5(X>—  1 ) (6.r — 7)  = 7 (6x— 7)’ 

ou  157X* — 383-r  + 233z=  o.  Eu  effet  on  trouve  que  cette  équ. 

383±i/365 

et  les  calculs  précédemment  exposes 


donne  x — 


3i4 


montrent  que  si  l’on  preud  le  signe — , on  a pour  valeur  de  x la 
fraction  continue  proposée  : en  prenant  -f-  on  trouve  pour 
l’autre  racine,  x—  1 ,3, 1 , 1 [3,2,2].^ 
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1'*  TABLE  îles  Périodes  de  j /t.  ( Voyez  page  197.) 


Période.  t. 


>(») 
'('  ») 


a 4) 

a(M) 

a(i.i.i.4I 

afi.4) 

10  3(6' 


Période,  t.  Période. 


102.1.3'  3, 

4(»-«)  3! 

1 . i * a' 

1.2.4' 

i.y 


,20 

21 

2a 

a3 


» 


H 

h 

3<)  » 


3(3  6) 
3 a. 6) 


6(5.io) 


a8,î.a‘  1 

(i . 1 . 1 . 1 6)Jag  a.  1"  S 
( 1 . a . > . 6)  rfol5(a  . 1 o) 
3(i.6)  3 1 1 . 1 .3-5' 

' 1 3a  1.1' 

(4- 8)'  33  1 a' 


tSf 

6(a.a.  la) 


50  7 


S 


6(a.  ia) 

1. 1.3.1. 5' 

1 . 1 . 1 a' 

1 .a. a' 

1 .3. 1 . 1 .3.6' 
61 .5. 1 . 1a) 
6(1 . ia) 


t.  Périodo. 


1 

5a 

3 

Û 

56 


6a  7 
163 


1 .a 

3i.i.3 

a.  i'.& 

(a.a.a.14) 

7(2- '4) 


1 . 1 *4  - 

V.  ijr 

i.aY 

i.a' 

t .4-3- 1 -a" 

7'i  .6. 1 . i4) 

7(0.4) 


t.  Période. 


mlS 

69 

7° 
7" 


53 

li. 

£ 


806) 

8(8.16) 

5. a. 1.1.7' 

&& 
a.  1 .a' 
a. a. 1 .7' 


8(a.i6) 

1 . 1 . 5" 

'1 . 1 . 1 . 1 . 16; 

(1  • 1 • 1 ‘6) 

1.  a.  1.1.5. 4' 
î.S. a' 

(1.4  .16) 


II'  TABLE  des  Périodes  des  restes  de  x'‘\ m.  {T'oyez  page  202.) 


Périodes. 


SO.l.A.i.o) 

6 (1.4. 5.4.1. o) 

7I i.4-a".  . 

81.. 1.  1.0'... 

91. . 4.0.7  .. • 
loj  1 .4.9.6  5'. . . 


11  1 .4. 9. 5. 3". . . 

13  !. 4. 0.4. I.o' 

-11  .9.3. 1a. 10" 
,.g.a. ti .8  7' 
4.9. 1.10.6.4' 
4.9  0.9.4  1 °‘ 


i3|i 

i4'i.4- 
i5  1 .4, 


ni 

Pér.  1.4.9.16. 

m 

8.a. i5. i3*.. . 

37 

196. 17. 1 1.7.5". . . 

2» 

4. l5.7.I  l8. 10 

2. *3.3  18  ia  8 6" 

[4. 

•:» 

0. 1 1 .34. >4  6.0. 
31.19".  .. 

' 

P 

»7 

?5.q.22  ro.o. 19. 
13.0.7".  - • 

4/ 

") 

a5  7.30.6  a3.  i3. 
5.a8.a4.aa". . . 

49 

3i 

25.5.18  2. IO.7. 

53 



28. 4o.  1 '|.io,8". 

Périodes  1 .4.9  16  a5.36i 


13.27.7.56.10  33.ai . 1 r. 3.8L 

30.  a8'..-. 

.a3  4o.t8.3o  ai .5.3a. ao. 10. 
3.37.33  3.*  .. 
ai .38  - id.35.  15.40.a4.  i(». 4* • 

31. a3.i7.T3n" ... 


3.17.34.6.37  3.28.8.37.31. 

7 43-3a.a4. 18. 14 -ia  ... 
o i5. 3a. a. al. 46.3a  0.39. 1 1 
44.30:18.8.0.43.39.37*.. 

4g. ' T- a8  47- <5.38 • 10.37. i3. 44 

34.6.43.39. 1yT5a.46.4a.40* 


• ; 
A 
■» 


I 


Digitized  by  Google 


«e.V 


w 


r 


f « : * v 

EQlt.*  INDÉTERM.  iHJ  SECOND  DEGRÉ.  203 

^ Æ-  ;;^ 

Équations  indéterminées  du  second  desré. 


Équations  indéterminées  du  second  degré. 

. ' * . v ,V^  * •-*»''  ^ 

'•>„  .608.  Résolvons  d’abord,  en  nombres  entiers,  l'équation . . . 

•4^  : téé.  ..  '.Wx*  — r % 

. tnY,==x/x±.a,  f.-à-d.  rendons  entière  la  quantité  , 

\ \l  j>  . - ' » . . m 

r étant  ie  reste  négatif  <mde  la  dirision  de  a par  m.  Si  l’on 
. fiflt  x==i, a,3,4 étant  divisé  par  m.  les  restes  présente- 
ront une  propriété  bien  remarquable. 

* . *;  Si  m est pté'i*,  fptt  prisx=  ûfc  «,  d’ou 

- • - >5  '>  * 4s» 

• x*  iwn'&fHtgfiant H-«“  . jm'+ï1 

— = - — — “ — = — « H ; 

. m a - • . • ^w>  é ..  rn 

- > • 

les  restes  de — lorsqu’on  prend  pour  x les  deux  nombres 

. ■ Y&V.:--  HT  "■  '* 

4 m ±«,  sotudonc  les  mêmes  : ainsi,  lorsqu’on  passeXfp:  m, 
jusqu’à  x — m , on  retrouve  les  mêmes  restes  en’  sens  in- 

■tf™-*  -y  V v * 

t C’est  ainsi  quç„.pour  le  diviseur. q4>  <>n.;truuve  les  restes 
VjMivan*  : f 

* . J#*îp9 'a  i,-8-7-8 - i-t -«-9-4- f.-  • • 

^ S»  ut  est  impair,,  les  nombres  3 ( titrfc  1 ) sont’eBtiers-;  fai- 
’*  - sauta:  ==  3 (m±zfyi:a,  on  ai‘=  j (m±:i)*±«  (mii)-f*’  ; 
le^i  correspondent;  divisant  par  m,  on  trouve,  qu’on 
prenne  le  signe  supérieur  ou  l’inférieur,  que  le  reste,  de  la  di- 
vision est  l^jnéme  que  pour  J (m'+i)  -4-  a+*%  : ainsi  pour  les 
deuxf  valeurs  de  x,  les  restes  de  x*  divisés  par  m sont  encore 
égaut  ; passé  x — ~{m  — 1 ) on  retrouve  les  mêmes  restes  en 
y'  Ordre  rétrograde.  Ici  le  terme  moyen  se  répète. 

On  trouve.,  par  exemple,  que , pour  Je  diviseur  17,  les  reste», 
successifs  sont 

1^.9. 16.8.3.  i5.  i3.  i3.  i5. a. 8 16,9,4.  *• 

- *v  ’lr* 

0 . 


t 
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Quand  xf>m,  savoir  x = tm  -J-  «,  comme 

.*  > . 

• ' — = '*»»  + + — ■ , ; • ' * *. 
771  772 

y • • i • * \ 

le  reste  est  le  même  que  si  l’on  eût  prisx=a  < ni. 

Concluons  de  là  que,  i°.  si  l’on  prend  x = 1,2,3. . .,  jus-  ' 
qu’à  l’infini,  les  restes  de  la  division  de  x3  par  m se  reprodui- 
sent et  fotment  une  période  symétrique  de  in  termes. 

La  table  II  donne  ces  périodes  pour  les  diviseurs  les  plus 
simples/ 

• • *»  - • 

Cl  V * 

On  ne  peut  rendre  un  entier,  qu’autant  que  r est 

un  des  termes  de  cette  période  ; et  si  » est  le  rang  de  ce  terme, 

.r  = « donne  r pour  reste  de  la  division  de  x1  par  m : on  a cette 
infinité  de  solutions,  x=tm  ±*,t  étant  un  entier  quelconque. 
Chaque  fois  que  r entre  dans  la  période,  on  a une  valeur  de  a , 
et  une  équ.  semblable  donnant  un  système  de  solutions.  Mais 
il  ne  sera  nécessaire  d’avoir  égard  qu’à  la  demi-période,  puisque 
le  retour  du  reste  r se  fait  aux  rangs  a.  et  m— et,  également  dis-  > 
tans  des  extrêmes,  et  qu’il  ne  résulte  pas  de  cette  dernière  va- 
leur de  solution  nouvelle.  > -,  • 

Par  ex.,  i3y=x'+4o  donne °u;T a~entier.  » 


Dans  la  demi-période  du  diviseur  i3  , le  reste  12  ne  se  trouve 
qu’au  5' rang;  ainsi  x=  i3t±5.  v.  t 

L’équ.  xt=i'jjr-f-  7 est  impossible  en  nombres  entiers,  parce  ,* 
que  7 ne  se  trouve  pas  dans  la  période  du  diviseur  1 7/î 

* L sd  yL  \ 

Enfin , pour  x% — 4=  1 V»  comme  4 entre  aux  rangs  2 ët  4>  / 
las  la  demi-période  du  diviseur  1 2 , on  a * ’’  . j » 

* V * 

.rrr  i2/±  2 et  ü:4.  tS 

Observez  que  quand  le  diviseur  m est  un  produit  pp' r’  — r 
n’est  divisible  par  m qu’autant  qu’il  l’est  par  p et  par p ; Oit 

___  p p 

*■  reu  Ira  donc  entiers et r—  par  des  valeurs  telles  que 

' * • P P , -, 

x —tp  ±»,  x = (p  ± 11  restera  ensuite  à accorder  ces 


dans 

«É 
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solutions  entre  elles,  car  les  valeurs  de  i ett'  doivent  être  choisies 
' de  manière  à donner  le  même  nombre  x.  Ainsi , on  posera 
(n°  ia3) 


x‘ — r x' — r x 
-j—>  et 


zrim 


. , ...  • = entiers.jp. 

P P P P * 

Quand  p est  lui-même  décomposable  en  deux  facteurs , la 
t " fraction  peut  être  remplacée  par  deux  autres,  et  ainsi  de 


suiie. 


Par  exemple,  pour  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation 
3i5j’  = xa — 46,  comme  3i5  = q.^.5,  je  rendrais’  — 46 
divisible  par  g,  7 et5;  savoir,  en  extrayant  les  entiers, 

& — 1 x 7 — 4 x%— 

9~ ’ ~1~‘  5 


= entiers. 


•».  « 


re 


Les  périodes  de  ces  diviseurs  donnent  « = i , «'  = a,  a"  — 
ainsi , il  faut  rendre  ( sans  dépendance  mutuelle  entre  les  ± ) 

. i»  a,1  - • 

r±i  i±î  1+1 

. , , — = — =s  entiers.  ••  • 

9 7 " • 5 ...  * 

On  trouve  enfin  que  si  k désigne  l’un  quelconque  t, 

nombres  19,  8g,  26  et  44 1 on  a xss3i5  Èct:  k,  d’où  _ 

±.*  = 10,'  26, 44,  89,  226,  271  1',  2,  ô.'aiSî'tea,  233... 

* • ' . » • 

Pour  résoudre  en  nombres  entiers  l’équ.  nvf=ax'-\-ibx -f- c. 
multiplions  par  a , . *' 

(ax  4-  by  — ( b%  — ac ) — D 


«r 


m 


r.  * 

en  faisant 

a 

On  cherchera  les  solutions  z—  mt  ±x  qui  rendent  cette  fraction 


ax 


-l-b  = z,  b'  — ac  ■=.  D. 


un  nombre  entier  : puis  on  devra  résoudre  l’équ.  du  1"  degré,. 
ax  -{-b=mt  ±»,  c -à-d.  qu’on  ne  prendra  que  les  valeurs 
entières  de  t,  qui  rendront  x entier.  Si  a et  m sont  premiers 
entre  eux  , z1  — D sera  multiple  de  a et  de  m ( puisqu’on  a 
multiplié  par  a);  ainsi  on  divisera  le  résultat  par  a,  et  l’on 

aura  y.  Quand  a et  m ont  un  facteur  commun  0,  il  doit  aussi 

..  * 
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l’ètjre  de  ibx  4 c e on  cherche  d’abord  la  forme  général*  des  ^ 
valeurs  de  x,  qui  remplissent  cette  condition,  x = ftar'-lf-y,  et 
substituant  dans  la  proposée , 0 disparait. 

Soit'y'  = 3r1  — 5a:-)- 2;  on  multipliera  par  a,  pour  qtie 
le  coefficïfu1  de  x soit  pair;  d’ou  a=4>,  b — — 5,  ,c,,—  4- 
/)  = i.  On  rend  z*  — t multiple  de  7,  en  faisant  z=.-ju±  1, 
qui  est  icrz  = 6a:  — 5 ; on  en  tire 

*=  7/+  1 , et  -+-31 

L’équ.  — Sa: -J- 6 est  absurde  en  nombres  entiers. 

Pour  1 5 y = 6.r“  — 2*4-  1,  on  rend  d’abord  %x  — 1 multiple 
du  facteur  3,  commun  à i5  et  6,  savoir,  ,r=3a:'  -j-  2,  d’ou  , 

5?  = t8  x '“+  2.7.x  4-  7 ; extrayant  les  entiers,  il  reste  à rendre  * 

3-r'1  4-  ax'  4-  2 multiple  de  5 ; on  trouve  z = 5t  — 3x'  4-  • ; 
donc-jr  f=  3b,  x 1 1 , puis  .r  = 1 5c'  4-  n . . v*  /• 

609.  Soit  l’équation  - v j*v 

tn"  4-  2 'bjrz  4-  cy  = M,  ■ • 

qu’il  s’agit  de  résoudre  en  nombres  entiers. 

1"  Cas.  Si  b'1  — ac  — o;  multipliant  le  i*r  membre  par  a, 
il  devjiéDt  un  carré  exact,  (az  4-  bjft  — aM ; ainsi  aM  doit  ^ ' 
aussi  être  un  carré  h'1,  sans  quoi  le  problème  serait  absurde.  ÏK 
reste  donc  à résoudre  en  nombres  entiers  l’équ.  az  4-  bjr—h.  * 

On  prend  z et  y avec  le  signe  rfc,  attendu  que  h doit  en  être 
affecté.  _ ^ 

Pour  42’ — aozj-  4-  7&ÿ  = 49  » .Qo^pose  *z  — 5j  — ± 7 , 
d'où  y=2t^:i,t=5t±t.  J 

r ilr /’  1 


2e  Cas.  Si  A’  — ac  <^o,  la  proposée  revient  a 

(az  +bjr)'  4-  Dj*z=qM,  u“  4-  Dy’  = aM , 

en  faisant  b1  — ac=z  — D,  az-t-A^zzru.  Ainsi,  M doit  être 
positif.  On  fera  =o,.t  ,2. . .,  et  l’on  ne  conservera  que  les 
valeurs  qui  rendent  aM — Dy'  un  carré.  Ces  essais  sont  en  *' 
nombre  limité,  puisque  Dy’-e^aM.  Une  fois^- et  u détermi- 
nés, on  ne  prendra  que  ceux  de  ces  nombres  qui  rendront  z ^ 
entier. 


* 
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Pour  3*’  — «if  + Jffdt  27 , on  trouve 

(3*1— • J-)*  +##*<=  ftp/  J H*  = 8 1 — ; 

avec  3z  — ss  » ; donc  = o et  2 , ±:  u =9  et  1 , 
±î=3ei  1.  ■ 

3e  Cas.  Si  b1 — ac  est  un  carré  positif  k\  multipliant  en- 
core para,  et  égalant  le  i*r  membre  à zéro,  pour  en  obtenir 
les  facteurs,  on  trouve  que  la  proposée  revient  à 

[az  -f-  y ( b -+-  k ) ] [ az  ■+■  y ( b ~ k ) J = a\l 

Soient/" et  g-  deux  facteurs  produisant  a M-,  posons  les  égaux 
à ceux  du  t*r  membre  , il  tiendra 

...  f—g  f—r <*  + *) 

x—~jT'  ~ â • 

Ainsi  après  avoir  décomposé  aM  en  deux  facteurs  de  toutes  les 
manières  possibles,  ou  les  prendra  tour  à tour,  l'un  pour  f, 
l’autre  pour  g,  et  l’on  ne  conservera  que  les  systèmes  qui  ren- 
dent entiers  d’abord  y,  puis  z.  On  prend  y et  z en  rb,  parce 
qu’on  peut  donner  kf  et  g le  signe  -)-  ou  — . Ainsi, 

•2z 1 -I-  gyz  -f-  7 y*  = 38 , étant  doublée  pour  rendre  pair-le 
coefficient  d cyz,  donne  a— 4,  Æ~g,  c=i  4,  k = 5,  a.l/=3<>4  ; 
tes  produisans  de  3o4  sont 

2 X i52  = 8 X 38=  4 X 78=  1 x3o4=  16  X 19; 

les-deux  ’irt*  systèmes  conviennent  seuls  et  donnent 
±.y  = 1 5 et  3 , qr  z = 53  et  t . 

4e  Cas.  Si  b’’—  ac  est  positif  non  carré,  pour  comparer  ce 
qui  nous  reste  à dire  avec  ce  qu’on  a vu,  nous  écrirons  la  pro- 
posée sous  la  forme  Az?  — 2 mzy — ky*  — P.  Les  racines  de 
"l’équ.  Ax* — 2ct x = k sont  irratioimelles(ou  t—*?  -f  Ak  est, 
positif  non  carré);  développons-les  en  fractions  continues.  Il 
suit  de  l’équ.  {f)  (n°  601  ),  que  la  convergente  qui  précède  la 

n 

P~eSln' 

An * — 2 mnn  — knr  ' = db  P. 

I.e  signe  de  P dépendant  du  rang  pair  ou  impair  de  cette.cou- 

».  * 

i*  u A S 


fraction  complète  est  — , quand  on  a cette  condition 


k 
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vergente.  E11  comparant  cette  équ.  à la  propose'e,  on  reconnaît 
que  si  le  signe.des  2e>  membres  est  le  même,  on  a cette  solution 

z — n,  y — ri. 

Donc , pour  trouver^  et  z , développez  les  racines  x en  frac- 

. V/<4-«  Vt+H 

lions  continues  ; si  parmi  les  convergentes  - — , -î— - — 

A H 

% 

il  s’en  trouve  dont  le  dénominateur  soit  le  second  membre  P 
de  la  proposée,  on  limitera  la  continue  à l’entier  donné  par  la 
complète  précédente  , puis  on  cherchera  la  convergente  corres- 
pondante ~ ; et  l’on  aura  z = n,y  = ri  ; mais  il  faut  que  cette 

convergente  soit  de  rang  pair  quand  le  2'  membre  P est  positif, 
impair  quand  P est  négatif , si  le  développement  est  celui  de  la 
plus  grande  racine;  et  que  le  contraire  ait  lieu  pour  la  plus 
petite  racine.  Chaque  complète  qui  vieut  en  rang  utile  donne 
une  solution,  en  sorte  que  si  elle  fait  partie  de  la  période  , on 
a une  infinité  de  valeurs  pour  z et  y. 

Soit,  par  ex.,  2 z1 — i47'z+i,y'1=5;ona  trouvé  (p.  190)  que 
ix“  — i^x-t-  17  = o a pour  moindre  racine  x=i , 1 , i(3,2),  et 
que  la  2e  complète  a 5 pour  dénominateur;  donc  la  conver- 
gente ' vient  en  rang  impair,  et  donne  cette  solution  unique 
z—i,y—i,  parce  que  la  période  n’entre  pour  rien. 

Si  le  2'  membre  , au  lieu  de  5,  était  — f-  3 , il  n’y  aurait  pas 
de  solution  entière,  parce  que  les  complètes,  dont  3 est  le  dé- 
nominateur, étant  toutes  de  rangs  pairs  dans  la  grande  ra- 
cine 2;,  et  impairs  dans  la  petite  , 11e  sont  pas  en  rangs  utiles. 

Mais  si  le  2'  membre  est  — 3 , développant  la  grande  racine 
.r=^  5 (2,3),  on  l’arrêtera  aux  rangs  1 ,3,5,7..  > parte  que 
Tes  complètes  suivantes  ont  3 pour  dénominateur;  de  là  les 
convergentes  y,  -5^-..  , qui  donnent  autant  de  solu- 
tions. I.a  moindre  racine  x =.  i,t,i(3,2),  arrêtée  aux  ter- 
mes 2e, 4', 6e...,  donne  de  même  “ , -y- , . . ; <jonc  , avec 

±^  — 1,7,55...,  on  prendra  ±i  =5, 38, 299...  ou 2,1 1,86... 

Enfin  , quand  le  deuxieme  membre  est  2 , 011  trouve  de  même 
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tir  J = 0,2, 16, 126,99a,  arec  ± z = i , i 1 ,87,685,5393. . . 
ou  1 ,3,25, 197, i55i . . . 

Comme  les  convergentes  sont  toujours  irréductibles , on 
n’obtient  ainsi  que  les  solutions  qui  sont  premières  entre  elles  : 
supposons  que  la  propose'e  en  admette  qui  aient  un  facteur 
commun  0,*  = 6z' tf  — tjr'  : on  aurait  alors 

0*  (cz'*  -f-  2 bz’y  -j-  cjr'‘)  = P. 

P est  donc  multiple  de  fl3  ; soit  P1  le  quotient , il  reste  à tirer 
z' et  y d’une  équ.  semblable  à la  proposée,  le  2e  membre 
étant  P'  ; donc,  autant  P aura  de  facteurs  carrés  3®,  au- 
tres que  1,  autant  on  aura  de  valeurs  de  6 et  d’équ.  à trai- 
ter, dont  le  2'  membre  est  seul  différent,  P’  = P : 0’. 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  z1  -J-  2 zy  — 5y*  =9,  qui  n’admet  pas 
de  solutions  premières  entre  elles  ; comme  g est  = 3J , résol- 
vons z'a  4-  2 zÿ  — 5 y*  = 1 ; l’équ.  x*  -f-  2*  = 5 donne 


1/6 — 1 *1/6  42 V/6  + 2 

* — “ — 1 y ~ “ : 


, ‘1/6  + 2 

=4, ,etc.; 


x—  1 (2,4),  et  les  convergentes  3 , j,  -jf,  rü--*  Les  termes  de 
ces  fractions  sont  les  valeurs  de  z'  et  y-,  multipliant  haut  et 
bas  par  3,  on  trouve  enfin 

±z  = 3 ,9,  87,  861...  ±x=  o,  6,  60,  5g4... 

La  deuxième  racine  de  x ne  donne  aucune  solution  nouvelle. 

Les  dénominateurs  des  complètes  sont  < 2 \/t  (page  193). 
Quand  le  2e  membre  P dépasse  cette  limite,  on  ne  peut  espérer 
que  P se  trouve  parmi  ces  dénominateurs,  et  notre  procédé  ne 
fait  plus  connaître  les  solutions  ; mais  /"désignant  un  facteur  de 
.P,P=/P\  n un  entier  quelconque  , posons^  = nz  -j- fÿ  ■ ■ 

d ou  ^ -y J z1  + 2/  z {b  -f-  cri)  -f-  cfÿ ‘ = P'. 

Qu’on  rende  entier  ce  Ier  coefficient,  par  une  valeur  conve- 
nable de  n (p.  2o3)  ; chaque  fois  que  — ac  entrera  dans  la 
demi-période  du  diviseur f,  on  aura  des  valeurs  de  ± n , et 
autant  d’équ.  à résoudre,  telles  que  Az* ’z-f-  Cjr‘ * = P’ , 

. « * 1*  *■  • 
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où  Cet  Pf  sont  les  mêmes  (ainsi  que  B 1 — AC).  Ainsi  on  peut 

réduire  P à être  P'<^  2 \/ 1 , et  même  jusqu’à  P'  — 4- 1 , 

Ainsi  l’équ.  66a’ — i8ya  -fj'*  =34 , en  prenant  f—  i^con- 

, , , 66  — $n  -f-  n’  . ,,  ; „ 

duit  a rendre  — : - entier:  d ou  n = ■?.  et  16 

• . .■  >7 

puis 

J — i3r'-f  2zou-f-  16*,  2sa±  t4/z+  I^*'a=3.V 

».  •» 

I.’une  de  ces  transformées  a été  résolue  (p.  208)  ; l’autre  n’en 
diflere  que  par  le  signe  de  y'  ; on  en  tire  donc 

=fcz=i , 1 1 , 87 , ..3, 25...  avec±i7'=  2,  56,  44*V.  4°>322..., 

ou  avec  —jr=  16, 142, 1 1 20,...  1 4, 128... 

Nous  supprimerons  la  démonstration  qui  établit  que  ce  pro- 
cédé fait  obtenir  toutes  les  solutions  entières. 

610.  Ces  calculs  s'appliquent  à l’équ.  z’ — ty*=±i  ; niais 
ils  deviennent  alors  très  faciles.  On  développe  (/<en  fraction 
continue  s t=.  ÿt=su  (u'  ,u’  . . u"  ,u,iu),  et  l’on  ne  s’arrête  i 

qu’aux  complètes  dont  le  dénominateur  est  1 , en  rang  impair 
pour  -f-  1 , et  pair  pour  — 1.  Or,  il  est  prouvé  (n°  606)  que  les 
seules  complètes  dont  1 est  dénominateur  (excepté  la  ir*  \/t), 
sont  celles  qui  donnent  le  dernier  entier  2 u de  la  période,  les- 
quelles ont  la  forme  . Les  convergentes  qui  ré- 

pondent à tous  les  retours  du  terme  u'  qui  précède  su,  si  elles 
sont  en  rangs  utiles,  donnent  donc  ± z = n , ±jr  = n' , ces 
signes  étant  indépendans  l’un  de  l’autre.  Quand  la  période  a 
un  nombre  pair  de  termes , chaque  période  donne  une  solu- 
tion , dans  le  cas  de  + t , et  il  n’y  en  a aucune  dans  celui  de 
— 1.  Lorsque  la  période  a ses  termes  en  quotité  impaire  , les- 
retours  aux  périodes  ire,3',5*. . . conviennent  lorsque  le  '“ 
2e  membre  est  — 1 ; s’il  est  + , on  prend  les  2",  4"  ,6”. . . 

Pour  l’équ.  z” — i4r'=  — 1 » ona  (p.202l|/  i4=3(i,2,i  ,6)j 
le  terme  1 , qui  précède  6 , ne  vient  jamais  qu’aux  rangs  pairs  ; , 
ainsi , la  proposée  est  absurde  en  nombres  entiers , dans  le  cas- 
île  — 1 . Dans  celui  de  + t , on  prend  les  convergentes^ , if  , 

*.  " • 
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îïl>  7 et  l’ona,  les  signes  étant  d’ailleurs  quelconques, 

±z=i,  i5,449...,  ±jr=0j4>120 

:Soitz’-,3«‘=:±,  : comme  ^,3  = 3 6), 

les  convergentes  correspondantes  au  retour  du  terme  i qui  pré- 
cédé 6,  : d’où *=i, 649  ..xy=o,i8o 

pour+»;etz=i8,23382...j'=5,6485...  pour— i. 

Soit  z^  — 3,j*=  1 ; comme  */3  = «(i  ,2),  toutes  les  conver- 
gentes ï>T>ï>T5Ïff£>!§f...,  donnent  des  solutions;  il  n’y  en  a 
aucune  , quand  le  2*  membre  est  — 1 . 

L équ.  z1  5y  = — 1 a ses  solutions  dans  les  fractions  al- 
ternes  — - ~ 1 **—  ? 9 8 8 9 

Étant  donné  un  nombre  impair  N=  im  -f-  i ; qU’i]  soit  par- 
tagé en.m  et  m -f-  i,  ses  deux  moitiés  iue'gales  et  entières,  et 
qu’on  décompose  chaque  partie  en  deux  autres  ; on  pourra 
toujours  choisir  ces  parties  telles  que  leurs  produits  respectifs 
soient  égaux  , savoir  : 

j •*•.’*.*  , • •**  • **  b 

X “f"  ==  m > y ~hy  — W*  ~h  > i XX  jrjr 

En  effet , éliminant  x'  ety,  il  vienty-^.x»=(»i+  i)y—mx. 
On  résout  cette  équ.,  comme  on  l’a  dit,  en  posant 

x — k (*+  (t  + mf,), 

d’où  /’ — z’  = (m  + i)s  — m’  = 2m  4.  1 = JV. 

Ainsi,  pour  trouver  / et z,  on  décomposera  IV en  deux  parties 
, ‘elles  que  ce  nombre  soit  la  différence  de  leurs  carrés.  Soient 
*,  et  fi,  deux  facteurs  impairs  produisant  N,  N~*8  il 
viendra  (<  + z)  (Z  — z)  = -/3,  / -f-  z = «.  z — z = fi;  d’où  * 

t — tlA  ,_iK— *)+« K^H-M+t. 

2 2 ’ 2 

Comme- et  8 sont  impairs,  i (u±fi)  sont  entiers,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  l’un  de  ces  deux  nombres  est  pair  et  l’autre  im- 
pair : mais  pour  que  x soit  entier,  il  faut  que  m soit  pair  ou 
impair  avec  («  — 8) , condition  qui  rend  .x  entier. 

Ainsi  pour  A =:  to5  =2 . 52  + i , en  décomposant  io5  eu 

•A- 


A • . 
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35  X 3 , on  a 1=19,  z=i6,  771=52,  æ=34>  .7—36,  a.'=i8, 
r'=t 7:  et  en  effet,  34 Xi 8=36xi 7=6 12- 
Observez  qu’en  prenant  5 = 1 pour  l’un  des  facteurs  de  Ar, 
et  « = 2 tti  -f-  1 pour  l’autre , on  trouve  t = tti  -f-  1 ,z  — m, 
x'=y'—  o : les  quatre  parties  de  N se  réduisent  donc  à deux  ; 
alors  il  suit  de  ce  qu’on  vient  de  dire  que  tout  nombre  im- 
pair sm-f  1 , est  la  différence  des  deux  carrés  (m  -f-  1)’ — m’, 
ainsi  qu’on  le  fait  (n°  » 34 » 2°)-  Celte  décomposition  en  deux 
carres  peut  se  faire  de  plusieurs  maniérés  en  prenant  pour 
facteurs  « et  5 produisant  îm-fi  , des  nombres  tels  que 
■t  (* — (S)  soit  pair  ou  impair  avec  m : mais  si  le  nombre 
am  -f-  1 est  premier,  il  n'y  a qu’une  seule  maniéré  de  faire  la 
décomposition. 

6u.  L’équation 

nz’  + 2 byz  + cy 1 -\-dz-\-ey  +f—  o , 

la  plus  générale  du  2e  degré,  se  ramène  à la  précédente  , en  la 
dégageant  des  termes  de  ire  dimension.  Soit  fait  .•» 

z = kz'  -f-  a , y = ly'  + 0; 

- * * , t , ’ 7 

d’où  2aa  -f-  26/?  + d=  o , 25c  -j-  2»b  -4-e  = 0. . . (1), 


cd  — be 
iD  ’ 


|8  = 


<ie  — ùd 
2D  ’ 


en  posant  — ac  — D.  Tous  nos  coefliciens  sont  supposés  en- 
tiers. Or,  il  est  clair  que  cette  transformation  n’est  utile  qu’au- 
tant  que  z et  y'  sont  entiers,  en  même  temps  que  zet^".  Faisons 


donc  les  indéterminées  k — / = — — savoir, 

2 IJ 


z = 


z'  -+•  cd  — be  y -b  ae  — bd 


(2). 


2 D ’ ' ~ a D 

Les  valeurs  cherchées  de^'  et  z'  répondront  à des  entiers  pour 
z ety  mais  la  réciproque  n’a  pas  lieu,  et  l’on  devra  rejeter 
les  solutions  entières  de  z et  y , qui  ne  rendent  pas  z et^  en- 
tiers. On  aura  ainsi  toutes  les  valeurs  demandées,  en  ne  con- 
servant pour  x'  et  y1  que  les  solutions  trouvées , qui  ont  la 


“N 


ï 
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forme  convenable  (n°  5g^).  Maintenant,  multiplions  les  équ.  (i) 
respectivement  par  a.  et  |3,  puis  ajoutons  ; nous  avons 

- («■  + m + <$  = d-i±£  = 

Nous  désignerons  le  numérateur  par  N : la  transformée  est 
aa'm + ibz  y'  -f-  cy*4-  4D’/-b ND = o . . . (3)-; 
équ.  qu’on  sait  résoudre. 

Lorsque  b * — ac  — o,  ce  calcul  ne  peut  plus  se  faite  ; mais 
multipliant  par  a , les  trois  premiers  termes  forment  le  carré 
de  az-\-by\  posant  ce  binôme  = z,  le  reste  du  calcul  est 
facile. 


Soit 


7 z'  — izjr+  3 y — 3oz-f-  io^-f-8  = o; 


, , . z — 8o  r'  4° 

les  equ.  (a)  deviennent  z — , y — - — ; inaisj-  et  z 

ne  sont  entiers  qu’autant  que  4°,  facteur  commun  des  cons- 
tantes, l’est  aussi  de  z'ety',  qu’on  peut  cliangercn  l\oz  et  4 oy', 
ainsi  ce  facteur  4<>  s’en  va,  et  l’on  pose 

z = z'  + a,  y = y'  — 


7*‘ 


■2z'y  -{-  3j'3=2’J. 


Celte  équ.  a été  traitée  (p.  207)  et  a donné  ti'io  et  2,  * 

± y’ =3  et  1 ; donc  ou  a é 


*V 


z=4,°,a  et  a,  avec  y=.o, — 2,2  et  — 4- 


Des  Éq  u.  indéterminées  de  degré  supérieur. 
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G12.  Pour  résoudre  eu  nombres  entiers  l’e'qu. 

my  = a 4-  bx  -f-  ex’  -f-, . . -f-Lr", 

observons  que  si  x==«e,  on  a aussi  x — t étant  un 

nombre  entier  quelconque,  puisqu’en  substituant,  le  i‘  mem- 
bre prend  la  forme  <1  -f-  ùx  -f-  c«“.  . . -f-  mT,  qui  est  visible- 
ment divisible  par  m.  Lorsque  *]>  »»,  si  l’on  prend  pour  t, 


\ 
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1 entier  contenu  dans  — , la  valeur  x — «±nu  se  trouve  com- 
m 

prise  entre  + -j  m et  — ' ‘x  rn.  Donc  s’il  existe  des  solutions  en  - 
itères  de  la  proposée,  il  y en  a toujours  une  infinité,  et  l'une  au 
moins  des  valeurs  de  x est  ' m , dans  chaque  système 
x=*± -mt. 

Lorsqu’on  divise  par  m ceux  des  coefficiens  a,  b,  c. . . . qui 
sont  > m,  on  extrait  les  parties  entières,  et  on  simplifie  le 
problème.  Du  reste  il  suffît,  pour  résoudre  l’équ.,  d’essayer  pour 
x tour  à tour,  tous  les  entiers  <C.  ‘,m,  ce  qui  donnera  les  nom- 
bres simples  a,  et  par  suite  toutes  les  valeurs  de  x — *-\-mt. 

Ainsi  pour  l’équ.  7J"  = » 7 -f- 9* — 3x*4-5r5,  on  posera 
, . 3 + ix  — 3x*  4-  5xi 

y = 2 -f-  x -f- ; purs  prenantx=o,  1,2,3, 

7 s ' 

et  4,  tant  eu  -f-  qu’eu  — , on  reconnaîtra  que  * = 2 et  rfc  1 
conviennent  seuls;  ce  seront  les  valeurs  de  « dans  x = <*+7 t, 
qui  comprend  toutes  les  solutions,  et  permet  d’en  conclure  les 
valeurs  correspondantes  de  y. 

L’e'qu.  la  plus  générale  à deux  inconnues  x et  y,  dont  l’une 
11’est  qu’au  1"  degré,  est 

4"  b'x  -J-  c'x’ . . . ) = a -f-  bx  -f-  ex* ...  ; 

• » . 

pour  obtenir  toutes  les  solutions  entières,  posons 

. ♦ .V 

a -f-  b'x  4"  c'x* ...  — m' , a 4-  bx  4 ex* ...  =m, 

* *» 

d’où  m’y  — m.  Éliminons  .r,puis  m,  entre  ces  trois  équ.  ; il 
viendra  d’abord  une  équ.  de  la  forme 

+ ^ +•  Dm  -f-  Çm  -f-  Dm' ’ 4-  Emm  -f-  Fm3 . . . o, 

puis  A -f-  Bm'y  4-  Cm’  + Dm' * y1 4- =0: 

•5  • 'f.  * 

et  comme  tout  est  ici  divisible  par  m' , le  1"  terme  A doit 
aussi  l’être , sans  quoi  la  proposée  n’admettrait  aucune  solu-  * 
tion  entière.  On  cherchera  donc  tous  les  diviseurs  de  A , tels 


Y . 

« * 

* qa 

'A 
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ÉQU.  INDÉTERM.  DE  DEGRÉ  SUPÉRIEUR.  2l5 
que  *,t2,Y ■ • . Ce  seront  les  seules  valeûrs  que  m'  puisse  avoir  : 
en  faisant  successivement 

a.=a' -{-b'x-hc'x1. . . , Qt—d  + b'x-f- . . . , ^=ar-f-. . . etc. 

ou  prendra  les  racines  entières  de  x;  celles  de  ces  racines  qui 
rendront  m multiple  de  m'  pourront  seules  résoudre  la  ques- 

. , , m 

lion;  mais  il  faudra  en  outre  que  le  quotient  — ; -,  — y soit  en- 
tier, afin  d’avoir  la  valeur  correspondante  de  y. 


Observez  que  le  long  calcul  de  l’élimination  dont  ou  a parlé 
ne  servant  qu’à  faire  connaître  le  nombre  A , on  l’abrège  beau- 
coup,., en  prenant  m'  et  m nuis  , c.-à-d,,  en  cherchant  le  com- 
mun diviseur  entre  les  polynômes  a -f -b'x-\~..,  et  a-^-bx  ■ f-etc.  ; 
seulement  il  faut  avoir  l’attention  de  ne  pas  supprimer  les  fac- 
teurs numériques  qui  pourraient  affecter  tous  les  termes  de 
l’un  des  restes,  ainsi  qu’on  est  en  droit  de  le  faire  dans  le  cal- 
cul ordinaire.  Cette  opération  donne  A pour  reste  final,  car 
s’il  existait  un  commun  diviseur  numérique,  on  le  supprime- 
rait dans  l’équ.  proposée.  - 

Par  ex.  soit  jr(x* — 3)r=x3  -f- 1 , la  recherche  du  commun 
diviseur  entre  a;* — 3 et  , conduit  au  reste  6nal  10,  dont 
les  diviseurs  sont  i , 2,  5 et  10,  en  -f-  et  en  — : prenons  ces 
huit  valeurs  successivement  pour  m dans  leséqu.  xs  — 3 —m\ 
x‘  + 1 = m , et  nous  verrons  qu’on  11e  peut  admettre  que 


ni  — — 2 , d’où  x—i,  mz=2 , jr  — — t 
m'  = + 5,  X — 2,  m 5,  JT  — + 1; 

• . \ r » 

telles  sont  les  deux  seules  solutions  du  problème. 


Nous  ne  traiterons  pas  les  équ.  où  les  deux  inconnues  en- 
trent à des  degrés  supérieurs,  parce  qu’on  n’a  aucune  méthode 
générale  pour  les  résoudre  ; on  n’y  parvient  dans  chaque  cas 
particulier,  que  par  des  procédés  spéciaux.  Voj.  les  Recher-  * 
rites  arithm.  de  Gauss , les  Mémoires  de  Berlin , -etc. 


* 


«1 
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2 I (5  FRICTIONS  CONTINUES. 


Résolution  des  Équations  numériques. 


i 


.»  i ’♦ 
s-.:. 


C 1 3 . Soit  fx—o  une  équ.  qui  ait  été  préparée  de  manière  à 
n’avoir  aucunes  racines  commensurables , ou  égales , ou  com-  . * 
prises  plusieurs  ensemble  entre  deux  nombres  entiers  successifs 
(n°  542);  admettons  qu’on  connaisse  pour  chaque  racine  irra- 
tionnelle l’entier  • qui  est  immédiatement  moindre  (n°  54*  ) > i 
et  procédons  à l’approximation  ultérieure. 

D’après  la  règle  donnée  (n°592),  soit  fait  x==.a  + ^-nfx=:o 

deviendra  fx'  — o.  Or,  par  supposition,  il  y a une  des  valeurs 
de  3/  qui  est  > j , et  il  n’y  en  a qu’une  ; cette  racine  répond  à 
la  valeur  de  x dont  « est  la  partie  entière,  et  dont  nous  vou- 
lons approcher.  Raisonnons  de  même  pour  fx'  — o,  et  soit  fi 
l’entier  approché  de  x';  on  est  assuré  qu’il  n’y  a qu’une  valeur 

de  x'  qui  soit  positive  et  1 ; ou  posera  donc  x'  = £ •+•  — %,V  , 

r • «nÿ 

* ► - •»  * , *»  ■«  » • 

x*  ayant  une  racine  > 1 , et  une  seule;  de  là  une  transformée 

fx"  = o dont  x * est  l’inconnue.  On  voit  donc  que  la  racine  x 
. sera  développée  en  fraction  continue  x = #,/?,  y, , . . ; qu’on 
en  tirera  des  convergentes  de  plus  en  plus  approchées  par  excès 
et  par  défaut,  alternativement  ; que  l’erreur  résultante  de  cha- 
cune aura  qne  limite  connue,  etc.  . . 

I ••  * 

Quant  au  calcul  de  f,  , il  est  très  facile  ; car  soit 

"'tr  1?  ' , ùfét  0* 

fx=kx!  -f- f»**-1  -f-  yx*-8.-* . -f-  u = 6;  si  l’on  pose  x s=  a -f-  • 

la  transformée  est  (n°  5o4) 

•«k  * ' — I 

fa  + if’a  + . . + ké  = o : 

- v.  ; . . ■ •’**;  ? 

mais  ici  t = -r  > donc,  en  multipliant  tout  par  x'1, 

, • * " ‘ */  * \ * 1 

*•  f*.x"  + f''L.x'l-+'J"*.X‘-\..+k^O. 

Ja,  fa,  fa....  sont  les  valeurs  de  fx  et  de  ses  dérivées,  ^ 
lorsqu'on  y fait  x = «s.  Ainsi , apres  avoir  calculé  ccs  coefli- 


K 


* i 
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ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  21  7 

tiens  (un/.  p.  46  (*)),  il  suffira  de  les  substituer  dans  cette  équ. 

Soit  proposée  l’équ.  x3  — 2X  — 5 = o,  dont  une  seule  ra- 
cine est  réelle  et  comprise  entre  2 et  3 (n°  56o);  appliquons 
notre  métbode.  En  faisantx  = 2,  dans  x3 — 2.r — 5,3xa — a, 
3x  et  1 , on  trouve  — 1 , 10,  6 et  1 , pour  coefficient  de  l’équ. 
en  x'.  Mais  x'  est  entre  10  et  1 1 , et  l’on  trouve  de  même  pour 
les  coefficiens  de  l’équ.  en  x",  61, — g4,  — 20, — *;  donc  on  ob- 
tient ces  résultats,  où  l’on  s’est  dispensé  d’écrire  les  puissances 


X-  v 


, qui  sont  assez  indiquées  par  les 

rangs  des  ternies 

A 

= x*  -+■  or»  — ai  — 

5 

=£  0 

entier  a. 

/. 

= — 1 -f-  10-4-  6 -f" 

I 

= 0 

>0, 

/. 

==  61  — 94  — ao  — 

1 

= 0 

' », 

A 

= — 54  — a5  + 89  + 

61 

= 0 

», 

A 

= 71  — I2Î  — 187  — 

54 

= 0 

2, 

A 

= — 35a  — f-  1 73  -+-  3o3  -J- 

71 

= 0 

«, 

A 

= 195  - 407  - 883  - 

35a 

= 0 

.....  3, 

etc. 

X = 

= 2,  IO,  I , 1,2,  1,3.. 

ïia 

•75 

= 2,09455. . . ; 

..1* 


Donc  x = 

valeur  qui  a 5 décimales  exactes,  puisqu’elle  n’est  pas  en  erreur 

l*e  (ïTs)*' 

L’équ.  x3  — x* — 2X  + 1 = o a ses  trois  racines  réelles,  et 
comprises  entre  1 et  2,0  et  1 , — 1 et  — 2.  Approchons  d’abord 
de  la  ir*. 


ï 


/• 

-a-*  X*#-—  . 

- i 

r 1 j *- 

/.  ... 

I 

1 ”f* 

* + 

1 = 0..,. 

1, 

f.  ... 

.3  — 

4- 

1 = 0 .... 

4. 

A ... 

— 1 + 

ao  + 

9'+ 

1 = 0 .... 

ao, 

J K 

391  — 

4°  — 

i =0  .... 

. », 

fi  ... 

— >97  + 

568  -b 

695  + 

181  = 0 . . .. 

3, 

A ... 

iai6  — 

iao5  — 

197  = 0 — 

' , 

etc. 

• 

: ' > (*)  v oici  le  calcul  prescrit  p.  46  pour  déduire /,  de/,  dans  l’oi.  suivant.: 

+10  -f-  6 -f-  1=0  entier  10 
0 + 6 + 61 

- >0  - 9i  . V ••  ' 

— '20 

’ — »°  t—  94  -t.6i  . % ' . 

_ 94  _ ao  — 1 • • .. 


fx  = — 
Facteur  10 


r= 


d’çu . 


+ 6 


» 


Diqf 


210  FRACTIONS  CONTUSUES. 

*=I,l,4>20»*>3>«,6,ia,5,2  ="'T?lfrâr  = 1,8019377358.- 

La  racine  comprise  entre  o et  1 se  trouve  de  même;  et 
comme  dès  la  2*  opération  on  retombe  sur  la  transformée  (2), 
on  doit  retrouver  les  équ.  3,  4>  5. . d’où 

x?=  o,2>4,2o,2,3,i,6,io,5,2  = ^|^  = o,445o4i8679. 

Enfin,  pour  la  racine  négative,  il  faut  changer  x en  — x;  et  ."V 
comme  on  a alors  l’équ.  (1),  on  pose  de  suite 

• ’ ’ 

— X=  1,4,20,2,3,1,6,10,  5,2  = 1,2469796037. 

Nous  rencontrons  ici  une  particularité  propre  à l’exemple 
proposé,  en  sorte  que  les  trois  racines  se  trouvant  formées  des 
mêmes  tenues,  on  est  dispensé  (lu  calcul  des  deux  dernières. 

Çour  fx  = ax1  — i4x  -+■  17  = o entier  5 

on  a /,  = ...  — 3 -+-  6 -+•  a — o a 

f,  = -t-a  — 6 - 3 = 0^,...  3 

fi  = — 3 -+-  6 -h  a — o a 

On  retrouve^;  donc  x=5  [2,3]  comme  p.  190. 

614.  Exposons  maintenant  les  moyens  d’abréger  ces  divers 
calculs. 

La  fraction  continue  ayant  été  poussée  jusqu’à  l’entier  y' , 

.^=  «,/S,  y. . . soient  — , et  ~ les  deux  dernières  conver- 
* m n 

gentes;  il  suit  de  l’équ.  (G,  n°  593) , ainsi  qu’on  a vu  p.  201 , 
que  si  z représente  la  valeur  du  reste  de  la  fraction  continue, 
on  a . 

t 

m'x  — m m 1 

n'x  — n ri  n\rix  — n)’ 

en  commençant  la  division  , et  à cause  de  m'n  — mri  dt  1 . 

Soit  } la  différence  entre  x et  la  convergente  — , ou  S'  — ”7— x, 

.«  n n 

on  a rix — n = — ri}-,  d’où 


. m 

ri  ~ 


}.  ri * " 


Ici  x désigne,  il  est  vrai,  la  racine  dont  on  veut  approcher,  et 
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z est  une  valeur  qui  en  dépend  ; mais  chacune  des  autres  ra- 
cines x , x" . . . donne  une  équ.  semblable;  ainsi,  z',  z" . . . 
étant  les  valeurs  de  z correspondantes,  on  a 

• / m ' . « „ * rri  1 

z=-7T-F^'i=--r 7-r^’etc- 


Ajoutons  ces  (r  — 1)  équations,  et  faisons  pour  abréger. 

1 1 1 

A = -y  -f-  -J-  . . nous  avons 

z'+z"  + *"...  o=fc£. 


La  transformée  en  z étant  représentée  par  Azt-f-Bt,~'-i-..  .==0,  * 

♦ 

la  somme  des  racines  est  z-j-z ' -\-z" ...  == -7  ; retranchant 

A 

l’équ.  précédente, 

m'.  B a 

^ (a) 


mais ^7  ne  tarde  pas  à approcher  assez  de  x pour  que  J'soit  fort 

petit;  y , qui  sont  tes  différences  des  autres  racines  x' ,x“>„ 
à notre  convergente,  sont  à peu  près  égales  aux  différences  de 
eçs  racines  à X;  et  plus  ces  différences  sont  grandes,  plus  a est 
petit  ; ri  croit  d’ailleurs  de  plus  en  plus  : ainsi,  le  dernier  terme 
de  notre  équ.  est  alors  négligeable  ; d’où 

*=£(.■- o-J  (*)  , 

Non -seulement  cette  équ.  donne  l’entier  »,  contenu  dans  *, 
mais  même  en  résolvant  en  continue,  par  la  méthode  du  com- 
mun diviseur,  on  peut  prendre  plusieurs  termes  successifs, 
comme  composant  la  valeur  de  z et  continuant  celle  de  .r; 
z—ir,f,<r. . . ; d’où  x=m,@,  . . . . En  arrêtant  la  frac- 


tion z à l’un  de  ses  termes  <r , soient  — , , —,  les  deux  dernières 

P ? • 


Digilized  by  Google 


4 


i ’ 


2 20 


FRACTIOflS  CONTIMJES. 


convergentes,  on  a (équ,  G,  p.  180) 

. _ 9r+P  . 

1 / L,  $ » 

qr  + P 

et  substituant  daus  la  transformée  en  z,  ou  passe  de  suite  à 
celle  qui  répond  au  terme  r,  en  supposant  qu’en  effet  ce  terme 

convienne  à la  valeur  de  x.  Puisque  z = — — * — — , il  suffira 

2 n x — n 

. fl  ■%  u-. 

d’avoir  deux  limites  rapprochées,  entre  lesquelles  x soit  com- 
pris, et  de  substituer  ces  limites  dans  cette  fraction,  pour  avoir 
Celles  de  z : ces  dernières  résolues  en  continues,  leurs  termes  '* 
communs  le  seront  aussi  à z,  et  continueront  a:.  v 

Pour  la  1 '*  racine  du  dernier  ex.,  partons  de  la  transformée 
les  convergentes  sont  | = f , i , 4;  tH  = 1 , 1 , 4i20;  d’où  l’on 
tire  z ==  ^ = 2,  3, 1 ,6. . on  remarque  que 

les  quatre  1*"  termes  continuent  la  valeur  de  x,  laquelle  ar- 
quiert  de  suite  8 termes.  On  en  tire  les  convergentes  | et  |ÿ; 

d’où  ,=§I!L±â  et  par  suite  la  transformée  fa,  en  substi- 

27“  + 4 r «; 

tuant  dans  et  ainsi  dé  suite. 

Quand  la  racine  x est  commensurable , la  fraction  continue 
se  termine;  sans  cela  elle  va  à l’infini.  Si  la  proposée  admet 
quelque  facteur  rationnel  du  2'  degré,  on  obtient  une  période, 
et  le  retour  des  mêmes  termes  annonce  cette  circonstance. 
Ainsi  l’équ.  ad  — ax‘  — gxa  -f-  22X  — 22  = o , lorsqu’on  veut 
poursuivre  la  racine  qui  est  entre  3 et  4,  donné 

1 = o entier  3, 

— 10  = o . . 6, 

3,  etc  ; 

s*  ^ /• 

Cette  dernière  équ.  conduit  à z = -fg  -f-  ■)  ? 2=  = 3,6... 

Le  retour  des  chiffres  (3,6)  fait  présumer  une  période-:  en  sup- 
posant qu’elle  existe,  ou  trouve  que  x' — 1 1 doit  çtre  diviseur 
de  la  proposée  (n°  607);  on  essaie;<fette  division,  qui  douije  le 


./,  = - 10+  aa  -f-  a?  -+■ 

/,  = 58  — f 3i4  - 3i5  — 

/î  = — + i®3aa  -f-  ©61  + 1078  •+•  58  o 


. «V 


quotient  exact  xa  — 2X  -f-  2. 


■*' 


•’at 
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I.a  résolution  de  l’équ.  x'=A,  ou  l’extraction  des  racines, 
rentre  dans  cette  méthode.  Ainsi  *’  = 17  donne 

x = 7.>  i,i,3,  ,38  = -^; 

et  formant  la  valeur  de  z,  on  arrive  »î=i,  3,  2..,;  d’où 
x — W^2.5?128'8- 


6i5.  L’équation  10*  = 20  se  traite  delà  même  manière. 
On  trouve  d’abord  que  x entre  1 et  2 ; savoir , 


t. 


1 t + - 1 

*.==ÿi -fvÿ»  »o  ^ =29;  10X  10^  = 29;  10=  (2,9)*'.  On 

• •**’>  ,n 

voit  ensuite  que  x'  est  entre  2 et  3 j 

*V  : * ' 

r>  •T'  = 2 + i.  io  = (2,g)J.(2,9)J‘,  (i^\**=2,  9;  et 


ainsi  de  suite.  Donc  „ » _ . 

x = 1 ,2,6,6, i ,2,  i ,2. , . = 1,462.3980. 

Cette  valeur  ]>  x est  approchée  à moins  de  (537)’,  avec  six 
chiffres  décimaux  exacts. 

t, 

iox  = 23  donne  x — 1 ,2, 1 ,3,4, 17 ,2  = fîïf  = >,3617278. 

. / . y - „ 

Ainsi,  on  sait  résoudre,  par  approximation,  l’équ.  io*  = b , et 
comme  on  peut  prendre  au  lieu  de  10,  toute  autre  base,  on  • 

, sait  calculer  le  logarithme  d’un  nombre  dans  tout  système. 

\ * * 

• ‘ — • « 

•V  •.  * • 

VI.  MÉTHODE  DES  COEFFICIENS  INDÉTERMINÉS. 


Décomposition  îles  Fractions  rationnelles. 

616.  F et  q>  étant  des  fonctions  de  x identiques,  c.-à-d.  qui 
11’ont  qu’une  simple  dissemblance  provenue  de  la  manière  dont 
elles  sont  exprimées  algébriquement,  l’équ.  F=ç  n’a  pas  be- 
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>k  , *'•  - 

soin  pour  se  vérifier  qu’on  attribue  à x des  valeurs  convenables, 
et  doit  subsister,  quel  que  soit  le  nombre  qu’on  juge  à propos 
de  mettre  pour  .r.  Supposons  que,  par  des  artifices  d’analyse, 
on  parvienne  à ordonner  F et  tp  par  rapport  à x,  sous  la  même 
forme  . 

a -f-  bx  -f-  ex * -f-  dxz.  . . = A -f-  Bx  -f-  Cx 1 -f-  Dx*. . . ; 


puisqu’il  n’y  avait  entre  F et  <p  qu’une  différence  apparente  due 
aux  formes  sous  lesquelles  ces  fonctions  étaient  exprimées, 
cette  différence  de  formes  n’existant  plus,  on  doit  précisément 
trouver  dans  un  membre  tout  ce  qui  entre  dans  l’autre;  donc, 


J 


Et  en  effet,  puisque  l’équ.  doit  subsister  pour  toute  valéur  * 
de  x , si  l’on  prend  x=o,  on  a a~  A.  Ces  deux  constantes 
n’ont  pas  été  rendues  égales  par  cette  supposition  ; elles  l’étaient 
sans  cela , et  l’hypothèse  n’a  été  ici  qu’un  moyen  de  mettre 
cette  vérité  en  évidence.  Dès  lors,  quel  que  soit  x,  on  a encore 
bx  + cxJ  -h  • • • — Bx  + Cx“. . . ; divisant  par  x, 


b cx  - f-  etc.  = B -f-  Cx. 


le  même  raisonnement  prouve  que  b — B,  puis  c = C. 


Ainsi,  étant  donnée  une  fonction  F , après  s’être  assuré  di- 
rectement qu’elle  est  susceptible  d’être  ex  primée  sous  une  forme 
désignée^,  contenant  des  coefficiens  constans  ,f,'S,C...,  ilest 
aisé  de  trouver  ces  nombres.  i°.  On  écrira  l’identité  F=$,  ' 
F étant  la  fonction  proposée,  et  tp  sa  valeur  mise  sous  une  autre 
forme  reconnue  convenable,  et  contenant  les  coefficiens  indé- 
terminés A,B,C. . . ; 2°.  par  des  calculs  appropriés,  on  ordon- 
nera les  deux  membres  Fettp  selon  les  puissances  de  .r;  3°.  on 
égalera  entre  eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  x; 
4°.  enfin,  on  éliminera  entre  ces  équ.  pour  en  tirer  les  valeurs 
des  constantes  inconnues  A ,B ,C. . . 

Appliquons  ce  principe  à divers  exemples.  . 


617.  IV  étant  le  pumérateur  d’une  fraction  rationnelle, D le 
dénominateur,  proposons-nous  de  la  décomposer  en  d’autres 
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f. 

‘ ». 


dont  elle  soit  la  somme.  Par  la  division,  on  peut  toujours  abais- 
ser le  degré  du  polyuome  TV,  par  rapport  a x , au-dessous  de 
D;  c’est  dans  cet  état  que  nous  prenons  la  fraction.  Soit. . . . . 
D — PX  Q,P  et  Q étant  des  polynômes  premiers  entre  eux, 
des  degrés  p et  q,  posons 

TV  _ A&-'  + Bxt-*...+  L ^ A'xr-'+B'xr-*.  ..+£/ 


Q p 

Pour  réduire  ay  même  dénominateur  D=PxÇ> , multiplions 
Ax^~‘-\-,  . . par  P,  et  A'xp~‘- f-.  . . par  Q;ces  produits  seront 
de  degré  p -f-  q — i , c -à-d.  formeront  un  polynôme  complet 
d’un  degré  moindre  de  i que  D;  et  comme  TV  est  au  plus  de  ce 
même  degré,  en  comparant  chaque  terme  de  TV  à ceux  des  pro- 
duits ci-dessus,  on  en  tirera  p -+-  q équ.  entre  les  coefliciens 
inconnus  A , A' , B,  B’...,  dont  le  nombre  est  visiblement p-\-q , 
puisque  nos  numérateurs  ont  q et  p termes;  ces  inconnues  ne 
seront  qu’au  ier  degré,  et  le  calcul  conduira  bientôt  à les  trou- 
ver. Il  est  donc  prouvé  que  la  décomposition  indiquée  est  lé- 
gitime, et  le  calcul  donne  actuellement  les  valeurs  de  toutes 
les  parties  composantes. 

Et  si  P et  Q sou  t eux- mêmes  décotnposables  en  d’autres  fac- 
teurs premiers  entre  eux,  sans  chercher  à déterminer  A,  A"  ,Bf.., 
on  remplacera  chaque  fraction  par  d’autres  formées  selon  le 
même  principe;  c.-à-d.  que,  pour  décomposer  la  Jraclion  ra- 
tionnelle proposée,  il  faut  trouver  les  fadeurs  premiers  entre 
eux  de  son  dénominateur , et  égaler  cette  fraction  à une  suite 
d’autres  qui  aient  ces  fadeurs  pour  dénominateurs  , et  dont  les 
numérateurs  soient  des  polynômes  respectivement  d’un  degré 
moindre  d’une  unité. 

On  égalera  donc  D à zéro  pour  le  résoudre  en  ses  facteurs 
simples  ; et  il  se  présentera  deux  cas  , selon  que  D n’aura  que 
des  facteurs  inégaux,  ou  en  atira  d’égaux.  Examinons  ces  deux 
cas  Séparément. 

tlr  cas.  Si  D = (x  — .a)  (x  — b)  (x  — c)  on  posera 

TV  A . B C.  . 

■f- 


U X 


a x — b 


x — c 


— — EiflUized  by  Google 


■y 

,*  * , 


224  FRACTIONS  RATIONNELLES."  * 

et  il  s’agira  de  déterminer  A,  B,  C. . . par  le  procédé  qu’on 
) vient  d’exposer. 

Par  exemple , soit  D = (x — a)  (x  — b)  ; on  a 
kx  + 1 A B 


d’où 

Ainsi 
et  enfin 

Pour 


(x  — a)  (x  — b)  x — a x — b 

kx  4-  / = A(x  — b)  •+■  Z?(x  — a) 
= (A  + B)x — Ab — Ba. 
k A -f-  B , — l — A b -j-  Ba; 


A: 

2 4Æ 


ka  4-  l „ kb  -\-l 

u — - 


b — a ’ b — a 

, j’égale  le  dénominateur  à zéro  pour  en 


x*  — x — 2 

obtenir  les  facteurs  binômes;  x* — x=2  donne  x=2  et  — 1 ; 
ce  sont  les  valeurs  de  b et  a.  On  a k = — 4»  f — 2 ; ainsi 

a — 4x  — 2 2 

».  — x — 2 x+ 1 x — 2’  » 

-s,*x 

i 1 1 ■ 

" / ; f ' 


De  même 


+ 


a’  — x’  o.a(a  -f-  x)  a a{a — x)' 

c •.  1 A xy  B . C 

x(«’— xa)  x a-f-x  ' a — x 

on  trouve  1 = Aa * + ax(Z?  + C)  4-  x’(C  — A — B)  ; 

donc  1 —Aa',  B+C=  o,  C — A — B = 0. 

Éliminant,  on  a A,  B,C,  puis 


’.l 

I 


A» 


xfa1  — xa)  <z’x  2aJ(a  + x)  2«'(a  — x)  ’ 


Lorsque  D a des  facteurs  binômes  imaginaires,  la  même  mé- 
thode peuts’appliquer,  maison  préfère  souventne  décomposer/) 
qu’en  facteurs  trinômes  réels,  tels  que  x'-f-px+q,  et  la  pro- 

9 Ax  J-  £j 

posée,  qu’en  fractions  de  la  forme  — - — — .C’est ainsi  que 

x*+px+q  ^ 


» 


pour 
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(I-H  1)  (x»+ I)  x’  4-  i ' x -f-  i ’ 

on  trouve  C—\,  B=  A = \ 

x 


n * * -4-  .Z?  6' 

De  meme  ==  _ j 

* — I xa  4-  x 4-  i x — 


donne 


— Az=  B 


a*  cas.  Chaque  facteur  de  Z),  de  la  forme  (x  — a)1,  donne 


i-  Ax‘~ 1 Bx'~ 1 

lieu  à une  composante  telle  que — — ; mais  comme 


(X— fl)' 

celle-ci  est  elle-meine  décomposable,  on  pose  de  suite,  au  lieu 
de  cette  fraction,  la  somme  équivalente 

A l B , L 

(x  — a)'  ‘ (x  — a)1-  T (x  — aÿ~*‘  '^x  — a 

Et  en  effet,  il  est  visible  qu’en  réduisant  au  même  dénomina- 
teur^le  numérateur  a la  même  forme  que  ci-devant,  et  un  égal 
nombre  de  constantes  inconnues. 


x3  + x’  4-  a A 


x(x  — i)’(x-f-  O 
donne 


(x-f  l)»^  X+I 


(X— I)a  x— I 


x (x  4-  i )a  *4-i+(x- 1)»  x—i‘ 
On  trouvera  de  même 


x(x-f-  i)J(x'4-x  4-  i)  x (x-f-i)'*  x 4-  i x“  4-  x -f-  i 


Si  les  facteurs  égaux  du  dénominateur  étaient  imaginaires, 
quoique  le  même  procédé  puisse  être  appliqué,  il  sera  préfé- 
rablc  de  les  réunir  en  facteurs  réels  du  2*  degré,  sous  la  forme 
(x’  4 - px  le  numérateur  est  alors  Ax’1-' -f.  Bx'1  ^4- ... 

ou  plutôt  on  prend  les  fractions  composantes 


A x H 


(x’  4 -px  4~  «7)<+  (x’  4-  px  4-  q Y 
T.  H. 


Cx  + D_  Kx+L 

I—  • * * * * • 


X*  -h  px  -f  q # 


1 
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Par  exemple , on  fera 


(x  -h  i)x*(xa  -+-2)  (x*  + 1 )• 

A £ Ç "Dx+Æ1  Fx  ■+•  G f/x-f  / 

_ I -f-  X X‘  X Xa  4-  2 (X*  -f-  1 )a  X^  -f*  l; 

Le  calcul  donnera 


^616.  L’usage  fréquent  qu’on  fait  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles,  rend  très  utile  la  méthode  suivante, 
qui  abrège  les  calculs.  > 

Ier  cas.  Facteurs  inégaux.  Soit  D = (x  — a)S ,S  étant  un 
produit  de  facteurs  tous  différens  de  x — a.  La  dérivée  est 

. r/  = S - f-  (x  — a)  & ; on  pose  (*) 

i à’on  N — AS  -f-  P(x  ■ — à). 

11  s’agit  de  déterminer  la  constante  A,  sans  connaître  le  po- 
lynôme P.  Si  Ton  faitx  = a,  et  qu’on  désigne  par  n,s  et  ce 
que  deviennent  N,  S et  D , par  cette  hypothèse  (nous  ferons 


C*)  Si  le  facteur  a la  forme  px+q , au  lieu  de  x — a , la  fraction  compo- 
sante est 

A 1 A A" 

A-Ap; 


l’X+1 


P x+2 
P 

IV 


I 


P 


on  fera  donc  rit  - - dans  — mais  pour  avoir  le  numérateur  A de  la  fra«- 
p-  " 

tion , on  devra  multiplier  le  résultat  par  le  cosflicient  p de  x.  Ainsi  pou: 

6-f-23x  ’ A B 

2 — x — Gx’  1 — or  * 3x-f-2’ 

...  1 2 N 6+2Îx  . 

il  faut  substituer  x = - et — * dans  = — : mais  on  multi 

2 3 Dr  — I — I2X 

pliera  Je»  résultats  par  —2  et  -f-î:  d’où  A-zzS.  If~  — 4- 


s 
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usafgc,  dans  ce  qui  suit,  de  celte  notation)  , nous  avons  (f  ^ s 


et  n — As  ; partant,  A = - — — . Donc  remplacez  le  dénomi- 
nateur D de  la  Jraction  proposée  par  sa  dérivée  D'  ; puis  chan 
gez  x en  a,  vous  aurez  le  numérateur  A de  là' fraction/  compo- 
sante dont  x — a est  lé  dénominateur.  On  devra  de  même  faire 

x = b , c. . . dans  -=p,  pour  avoir  lés  numérateurs  de  — — 

11  x — b 

C 

f~ZTc- • • » en  supposant  D = (x  — a)  (x  — b)  (x  — c) .!'* 


Pour- 


- 5x’  — 5x  + 6 N — 5x’  — 5.r  -f  6 


a:*  2X3  xa  -f-  2X  ^ [)'  f^x1,  — 6a:'‘  — zx  -f-  a ’ 

or,  vous  avez’  D = (x  i)  (»+  .)'(x_2)x:  faites  donc  x~\\ 
— i ,2  et  o,  et  vous  aurez  a,  — i , — 4 et  3 poUf  résultats  la 

2 I 4 


• proposée  revient  à 

x — i 


-4* 

x -h  i x — 2 x’ 

Tf' 


Soit  la  fraction  -6—  ; on  a -,=gl  ; or  ( p.  , 46) , 

z6—  1 = (î+i)  (z  — 1)  (z*  — z-f-  r) 

Pour  les  deux  itn  facteurs,  on  fait  z=d:i,  et  l’on  a ±'-  |e 
facteur  suivant  donne  * = |(,  :£ \/  — 3);  d’où  l’on  tire 


32 


— 3)5  6(i6qri6v/  — 3) 


__  « — 3 


12 


les  deux  fractions  composantes  sont  faciles  à trouver;  réduites 
en  une  seule,  on  af  • Enfin,  le  4'  facteur  de  D in- 

dique qu'il  suffit  de  changer  z en  -X  dans  ce  dernier  résultat. 
Doue , 

Z - f-  2 


■_J L_iS=V— 1 ■ 

s6  — I 6 \z  I 


-z  4-1  3a-fz-f. 

CAS.  Facteurs  égaux  Sgît' 


l5. .. 
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r en  a+h  dans  A7  et  D,  ces  polynômes  deviennent  (n°  5o4) 

N = n -f  rih  ■+•  \nh » + \nmh>  -f-  . . . , et  D = h1.  . 

En  divisant,  et  mettant  x — a pour  h,  on  trouve 

N n ri  î n"  i , /■ 

D-(x—ay  ‘ (x— + .?  .. 

Ainsi  la  proposée  se  décompose  en  \ fractions,  dont  les  numé- 
rateurs sont  ce  que  deviennent  N,  N',  \ N"...  en  faisant 

X =55  a.  . ^ 

Par  exemple,  ~ comme  le  numérateur  a pour 

dérivées  61—5  et  6,  en  faisant  x=  1 , on  obtient  2 , — i et  3 
pour  numérateurs  des  fractions  composantes,  savoir,  ^ 

3x*  — 7X  +6 2 1 j_  ^ 

(x  - i>5  (*—»)'  (*—  0’  *— *’ 

Mais  si  le  dénominateur  contient  d’autres  facteurs  avec 
(x  — a Ÿ,  et  qu’on  ait  ü = (x  — a)1.  S, S étant  connu  et  non 
■ divisible  par  x — a,  on  pose 

+ (0- 
D (x-—a)‘  S 

d’où  ' N-P(x-ay  + FS. 

Changeons  x en  a -f-y  dans  cette  équ.  dentique,  et  dévelop- 
pons (n*  5o4)  ; 

h ■+■  ri  y ■+■  -fy>  yXp  +p'y  + \p*y  • • • ) 

4-  W+fx  + îf‘y'-)-<s + s'y  + 'Sx'-  • • h * 

en  conservant  la  notation  employée  ci-dessus  pour  n,d,s  et  f 
Comparant  des  deux  parts  les  coeftkiens  des  mêmes  puissances 
dey  (n° 616),  nous  avons 

n =fs , ri  — fs  -p  fs , n"  = f"s  + z fs'  +fs" . . . (2) , 
„(')=,/(')  + &'/('-'>  + 1/(/—  t)s"f^. +/^. 
/désigne  içi  un  entier  quelconque  <1  '•  Ainsi,  ces  équ.  dou- 
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nent  J,  f , f“. . . , et  par  conséquent  le  développement  de  la 
première  partie. 


/ 


(x  — a)‘  ( x — a)'  (x  — a)1-'  ~r  (x  — a)1-3  ’ 

précisément  comme  si  la  fraction  proposée  n’eùt  eu  que  ( x — a )' 
au  dénominateur.  On  tire  de  cette  équ. 

F =/+  /'.(x  - a)  4.  i /'.  (x  - «)•  + . . . . (3) , 

F1  est  donc  connu;  et  l’on  a dans  l’équ.  (i) 

P IV  — FS  N — FS 

S D ~(x-ays“" 


f 


. ■Vnr' 


(4>- 


Cette  identité  exige  que  (x — a)'  soit  facteur  de  N — FS;  il  faut 
effectuer  la  division  pour  obtenir  le  quotient  P\  la  a*  partie  dv 
notre  fraction  proposée  est  connue , et  il  faut  la  décomposer  à 
son  tour. 

e . > N 5x*  — i3x3  + i4*'  — 5x  + 3 

Soit,  par  ex. , = r,  -.  - ; — : ; 

r D {x  — i)1  (x  4-  i)x 


faites  x ^ i dans  S= x’j-f.  x =22,  S*  — 2x  -j-  1 —3,  S'  = 2, 
N — 5x> — i3x34-  ..._•*£=  4 »1V'  = 90XJ.  4 ,N'=io.  ’ 

Donc,  4 = 2/,  4 = 1 o = 2f’+6f'+2f, 

puis f=2,f'—~  1 ,a/*bbi3,  F =»-(x- 1 ) -f-3(x-  i)3=3x,-7x4  6. 
Le  produit  FS,  retranché  de  /V,  donne 

v ^ • 

2 x* — 9X3  4- t5x’ — itx4-3.,  ; 

qui,  divisé  par  (x  — i)’,  donne  P — 2X  — 3?  nv. 

Il  reste  à décomposer,  par  le  premier  procédé. 


P_ 

~S 


2X 3 


d’où 


2X- 


2x4-1’ 


faisant  x ^ — 1 et  o , il  vient  5 et  — 3 ; puis 


Observez  que,  dans  cet  ex. , il  eût  été  plus  court  de  délcrnii- 
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ner  d’abord  les  deux  dernières  Ira  étions  , en  faisant  x =s—  i 

et  o dans  IV  et  Z?’  ; d’où  - ... 


N 


F 


3 

* “• 
* 


D (x  — i)3^x-f~i 
Transposa»),  ces  deux  dernières  fractions  et  réduisant,  on  trouve 

F 3x*  - - ny  mjm 

aisément  la  première  7 -,  = — 7 — — , qui  rentre 

(x— i)3  (x— ijc* 

dans  ce  qu’on  a vu  ci-devant,  et  est  très  facile  4 décomposer. 


,,  N x3  — &r1  + 4ar — 1 

De  meme,  pour  — — — — — , 

**  D xi  — 3x3  — 3xJ -f  ^x-f-ô’ 


comme 


D—(x  ■+-  i)’(x — 2)(x — 3),  on  fera  x — 2 et  3 dans  N et  l Y; 

« ' ’ %é*  + ‘ - %-'r 

on  aura  les  fractions 

/ 

X 


^ — r^,.  ; retranchant  de  la 

x — 2 x — 3 

proposée,  ou  a qu’il  s’agit  de  décomposer.  Mais  on 

•trouve  _/== — 1 ,f'=  1;  donc  il  vient  enfin,  en  réunissant  ces  • 
parties . 


N 


D x — 1 x — 3 (x-j-i)’  x-f-i" 


1 1 

; + 


Sur  la  convergence  des  Séries. 

619.  On  ue  peut  prendre  la  somme  des  n premiers  termes 
d’une  série  pour  valeur  approchée  de  sa  totalité,  qu’autant 
que  cette  série  est  convergente , c.-à-d.,  que  cette  somme  ap- 
proche de  plus  en  plus  et  une  limite , à mesure  qu’on  prend  n 
plus  grand  : cette  limite  est  la  somme  de  toute  la  série. 

(1  est  aisé  de  reconnaître  si  les  termes  vont  en  décroissant, 
quand  on  a le  terme  général,  expression  analytique  du  terme 
du  rang  n : mais  les  termes  peuvent  décroître , sans  pour  cela 

que  la  série  soit  convergente.  C’est  ainsi  que  1 -+-  -j  -+■  |-f-  j . . . 

• » - 

est  une  série  divergente,  quoique  le  terme  général  - montre 

4 
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que  les  lonues  diminuent  sans  cesse.  Eu  effet  prenons  « termes 
. à partir  du  »%  , ' ; • 


: I : | : — l 

«4- 1 ~ *4-  2 n q-  3 an 

Chacun  est  visiblement  et  la  somme  > nx  — , ou  - : 

an  _ an  *•  1 

de  même  la  somme  des  an  termes  qui  suivent. ceux-ci,  est  aussi 

> l,  etc.  ; en  sorte  que  la  somme  totale  surpasse  -X  oo  : il 

n’y  a pas  de  limite. 

I*.  Quand  x < t , 4a  progression  géométrique  a+àx+ax\. 
est  convergente,  car  outre  que  ses  termes  décroissent,  les  sommes* 
prises  à partir  du  terme  de  rang  n sont 


x"  4*  aJ*4-1  = x“( i -\~x) n=,  x"  ■ 

x”  + 1,+1 4-  x"4-*  =x"( 4^1 

*v  >vt  — 


♦v 

\ 


On  voit  que,  x étant  < i , à mesure  que  n augmente,  ces 
sommes  sont  de  plus  en  plus  petites,  et  tendent  vers  zéro. 

a°.  Si  l’on  connaît  le  terme  général  un  d’une  série 

u0  -f-  «,  -4*  u»  • • • On  changera  ne  a n4- 1 , et  on  aura  le  terme 

de  rang  n 4*  r , et  le  quotient  F—*^^-- sera  le  facteur  qui  mul— 

» n 

tipliant  un  terme  produira  le  suivant.  Or  si  tous  les  termes 
sont  positifs  et  si,  pour  de  grandes  valeurs  de  x , F tend  vers 
une  limite  L , la  série  est  convergente  ou  divergente , selon  que 
cette  limite  "F  est  <'  ou  i . 

En  effet,  supposons  d’abord  L < i , et  prenons  un  nombre 
quelconque  l intermédiaire  à L et  i , en  sorte  que  L l i . 
Puisque  F converge  vers  L,  à masure  que  n s’accroît,  il  s’ensuit 
qu’à  partir  d’un  rang  n suffisamment  grand , le  facteur  F ap- 
prochera autant  qu’on  voudra  de  L,  et  deviendra  par  consé- 
quent /;  d’où 


à fortiori  n,+1<ù/«,  < l‘u. , 
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Ces  tenues  consecutifs  e'tant  moindres  que  ceux  de  la  progres- 
sion géométrique  qui  est  convergente,  il  s’en- 

suit que  la  série  proposée  l’est  aussi. 

On  prouve  de  même  que  si  Z,>  i , les  termes  , un+, , . . . 
sont  plus  grands  que  ceux  d'une  progression  géométrique  dont 
la  raison  l étant  >i,  on  arrive  à des  termes  aussi  grands  qu’on 
veut,  ce  qui  montre  que  la  série  est  divergente. 

Ainsi  pour  (x  -f-  a)m , il  suit  de  la  valeur  7,  p.  12,  et  de  la 
relation  4,  p-  5,  que  F = ^ plus  n croît,  et  plus  F 

approche  de  la  limite  -,  que  ce  facteur  atteint  pour  n = 00  ; 

donc  la  formule  du  binôme  est  convergente  ou  divergente  se- 
lon que  x<  ou  >a. 

Au  reste  les  deux  transformations  suivantes  sont  propres  à 
augmenter  la  convergence  de  cette  série 


X-f -a  = 

' ‘•■«BS  ■ 


7.(1 


x + a cr.+  a 

' ,/  =^{,  + »(£^»=±Jg=5)*+.-.,  I 

V ojr.  p.  16  pour  la  loi  des  coefficiens. 

. * ■ • "y  ' - ■ • . . » 

x3 


Prenons  la  série  1 4-  - 4 * 
1 


4 

1 o "f" J “f-  CtC. 

i.a  i.a.3  1 1...4 


xa  oc 

le  terme  général donne  F*t=:  — — — , qui  a zéro  pour  li- 

■*  ’ ■ j 

mite  quand  n = 00  ; cette  série  est  donc  convergente. 

3°.  Observez  que  quand  une  série  renferme  des  termes  né- 
gatifs, si  en  changeant  les  — en  , on  trouve  qu’il  y a con— 
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vergence , cette  propriété  a lieu  aussi  pour  la  proposée  : car  les 
termes  négatifs  devant  être  retranchés  des  positifs,  ne  font  que 
diminuer  la  somme  totale,  et  tendent  par  conséquent  à aug- 
menter la  convergence. 

x^ 

■ etc. , en  rendant  tous 

2 • • • 7 

les  termes  positifs,  on  a pour  terme  général 

__  I*»~l  X™+>  c,_  x2 

2.3. . . (2 n — a.3. . .2/i(2n-f-  i)’  2»(an-f-»») 

comme  n — 00  donne  F=  o,  la  série  est  convergente  : d’ail- 
leurs posant  1 , on  trouve  x 2 < 4 n’  “I"  2n  ! sl  l’on  Pren<l 
4 n2^>x’,  ou  n^>{x,  on  voit  qu’à  partir  du  rang  \x  les  termes 
vont  en  décroissant. 

4".  Toute  série  dont  les  termes  ont  des  signes  alternatifs 
et  —,  est  convergente , quand  ces  termes  décroissent  sans  bor- 
nes vers  la  limite  zéro.  Car  soit  a — b -f-  c — d- f-  . . .;  comme 
chaque  terme  négatif  peut  être  retranché  du  positif  qui  le  pré- 
cède, on  n’a  que  des  binômes  positifs,  et  la  somme  prend  le 
signe  -+-  s d’un  autre  côté  on  peut  écrire  a — {b — c) — {d — e)...; 
et  a doit  surpasser  toutes  les  parties  soustractives.  Or  on  peut 
prendre  pour  a un  terme  assez  éloigné  dans  la  série  pour  qu’il 
soit  aussi  petit  qu’on  voudra  ; donc  à fortiori  la  somme  totale 
depuis  a jusqu’à  l’infini  est  dans  le  même  cas. 

C’est  ainsi  que  la  série  1 — ; + t — • ■ est  convergente, 

quoique  elle  ne  le  soit  pas  quand  tous  les  signes  sont 
Voy.  le  Cours  d'analyse  de  M.  Cauchy,  p.  123, 


Séries  récurrentes. 


620.  Toute  fraction  rationnelle,  ordonnée  selon  les  puis- 
sances croissantes  de  x,  dont  le  numérateur  N est  d’un  degré 
moins  élevé  que  le  dénominateur  D,  peut  se  développer  en  une 
série  inhnie  /t+Bx  + Cx2  + Dx'  . . ; cela  résulte  de  la  divi- 
sion actuelle  de  /Vpar  D,  puisque  le  quotient  ne  peut  jamais 
donner  de  puissance  négative  ni  fractionnaire  de  x.  Celte  divi- 


Dit 
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sioo- pourrait  faire  connaître  les  coelficiens  A,  B , C...  ; mais 
on  préfère  le  calcul  suivant , qui  met  en  évidence  la  loi  de  la 
série.  On  pose 


N a 4-  bx  -f-  ex* . . 
O ~~  i 4-  ax  -f-  /Sx* . 


= A+Bx  + Cx*  -f  Dx\  . . 


On  réduit  au  même  dénominateur  ; puis  comparant  les  termes 
où  x .porte  des  exposans  égaux,  l’équ.  se  partage  en  d’autres, 
qui  servent  à déterminer  A , B , C. . . (n°  616)  ; le  dénomina- 
teur a î pour  terme  constant,  ce  qui  n’ôte  rien  à la  généralité, 
parce  qu’on  peut  diviser  N et  D par  ce  ier  terme,  quel  qu’il 
soit. 


Soit  H- 

a 

A 1 fîr  -1-  f* npi  * 

/ 

oou  D — 

i -f- 

— 41  f xj  jl  j gj.  J UJ,  • • • | 

on  a a = 

A 4 B I 

x 4 C 1 xJ  4 O 1 x3  4 • • • 

+A*\ 

A~Ba  1 +Ci|  4-  • • 

D’où  ar=iAy  B-\-Aa~o,  C-4-  Ba  = o. . . ... . 


La  î"  de  ces  équ.  donne  A , la  2'  B , la  3*  C. . . Enfin  M et  N 
étant  deux  coefficiens  successifs  de  notre  série,  on  a N-\-Ma—o\ 
d’où  N zx  — Ma  : donc  un  terme  quelconque  est  le  produit  du 
précédent  par  — ax,  c.-à-d.  que  la  série  est  une  progression 
par  quotient,  dont  la  raison  est  — ax.  On  forme  tous  les  termes 
de  proche  en  proche,  à partir  du  t°r,  A~a,  qu’ou  obtient  en 
faisant  x—  o dans  la  fraction  proposée. 

— - — r=n[j  — ax  4 «V  — a3x3.  . 4-  ( — ux)n . 

I -| -ax  « 


Le  terme  général  T,  ou  le  terme  qui  en  a n avant  lui , et  le 
terme  sommatoirc  S,  ou  la  somme  des  n I termes  (n°  »44)> 
sont 


T=a(  — ax)n,  S: 


— { — ax)" 

1 + 


Réciproquement,  si  l’on  donne  la  série  et  la  loi  qui  la  gou- 
verne, on  en  lire  bientôt  la  fraction  génératrice,  car  le  »■*’  terme  « 


Digitized  by  Google 


4 


SÉRIES  RÉCURRENTES.  • 335 

est  le  numérateur,  et  le  dénominateur  est  i — la  raison  de  la 
progression.  ■ •'  • 

a j. 

Pal  e*v  y , = -T-.-!1  ■ {en  divisant  haut  et  bas  par  6) 

o4 — 41  1 $x 

donne  cette  se'rie,  dont  le  premier  tenue  est  et  la  raison  | tgc, 

y» + fi 


-f-  : enfin,  on  trouve 


/■*  ■ ■ «9“'** 

. • 3”  » ? “a(<  — 4*)* 

Et  si  l’on  donne  cette  série  et  sa  hoi,  on  retrouve  la  fraction  gé- 
néralrice  en  divisant  le  -ï*r  terme  i par  i — le  facteur  \x. 

a 4-  bx 


Pour 


A -f-  Bx  -f-  Cx * 4-  Dx3 . 


on  a 


or5. . . 


I -f-  ax  4-  (fcc* 

a 4-  bx  = A Bi  x 4-  CI  x1  4-  D 

4 -Act\  rpBd j 4*  C«  r.. 

-}-Afii  -I -BQ  •••4 

puis  A ==a,  B + A*=xb,  C 4-  B*  4-  AB  ==  o 

Ces  équ.  donnent  successivement  A , D , C. . . ; la  1”  A=za  peut 
encore  se  tirer  de  l’e'qu.  supposée,  en  y faisant  x = o. 

Soient  M,N,P,  trois  coefficiens  indéterminés  consécutifs  du 
' développement;  il  suit  de  no tre  calcul  qu’on  a MB~o\ 

\ v . ^d’ou  P— — Ntt  — MB  : donc,  un  terme  quelconque  de  la  série 
<fe  tire  des  deux  précédens  multipliés , l’un  par  — *x,  l’autre 
par — j3x\  On  observe  que  ces  facteurs,  retranchés  de  j,  don- 
nent Je  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Pour  la  dévelop- 
per, il  faut  d’abord  trouver  les  deux  1er3  termes  A-{-Bx,  soit 
par  la  division,  soit  à l’aide  des  équ.  A — a,  B — b — o*;  puis 
à l’aide  des  facteurs  — ttx  et  — Bx* , on  compose  les  termes  sui- 
vans,  de  proche  en  proche. 

Réciproquement,  si  la  série  et  sa  loi  sont  données,  on  remonte 
A la  fraction  génératrieet  qui  est  la  somme  totale  de  cette  série 
jusqu’à  l’infini , par  un  calcul  simple;  1 moins  les  deux  fac- 
teurs, forme  le  trinôme  dénominateur  1 4*  +-  fix\  Quant 

au  numérateur  a 4-  bx ,«pn  a n = A,  b~  B 4 A». 
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■ 4 X 


X * — X ■ 


i — t*’’ 


en  divisant  haut 


et  bas  par  — aj  les  facteurs  sont  donc  — '-x,  et  + ±x*  : d’ail- 
leurs, on  trouve  — i -J-  ^x  pour  les  deux  i termes;  de  là  cette 
série  — i -f-  \x  — \x'  ^xl  — ....  Et  réciproquement , si 
la  série  est  connue,  c.-à-d.  si  l’on  a les  deux  premiers  termqs 
et  les  facteurs  — {x,-+-'~x’,y  ceux-ci,  retranchés  de  i,  donnent 
de  suite  le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice  ; on  a enfin 
n = — i,&  = 3;  d’où  résulte  le  numérateur. 


En  raisonnant  de  même  pour 


a -J-  bx  ex' 


on  trouve 


i -f-  xx+-  fix*-\-  yx3’ 
que  les  trois  premiers  termes  de  la  série  dounent 

A — o , B -f-  Am  = b,  C -f-  Bx  -4-  A fi  ~ c, 

équ.  d’où  l’on  tire  les  valeurs  de  A, B et  C.  Les  termes  suivans 
sien  déduisent,  comme  ci-dessus,  et  quatre  coefficiens  succes- 
sifs sont  liés  par  cette  équ.  — Pm  — Nfi  — My,  en 

sorte  qu’un  terme  quelconque  se  tire  des  trois  précédens , en 
les  multipliant  par  — ut , — fix\  — yxK  Et  réciproquement, 
on  peut  remonter  de  la  série  à la  fraction  génératrice  qui  en 
exprime  la  somme  totale.  Cette  loi  s'étend  à toutes  les  fraction^ 
rationnelles.  . ■ c d/ 


62 j . On  nomme  Récurrente  toute  série  dont  chaque  terme 
est  déduit  de  ceux  qui  le  précèdent,  en  les  multipliant  par  des 
quantités  invariables  : ces  facteurs  s’appellent  Y Échelle  de 
relation.  C’est  ainsi  que  les  sinus  et  cosinus  d’arcs  équidifférens 
(n"  36 1 , 572),  les  sommes  des  puissances  des  racines  des  équ. 
(n°583),  forment  des  séries  récurrentes.  Nous  dirons  donc 
que  toute  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est 
1 + ax  -f-  (gx1...  -j-  0x‘,  se  développe  en  une  série  récur- 
rente, dont  l’échelle  de  relation  est  formée  des  n facteurs 
— mx , — fix' , . . . — Ox1  ; on  cherche  d’abord  les  i 1 *”  termes , 
soit  par  la  division  , soit  par  les  coefficiens  indéterminés;  les 
termes  suivans  s’en  déduisent  ensuite  de  proche  en  proche. 


I *■ 
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Par  ex. , 


a^+Sar*  — iox-f-2  n g Aq  , n3  . . 

' + 

On  trouve  aisément  les  quatre  premiers  termes;  et  comme  en 
divisant  la  proposée,  haut  et  bas,  par  — 2,  on  obtient  pour  les 
quatre  facteurs  >ix,~x’' , — =j:r3  et  \x*,  cette  échelle  de  relation 
sert  à prolonger  la  série  tant  qu’on  veut. 

fl  est  inutile  d’ailleurs  de  rappeler  que  si  les  termes  de  la 
série  vont  en  décroissant,  on  approche  d’autant  plus  de  la  va- 
leur totale,  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre  de  termes;  mais 
qu’il  11’en  est  pas  ainsi  quand  la  série  est  divergente , et  qu’il 
faut  la  prendre  dans  sa  totalité  pour  qu’elle  représente  la  frac- 
tion dont  elle  est  le  développement.  ( Voy.  n°*  99  et  619.  ) 

622.  Cherchons  le  terme  général  T des  séries  récurrentes. 
La  fraction  proposée  F étant  développée,  on  a 

_ a -f-  bx  -4-  car” . 1 . -f-  lià~'  . „ _ _ , 

+ **‘+**+Cx'+Dxt.-. . . -(.* 

on  connaît  les  i premiers  coefficiens  A,  B,C. . . et  la  loi  de  la 
série.  Pour  décomposer  F en  fractions  de  1"  degré,  on  cher- 
chera les  facteurs  du  dénominateur;  à cet  effet  changeons  x 

» J 

en  -,  et  égalons  à zéro,  nous  aurons  à résoudre  une  équ.  dont 

nous  supposons  d’abord  que  les  racines  k,k'  ,k" , . . . sont  iné- 
gales, savoir 

« y + + ty-'  ■ • • . + * = (y-k)  (j—k‘)  ( y-k ") .... 

Ces  racines  sont  d’ailleurs  réelles  Ou  imaginaires,  rationnelles 
ou  irrationnelles , positives,  négatives  ou  zéro.  Remettons  ici 

1-  • 

- pour  y , et  nous  aurons 

1 -f-«x  +0x\  . . . -f-fcr‘  = (i — kx ) (1 — k'x)  (1 — k’x).... 


F— _ 1 1 

» —kx^  1 -k"x^  t- 


-k"x  +‘ 
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Nous  avons  donne  p.  226  le  moyen  de  déterminer  les  lotis  - 
tantes  K,  K' , K" , . . . qui  par  conséquent  sont  connues,  ainsi 
que  k, h' , k" , . . 

Or  chacune  de  ces  fractions  se  développe  en  une  progression 
géométrique;  la  série  (1)  est  la  somme  ternie  par  terme  de 
tes  i progressions  : le  terme  général  T est  donc  la  somme  de 
leurs  termes  généraux.  Ainsi  on  a 

T=  ( Kk " + K'k'n  + K"k""  + etc.  )x« ...... . (3) 

I 

Dont  pour  trouver  le  terme  général  T de  la  série  récurrente 
proposée,  et  décomposer*  cette  série  en  progressions  géoméln-r 
gués  dont  elle  soit  la'  somme , il  faut  ég'âlééà  zéro  le  dênomi- 

. . *’*I*  • U** 

naleur  de  la  fraction;  y changer  x en  chercher  les  racines 

kjk'jk".  . . de  celte  éqit.  y,1 -f-  rfy1-1  ■+■  , .•.  =0;  ces  racines  ;sc- 
ront  (en  signes  contraires)  les  facteurs  de  x dans  les  dénom', 
de  fractions  composantes  (2) , et  les  raisons  des  progressions 
seront  kx,k'x, ....  lés  coefficiens  K,  K' , K". . . , numér.  de 
ces  fractions,  étant  déterminés,  le  terme  général  T sera  con- 
nu1 (3)‘. 

Dans  notrééX1  du  2“  degré  p.  236,  on  égale  à' zéro  le  dé- 
nota!, été;,  et  ori  ay-HîJT— ^ — o,  d'oiy  = i,  ét== — 1;  donc 

2ic  — 1’  _ A’  AT'  1 2 

! + * {X^  l + X~  l — {x  I + X* 

les  deux  progressions  composantes  sont  donc 

1 + (»“ , et  — 2 ■•  { 1 — x -+-  x1 (—.t)"}. 

Eri’ajdutah’l  lésf  tértnésdé  meme  rang,  on  rétroiive  la  série 

■ • ,*»:  l . 

— 1+  \x — \x*'  • • dont  le  terme  général  est  7’=((i)*-2(-l)*)J^',. 

De  même  la  fraction ^ — — — donne  l’équ. 

1 — 4-r  + 3x ’ 1 

. - . n 1 

y * — 47"  ■+■  ^ = o y = 3,  et  = 1 ; et  on  retrouve  les  fractions 

3 i . - > 

composantes  ■ - ' - — ',  et  les  progressions 
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l(i  — f- 3ar -f- 3aa?’ . . . 3*^)  et  — t( i +x-i*x’.;.xaÿ- 
le  terme  général  est  T=  — i). 

„ ~ 2+X-fX1  , . 

ünhn ■ — ï devient 

2 — X 2X“  -f-  x 3 


i 4-  \x  -b  ',xa  2 1 | £ 

i — \x  — x'  -+-  ;xs  ~ i -x  + 7+~  — i — ix' 

Les  termes  généraux  des  progressions  sont  2x“,  ’(. x}"  et 

— j(rî)"  : donc  la  série  i+x+2xî+  £cl. . . dont  l’échelle  de 
relation  est  \x,x‘  et  — jx3,  a pour  terme  général 

7,=  'x«(6±i  — (i)— ).' 

Comme  le  terme  sommatoire  S de  la  série  récurrente  est  la 
somme  des  termes  sommatoires  des  progressions  composantes 
on  trouvera  aisément  cette  quantité  S. 

Quand  l’équ.  f -f-  Ay'-'  + = o a des  racines  égales,., 

c.-à-d.  un  facteur  (j— r)',  il  faut  introduite  dans  l’équ.  (2), 
outre  les  fractions  correspondantes  aux  facteurs  inégaux  , d’au- 
tres fractions  de  la  forme  (voj.  p.  225) 

L’  , L"  L“  t t L 

> — «»)*,  (i — rr)?"^  (a — j&)‘]  (41 

la  forihulé du  binôme  donne  (p’.  i5) 

L(i—rx)-‘=L  { i + Irx  -f-  /(±i  r’x’  + 

terme  général  = r (n~bI)(n+2)(n+3)-  • (;t+l  0 . . 

b i .2.3.  t)  rxt..w 

pour  avoir  le  terme  général  ï de  la  sommé’de  tbutes  les  frac- 
tions (4),  il  faut  faire  successivement  /=  i ,2,3,.. . et  ajouter- 
ce'  qui  donne  . ’ 

2*?..  ) 

t 2/23  •"] 

Les  fractions  n’engendrent  plus  de  progressions  géométriques 
(la  ire  exceptée). 
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Dans  l’ex.  du  4e  degré  p.  237,  les  fractions  composantes 
soui 

1 1 


+ 


1 — ±x  1 -f-  x ( 1 — *y  1 — x ’ 

d’où  7’=(-i(î)"  + H«+2)1"' 

1 6 o 1 


De  même  • 


(i— x)« 


*_  + 

(1 — x)4  (1 — xy  (1 — x)* 


T=(n+ j)  ln  +2)  (n+3)-3(n  + i)  (n+2)+(n+i)  = (n  + i),; 
la  série  est  1 3 -}-  23x  -4-  33xa  -f-  4sx3 . ...  -f-  (n  -f-  1 )3x* 


Enfin  prenons  la  fraction 
24  -h  aox  -f-  8x’  -f-  3x3 


=3-f-x4-^*’-YxH.yx* 


8 + 4^f t8x’  MX*  — 2X4~ 

On  divise  haut  et  bas  par  8,  et  on  égale  le  dénom.  à zéro , en 
y changeant  x en^  ; l’équ.  y*  -f-  jjr3  — \y' • • • = o revient  à 
(j--4-2)(_/ — i)3=o;  ainsi  on  décompose  la  fraction  proposée 


en 


,+ 


I +-  2X  ' (l-ix)3  (l  -.-ix)1^  I — ix* 

Pour  la  ire,  le  terme  général  est  (—  ax)"  : pour  les  trois  autres, 
on  fera  1= 3, 2,  et  1 dans  l’équ.  (5),  avec  £,= 3, — 2 et  1 res- 
pectivement. Ainsi  on  a 


3(n  -f-  1)  (w  + 2) 
a 


-•  (»" . — 2(«-t-  iMfx)»,  et  1 . (ix)" 
réunissant  ces  quatre  résultats , on  trouve  pour  le  terme  gé- 
néral de  la  série  proposée  T — x"  ( ( — 2)“  -f  — fo-j— ^ Y 

\ 'M>  2n"’*1  ) 

6a3.  On  peut  obtenir  les  facteurs  constants  K, K' ,K" 

sans  recourir  à la  décomposition  en  fractions;  et  même  les  nu- 
mérateurs de  celles-ci  peuvent  être  obtenus  par  le  calcul  direct 
de  ces  facteurs.  Puisqu’on  connaît  les  termes  initiaux 
A -f  Bx  -f-  Cx1.  . . de  la  série  (1),  ainsi  que  les  racines 
k,  k' , k" , . . . , on  fera  successivement  n~  o,  1 , 2,  3. . . dans. 
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l’expression  (3)  de  T,  qui  devra  reproduire  ces  termes  consé- 
- . eu  tifs , savoir , 

J=K+K’+K\  . . , B=Kk+K'k'. . . , C=Kk'+K'k . . . 

En  posant  un  nombre  i de  ces  e'qu.  , on  en  tirera  les  valeurs 
des  i constantes  K, K', K". . . qui  ne  sont  qu’au  ier  degré. 

Reprenons  l’équ.  du  2e  degré  p.  236,  où  l’on  a trouvé  £==•’, 
k'  = — i , et  par  suite  T—  [(K(i)"  + A'(  — i)")]  x\  Faisons 
n = o et  = i ; comme  les  deux  i"*  termes  de  la  série  sont 
— i -|-|ar , on  aura  les  équ.  K-\-K’= — i — K'  = j,  d’où 
K— i ,F'= — 2,  comme  ci-devant.  On  en  tire  même  les  frac- 


J 

~y 


tions  composantes  - 

L’ex.  du  3e  degré  p.  23g,  où  Æ — l ,k’= — i ,k"=  ’•>  donne 
'„T=[K+K'( — i)B+  ICdy}**.  Faisant  n =o,  i et  a,  et  com- 
parant aux  termes  respectifs  de  la  série  1 4"  * + sa:1. . . , on  a 
les  équ. 

/£  + *'  + **=,,  K-K’  4-ïA'  = i,  K + K’  + lK'^ï, 

d’où  l’on  tire  F=2,K'=j,F"=— et  la  même  valeur  de  T 
que  précédemment. 

Quand  le  dénom.  de  Fa  des  facteurs  égaux  (i  — rx)1 , outre 
les  termes  Kkt,K'k'u.. . correspondais  aux  facteurs  inégaux, 
il  en  existe  d’autres  dont  la  forme  est  comprise  dans  l’équ,  (5), 
où  f=i-,2,3. . . il  est  évident  que  ces  derniers  termes  se  trou- 
vent réunis  sous  l’expression 

(û'  + Fn  + cV-l-d'n3. . . -F  f'nl~'  )r"xm , 

a ,b' t f étant  des  nombres  inconnus,  qu’on  pourra  obte- 
nir en  suivant  le  mode  de  calcul  précédent,  et  formant  autant 
d’équ.  qu’on  a d’indéterminées. 

6(2  — 23?  — X*)  . 


Par  ex. 


4 — i2x  + 9r’  — 2X3 


:3  + 6x-f  ^x’  + . .. 


donne  l’équ.  J * - + 1?  ~ i =°  ~ Cr  “ *)  0'  ~ ;)*•  La 

T II.  «6 
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K. 

fraction  provenue  du  facteur  j — 2,  est- — , donnant  le 

terme  K.i'‘xn.  Celles  qui  répondent  à (jr  — -j)a  donnent 
( a'  -f-  b'n)  (-Jar)";  ainsi 

T—  ({)n(a  b'ri)}xu.  Or  n = o,i,2,  donnent 

3 — K + o',  6z=*K  + \a'+[b’,  21  = 4K+ïa'  + \b'; 

donc  A' = 2,  a'=  1,  b'  = 3,  et  7T=a:"^2«+,+i^~^ 

De  même  dans  l’ex.  du  4'  degré  p.  240  on  a h — — 2 ,r—\y 
1-=. 3,  puis  T=xn{( — î)"^  + (i)V  + 6'n  e'n’) } j faisant 

n — o,  1 ,2,3,  on  a les  équ. 

3 = A + a,  i=  — 2A  -f^a'  + iô'+îc',  ^=etc, 

r. 

d’où  l’on  tire  K = 1 , a = 2 , b'  — f r c = 3 et  la  meme  va- 
leur deT’que  précédemment. 

Voyez  n°  619  , ce  qui  a été  dit  sur  la  convergence  des 
séries,  théorie  applicable  à toutes  les  parties  du  sujet  traité 
dans  ce  chapitre. 


Séries  exponentielles  et  logarithmiques. 


624.  La  1”  fonction  transcendante  que  nous  allons  déve- 
lopper en  série , est  Y exponentielle  ax.  Faisons  a — 1 -f-  y,  la 
formule  du  binôme  donne 


( 1 +J)X—  » +V+X  Z J*- 


x(x-i)  (x-2)-(ar-n+0 
1 .2.3. . . n 


Ordonnons  par  rapport  à x.  Le  seul  terme  sans  x est  1 . 11  n’y  a 
pour  x que  des  exposans  entiers  et  positifs  ; ainsi , 

o*=i  + kx-\-4x'+£x3...+Px’‘-l+Qx"...  («).  . 

Pour  obtenir  le  terme  kx,  consultons  notre  terme  général  : 
il  est  visible  que , pour  y prendre  le  terme  du  produit  où  x n’est 
qu’au  i"  degré,  il  ne  faut  conserver  que  les  2es  termes  des  lac- 
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teurs  binômes , ou 


r— ynx 


1.2.3. 


prenant  -f-  si  n est  impair.  La  réunion  de  tous  ces  produits 
est  kx , savoir 

K— y—  {jr*  + ïjr*  -ijri ± ^-...(2); 

J est  a — 1 ; ainsi  k est  connu.  Il  s’agit  d • trouver  A ,B , C. . , 
Ces  constantes  restent  toujours  les  mêmes  quand  on  change  x 
en  z ; d’où 

at=i  + kz-+-Az'  + Bzi-+.Czl. ..  -f  Qzn... 

Retranchons  (1),  et  faisons  z ssx  + i, 

az  — ax  = ax.  a'  — ax  = ax  (a*  — 1 ) 

<*x  (a‘ — 0 = (*  — x)  [ k -J-  A (z  -f-  x)  -f-  B (3“  -J-  zx  -f-  x*) . . . 

+ Q (z“-‘  +XZ"-1 ...  -(-  *■-•). . .] 

Comme  a*  — i = ki-pAï‘ — , d’après  l’equ.  ,1),  les  deu»  ' 
membres  sont  divisibles  par  i = z — a;  ; donc 

a*(Æ  +Ai- . .)  = X--f-^(z4-x)  -f-  Æ(z’-f.  zx-f-x1). . , 

Cela  posé,  faisons  l’arbitraire  i~o,  ou  z = x,  et  remplaçons 
a1  par  sa  valeur  (1);  nous  trouvons 

(1  + Ax  + /U>  + B*5.. . + Pjr--*.. .)*=*[*  + 3JLr-f-3Bx«...q-n()x‘‘->]; 

d'où  %A  — k%,  ZB—kA,  4 C=kB,...  kP=nO... 

, . X'  4 

L’équ.  kP  = nQ  prouve  qu’un  coefficient  quelconque  Q «y 

/e  produit  de  celui  qui  le  précédé  multiplié  par  k et  divisé  par 

son  rang  n.  Enfin 

k*Xa 

■ -, ...  (A) 

2.3 ...  n v ' 


. , , . k ‘x*  Px1 

ax=zi.+  kx+— 


625.  L’équ.  (2)  donne  k en  fonction  de  y ou  a ; pour  trouver 
au  contraire  a,  lorsque  k est  connu,  on  fait  x~i  dans  (A)  ; 
d’où  a = 1 -f-  k -f-  \ p -f-  i P + ...  Cette  série  et  (2)  sont  les 


(2)  sont  les 
16. . 


1 
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développement  de  l’équ.  qui  exprime, 

en  termes  finis,  la  liaison  de  a et  A : 3«  terme  e’i6GGG  0666(1  66 

cherchons  cette  relation.  Faisons  ici  %\\  \\\ 

A^r  1 et  nommons  e la  valeur  que  prend  6* 0,001 38  88888  88 

7e 0,00019  8412G  08 

alors  la  base  a-}  e=2-|---f-  '.-f-  . ..  1* 0,0000a  4Sl>,;*  ®/ 

Le  calcul  de  ce  nombre  est  facile  à otc.""  °.’°00??.?^.”.fU 
faire , tel  qu'on  le  voit  ci-contre  ; cha-  c~j, 71828  18184  59 

que  terme  se  tirant  du  précédent,  di- 
visé par  3,4j5.  . . , ainsi  qu’il  suit  de  la  nature  de  cette  série. 
Mais  d’un  autre  côté,  à cause  de  l’arbitraire  x,  on  peut  poser 
kx—  1 dans  (d),  le  2e  membre  devient  = c. 

2.  . p- 

D'où  ak=e,  ek=a.  Telle  est  l’équ.  finie  qui  lie  A- et  a ; k est 
le  logarithme  de  a,  pris  dans  le  système  dont  la  hase  est  e.  On  * 
préfère  cette  base  c dans  les  calculs  algébriques,  parce  qu’ils 
en  sont  plus  simples,  ainsi  qu’on  sera  à portée  d’en  juger.  On 
appelle  logarithmes  népériens,  ceux  qui  sont  pris  dans  ce  sys- 
tème-,  nous  les  désignerons  à l’avenir  par  le  signe  1,  en  con- 
.tinuant,  comme  n°  146,  d’exprimer  par  Log  que  la  base  est 
un  nombre  arbitraire  b,  et  par  log  que  cette  base  est  10.  Donc 
on  a 

k — \a—  logar.  népérien  de  a , la  base  étant  e . . . (3) , 

ax  — 1 -f*  x^a  ^ l’a-f 5 Ha  -f-  _ , Ha.  . . ( A ) 

2 2.3  2.0.4 

v ' * r1  rt 

* \ 

Prenant  les  log.  des  deux  membres  de  l’équ.  e*=« , dans  un 
système  dont  la  base  est  un  nombre  arbitraire  b , 

(4). . . A = la  base  b étant  quelconque.  Puisque 

Loga  = A Loge,  eta=i  +jr,  l’équ.  (2)  devient 

Log  (1  +jO=lj*og.«  {y — (c)- 
Ajoutons  aux  deux  membres  Log  A;  et  posons  hyr  — z,  nous 
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avons,  h et  ; étant  des  nombres  quelconques,  aussi  Lieu  que 
la  base  b du  système  de  log., 

Log  (ft  + z)  =Log  A + Loge^—  ^ •••).•  • {D). 

Lorsqu’il  s^agit  de  log.  népériens,  Log  e se  change  eu  le  = i, 
puisque  ee  facteur  estlelog.  dda  base  même  dusystème  qu’on 
considère  (n°  146,  1“.);  l’équ.  (C)  devient 

i(»  -hr)  —y—  ij'+ÎJ3— 

d’où  Log  ( 1 -\-y)  — Log  e X 1 ( 1 + j”). 

Ainsi  on  change  tous  les  log.  népériens  en  log.  pris  dans  un  sys- 
tème quelconque  b,  en  multipliant  les  premiers  par  Log  e 
(n“  148);  ce  facteur  constant  Log  e=  M est  ce  qu’on  nomme 
le  module  ; c’est  le  log.  de  la  base  népérienne  e pris  dans  le 
système  b,  ou  si  l’on  veut,  c’est  un  divisé  par  le  log.  népérien 
de  la  base  b.  Pour  chaque  système , le  module  M a une  valeur 
particulière,  parce  que  le  nombree  restant  le  inèinc=2,y  1828... 
le  log.  de  ce  nombre  change  avec  la  base  b.  Si  l’on  prend  a 
pour  base , 

Log  a — 1 , et  l’équ.  (4)  devient  k Log  e=  1 , d’où 

. Mk  — 1 , jl/=Log  e,  A/=  - • (5); 

les  deux  facteurs  M et  k sont  variables  avec  la  base  du  sys- 
tème , mais  leur  produit  est  constant  et=  1.  Nous  saurons 
bientôt  calculer  le  module  Mpour  toute  base  donnée  a. 

£26.  Pour  appliquer  l’équ.  ( C ) au  calcul  du  log.  d’un  nombre 
donné,  il  faut  rendre  la  série  convergente.  L’équ.  (C)  donne, 
en  changeant^- en — y, 

W 0 — y ) = — M ( y + 4-  5 y 5 + • • •)  ; 

retranchant  de  ( C ) , il  vient 

Log  (^fÇ)=7‘M(Jr  + h fj7...)...  {E). 

I JL.  y j,  ' * I 

Posons  = , d'où  . 

i — y z — i 2 z — i 
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Le  premier  membre  devient  A = Log  s — Leg  (z i),  c.-à-d. 

la  différence  des  log.  consécutifs  de  s et  z — i . Ainsi , 

-4  = ^[d=T  + 3(n^  + 5(^bj-.  •••]••■  (Fh 

Lorsque  le  module  M sera  connu,  on  calculera»aisément , et 
de  proche  en  proche,  les  log.  des  nombres  entiers  2, 3,4,5..  , 
puisque  cette  valeur  de  la  différence  a entre  ces  log.  est  très 
convergente,  et  le  devient  d’autant  plus  que  le  nombre  z est 
plusélevé.  Et  même  s’il  s’agit  de  former  des  log.  népériens,  M 
ou  Log  e , devient  le  = 1 , il  est  très  aisé  de  calculer  A ; ainsi 
on  peut  composer  une  table  de  log.  népériens. 

Quant  à la  valeur  de  M exprimée  par  l’équ.  (5),  elle  résulte 
du  calcul  de  la,  ou  du  logar.  népérien  de  la  base  a. 

Si  , par  ex.,  0=  10  : on  fera  dans  l'équ.  {F),  M=  1 , puis 
z=2;  on  aura  A=l2  (à  cause  de  lf=o); 
le  double  de  I2  est  14  : ensuite  z = 5 

donnera  15,  et  enfin  on  auralio.  Ce  ÛP  

calcul  est  exécuté  ci-contre.  On  divise  J ^ 

ensuite -i  par  ho:  c’est  ainsi  qu’on  1 10  ï=a,jo2£8  5og îÿ) 

trouve 

il/=o,43429  448*9  032^1  82765, 
on  a log  M=i  ,63778  43n3  oo536  77817. 

Compl. =0,36221  56886  99463  22183 
0=2,71828  18284  59°45  23536. 

Si  3 eût  été  la  base  du  système,  après  avoir  obtenu  la,  on 
eût  fait  z = 3,  et  l’on  aurait  eu  13=  1 ,09861229;  enfin, 

M—  1 : 13  =0,9102392. 

De  même  pour  la  base  5, 

M=  1 : 15  = 0,6213349. 

Il  est  maintenant  aisé  de  former  la  table  des  log.  de  Briggs 
et  de  Gallet.  La  base  a = 10;  la  valeur  de  M accroît  la  conver- 
gence de  la  série  (F)  ; quand  z passe  100,  le  2*  terme  est  négli- 


la  =o^5()3t4  718056 
14  =1,38620  436m* 

rs~r>. . ,0,2Q3r4  1 3 1 
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gcablc,  cl  le  i*r  suflit  pour  donner  a avec  8 décimales.  11  faut 
d’ailleurs  calculer  2 ou  3 chiffres  au-delà  de  ceux  <|u’on  veut 
conserver,  afin  d’e'viter  l’accumulation  des  erreurs  ; d convient 
en  outre  de  11e  partir  que  de  s = 10000,  parce  que  les  log.  in- 
férieurs se  dc'duisent  aisément  des  autres  ; dès  que  z passe  1 200 

011  peut  négliger  1 devant  2 z et  poser  a = — . 


Par  exemple,  z = 10001,  donne  A = 0,000043425 ; d’où 
■ '•  • 
log  10001  = 4,000043425.  Pourz=g9857,on aa=o, 000004349. 

quantitéqu’il  fautajouterà  log  99856=4,9993742,  pouravoir 

!<>S99857  = 4>9993785- 

Ou  observe  d’ailleurs  que  les  log.  consécutifs  conservent  une 
même  différence  dans  une  certaine  étendue  de  la  table  (i*r  vol., 
p.  123);  il  n’est  donc  nécessaire  de  calculer  les  valeurs  de  a 
que  de  distance  à autre.  On  remarque  que  5 = 99840  donne  le 
même  nombre  a ( la  valeur  ci-dessus  ) que  pour  z =.  998G0  ; . 
donc,  dans  l’intervalle  de  ces  deux  nombres  z,  A est  constant,  . 

en  se  bornant  à 9 décimales.  * ’ 


Sériés  circulaires. 

\ * 

627.  Proposons-nous  de  développer  en  séries  sin  x et  cos  x 
selon  les  puissances  croissantes  de  l’arc  x.  D’abord  ces  séries 
ne  peuvent  avoir  de  termes  où  .r  ait  un  exposant  négatif,  ou 

A 

fractionnaire  : car  1®  si  l’on  y admettait  Px  ‘ = P.  \/xh , on 
aurait  i valeurs  pour  chaque  arc,  et  l’on  sait  que  le  sinus  et 
le  cosinus  n’en  ont  chacun  qu’une  seule;  2°  si  l’on  suppose  un 

P 

terme  tel  que  Px~l  = — la  série  deviendraitinfiniepoura:=0, 

tandis  que  le  sin.  devient  o et  le  cos.  un.  Cela  prouve  en 
outre  que  sin  x n’a  que  des  termes  dont  x est  facteur,  et  que 
le  terme  constant  de  cos  x est  = 1 . Posons  donc 

sin  i = bx 2 + ex' . . . , cos  ,r=  1 -J-  a' x •\-b'x 2 + . . . 

. \ 


'* 
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ou  voit  d’abord  que  ' 


: a -f-  bx. . . ; or  ou  sait  (n°  36?) 


que  la  limite  du  rapport  du  sinus  à l’arc  est  = i ; ainsi  eu  fai- 
sant 1 = 0,  on  trouve  a ~ i . 

Lorsque  x devient  négatif,  le  sin.  et  le  cos.  conservent  leurs 
grandeurs , mais  le  sinus  prend  le  signe  — . Or,  quand  on  rem- 
place x par  — x dans  nos  développemens,  les  signes  des  puis- 
sances paires  changent  seuls  ; il  faut  donc  que  le  développement 
de  sin  x riait  que  des  termes  à exposons  impairs,  et  celui  de 
cos  x des  exposons  pairs.  Ainsi  on  a 

cosx  = i + Ax'  -f-  jSx*  -f-  Cx6. . . -j -Nxu... 


sin  x = x -f-  A'x3  -f -B'x*  + . . . -f-  M'a rli—l  + N,x''t+' . . . 

\f 

en  désignant  par  i les  rangs  des  termes.  11  s’agit  de  détermi- 
ner les  coefficicns  numériques  A ,A’ ,B ,B’ ,.. 

Changeons  x en  x -f- h dans  le  binôme  P cos  x + Q sin  x,  et 
développons  selon  les  puissances  de  h.  On  peut  exécuter  ce  calcul 
de  deux  manières,  qui  doivent  conduire  au  même  résultat  : soit 
en  développant  d’abord  le  binôme  selon  x,  et  changeant  en- 
suite x en  x h -,  soit  en  remplaçant  x par  x + h,  et  mettant 
ensuite  pour  sin  h et  cos  h leurs  valeurs  développées  selon  h. 

En  représentant  les  résultats  par  A*. . h \-yh*,. 

on  en  tire  «=<*',  nous  n’aurons  besoin  ici  que 

des  coefficiens  de  la  première  puissance  de  h , c.-à-d.  de  l’équ. 

/3ç=#.  . 

i°.  P cos  x -f  Q sin  x — 

Pi t -4 -Ax'+Bx' .. - + AV)  + Ç(x+A'x3 +D’x\..  -f- 2V'V+') ; 
il  s’agit  de  remplacer  x par  x-\-h , et  de  conserver  le  coefficient 
de  h'  ; c.-à-d.  qu’il  faut  prendre  la  dérivée ; donc 
&z=P(iAx  + l[Bx's. . . 2jAV~')-f-  Q [i-f-  3/4'x’-|-5Æ'x(. . , 

(ai  -f-  2)  2W*3; 


i°.  P cos  x-f-0  sin  x devient  P cos  (x-j-h)-}-Q  sin  (x-j-h)  = 
P (cosxcos  h — sin  x sin  &)  + Ç (sin*  cos  f‘+cosx  sin  h)\ 
remplaçons  cos  h par  i -J-  Ah'.  . . , et  sin  h par  h -J -A' h*...;  il 


6 
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est  clair  que  les  ternies  où  entre  cos  A,  n’en  produisent  aucun 
qui  soit  affecté  de  A1,  et  que  sin  h ne  donne  que  A;  en  sorte  que 

(S'=  — P sin  x + Q cos  x. 

L’équ.  identique  /S  = est  formée  de  termes  qui  ont  pour 
facteurs  respectifs  P et  Q ; et  comme  ces  fonctions  sont  arbi- 
traires, il  faut  que  l’équ.  se  partage  eu  deux  autres,  en  éga- 
lant leurs  coelliciens.  Donc,  en  remplaçant  cos  x et  sin  x par 
leurs  développemeus  , on  a les  équ.  identiques 

■2.Ax-\-^Bx'i-\-&Cxb...iiISx“~  '=  - x-A'  x'— Tf  x3... — M'x‘~‘> 
1 + 3A'  x’-^SB'  x*...  (2*4-1)  Nx*1  — i-{-Ax3-\-  Bx*...  -j-Nx7‘. 
D’où  en  égalant  terme  à ternie  , 

2 A — — 1 , l^B  — — A' , 6 C = — If  etc.  liN  — — M , 
3 A'  = A , 5 B'=  B , iC=C  etc.  (21-f- i)Ar,=  A’; 
puis  A=z—  a , A'=—  , 5=  ttï  » B'—  — 7J3  » c~  etc. 

Substituant  ces  valeurs  de  A.  A',  B , B', . . ou  a enfin 
xJ  xi  x7  x*1 


sin  x = x - 


COS  X : 


a. 3 T a.3.4,:5 
x * . x4 
2 


+ 


2. . .7 

yS. 


2.3.4 

Les  termes  généraux  résultent  de  AT= 


2. 3..  (2*4-1) 

(*). 


(G); 


2.  . .6"  ’ " 2.3. . .2* 


N 


. , A'  = , 

21  7.1  -J- 1 

équations  qui  indiquent  comment  chaque  coefficient  se  dé- 
duit de  celui  qui  a même  rang  dans  l’autre  série.  On  prend  -f- 
ou  — dans  ces  termes,  selon  que  * est  de  la  forme  2 0 0112^4-1 . 

628.  On  a ainsi  les  grandeurs  du  sin.  et  du  cos.  d’un  arc  dont 
la  longueur  est  x , le  rayon  du  cercle  étant  uu.  Soit  la  cir- 
conférence (n°  63i),  on  a x : X “ t8o°  : nombre  t de  degrés 


de  l’arc  x;  substituant  pourx  sa  valeur 


X t 


180° 


= - (V.  p.  366, 
P 


t.  I la  valeur  de  /*)  nos  séries  deviennent , z désignant  le  nom- 
bre de  degrés  d’un  arc  x , 

sin  x — Al  — BP  -J-  CP . . . eps  ,r  = 1 ~~  A' P -f-  B' P, . . 
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Il-  calcul  des  cocRiciens  donne 


Io(î  A — 2,2)187  736751) 
log  B — 7,94748  o85a  — 
log  A'  — £'8272  473;)5— 
log  B'  = 9,58729  823 


log  E = 22,61713 
log  F — ^7, o595o — 
log  E'  — ^>85901  — 
log  F = 30,02219 


log  C = ii,i3o2o559 
log  O = 17,990711  — 
log  C'  = 1^,593932— 
log  D'  = 19,329498 

629.  Mais  il  importe  moins  de  calculer  les  sinus  et  cosinus 
que  leurs  log.  Soit  J1  la  différence  constante  des  arcs  de  la  table 
qu’on  veut  former;  un  arc  quelconque  t est  = ni-,  d’où 

ni{  1 — i n'i' . • . ) , cos  x=.  1 -inV’4-  ••• 
nUt  _ n*i7  n*i » 

TS***’  * 


sin  X: 


n3^ 

Faisons  r = — ^ — 
J 2.3» 


2...Ù  ' 2 2.3.4'"’ 

nous  avons  sin  x=  ni  { 1 — j") , cos  x ■=  « — z ; prenant  les 
log.  dans  un  système  quelconque,  dont  le  module  est  M(n°  626), 
on  trouve 

Log  sin  * = Log  ni  — M (jr  + | jr*  4-  * J-3. . . ) , 

Log  cosx  = — M (z-F^z1  + s *3.  • •)  ; 
enfin,  remettant  pour  je  et  c leurs  valeurs, 


Log  sin  x = Log  {ni)  — 


Log  cos  x — 


Mi 1 

5"n 

2.3 


d/<fl 


4.5.9 

Mi^, 


MiJ_ 
93.5.7' 
iW6  c 


3.4  9-5 

Si  la  base  des  log.  est  10,  et  que  les  arcs  de  la  table  procèdent 
de  10*  en  10",  comme  cela  a lieu  dans  les  tables  deCallet,  ^est 
la  longueur  de  l’arc  de  10%  ou  le  64800*  de  la  demi-circonfé- 
rence *.  D’après  les  valeurs  de  *•  et  de  M ( n°’  63i , 626),  on 
trouve,  tout  calcul  fait,  que 

logsinx=log<f-f-logn—  An' — 5n4..,logcosx=^'n! — B'nK.. 
log  S = 5,68557  48nC8  2354i 

log  A — 10,23078  27994  564  log  B = 20,12481  12735 

log  A'  = 10,70790  40 '192  84  log  B'  = 19,30090  253ï6 

log  C = 30,29868  045  log  D = 40)54(89  2 

log  C'  = 28,09802  100  log  V — 3?,95i43  a 
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a5i 


Par  ex.,  pour  l’arc  de  4°ï  ou  16200",  on  a n=  1620. 


log  f = 5,68557487  log  A = 10,2307828  log  II  — 20,1248113 

log  n = 3,2og5i5oi  log  n*  = 6,4rt)o3oo  log  n<  = i2,838oGor> 

— 0,00044649  4)6498ia8  8,9628713 

— 0,00000009  On  retranche  les  nombres  correspondons. 

2,8g4G433o— log  sin  4°  3</ 


log  A' 
log  n* 


1 0,707304 1 log  B'  ss  19,3009028  — o, 00  i339  {7 

6,4190800  log  n * I2,838o6oo  — o,oooooi38 


3,1269341  6,1389625 

complément  = log  cos  4°  3o' 


— o,<ot34o85 
=.'■,9986.5915 


Si  l’on  veut  avoir  logfl  = 10,  on  ajoutera  10  aux  caractéris- 
tiques ( Troy.  n®  362.).  Les  log.  des  tang.  et  cot.  s'obtiennent 
par  de  simples  soustractions. 

Comme  n croît  de  plus  en  plus  , nos  séries  ne  peuvent  guère 
servir  au-delà  de  12°,  parce  qu’elles  deviennent  trop  peu  con- 
vergentes. On  ne  les  emploie  même  que  jusqu’à  5 ; au-delà,  on 
recourt  au  procédé  suivant 

„ sin(a:-f-Jj  sin  x cos  J -f-  sin  £ cos  x 

On  a \ — ! — ~ = x= 

sin  x sin  x 

cos  S -f-  sin  il*  cot  .r  = cos  ? (1  4-  tangd'.  cot  ar); 

prenant  les  log.,  le  i*r  membre  est  la  différence  A entre  les 
log.  des  sinus  des  arcs  x ■+■  ï et  x,  savoir, 


A = log  cos  J'-f-  M { tang  S~.  cota:  — j tang’  S cot’  a:-f-  J...). 

En  raisonnant  de  même  pour  cos  (x  + J1) , on  trouve  que  la 
différence  entre  les  log.  consécutifs  des  cosinus  est 

A'=log  cos  — M (tang  ^ tanga:  -f-  tang’  <L  tang’  x -f-  5...). 

Lorsqu’on  se  borne  à 9 décimales,  et  qu’on  prend  <?de  10",  le 
i'1,  terme  de  ces  séries  donne  seul  des  chiffres  significatifs, 

A = M tang  cot  x,  a'= — M tang  f.  tang  x, 

et  l’on  a log  (A/ tang  S)=.  5,32335.  91788. 

Quand  J^cst  1',  on  a log  (1/ lang.^)  2=4,  ioi5i  o43. 
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Ainsi , en  parlant  <!e  l’arc  x = 5°,  dont  on  connaît  le  sin. , le 
cos.,  la  tang.  et  1r  cot.,  on  peut,  de  proche  eu  proche,  calculer 
tous  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  différences  successives  A,  A', 
soit  de  to"  en  io",  soit  de  i'  en  i';  par 
tang  et  la  cot.  Soit,  par  exemple, 

x = io°io'3o'j  log cot  x=o. 7459888 
constante  =5.3233592 


suite  on  conclura  la 


» 

log  tang  x=t  .25401 12 

5.3233592  . 

6.5^3704  i'1 

A'=  — 0,000003779  % ' . 


4.0693480 

DilF.  logarithm.  a = 0,00011731 

On  remarquera  ici,  comme  p.  247,  que  les  quantités  A et  a' 
sont  constantes  dans  une  certaine  étendue  de  la  table.  Pour 
éviter  l’accumulation  des  erreurs , on  calculera  d’avance  des 
termes  de  distance  en  distance  lesquels  serviront  de  point  de 
départ. 

L’équ.  sin  ix~j.  sin  x cos  x,  qui  donne 

ïog  sin  2ï=  log  a + log  sin  x -f-  log  cos  x,  _ s • 

servira  à cet  usage.  Comme  sin  45°=4  lan8  45°=c°t450=i , 

on  pourra  partir  de  cet  arc  et  calculer  sin  45°  rfc  1 o";  ces  deux.  ^ 
arcs  complémentaires  ont  réciproquement  le  sin.  de  l’un  pour  "Vÿ 
cos.  de  l’autre;  d’où  l’on  tire  leurs  tang.  et  cot.,  delà  on  passera  à 

45°  ± 20",  45°  ± 3o",  etc. 

....  V- 

63o.  En  comparant  les  séries(G)  et  (//)  à l’équ.  (fi),  on  voit 
que  leur  somme  est  ex,  au  signe  près  des  termes  de  2 en  2 rangs  ; > 
er,  si  l’on  change  x en  ±x  [/  — 1 , dans  le  développement  (fi) 
dee*,  comme  \/ — 1 a pour  puissances  p' — 1, — 1, — \/ — 
lesquelles  se  reproduisent  périodiquement  à l’infini , les  signes 
des  termes  se  trouvent  être  les  mêmes  que  dans  les  séries  G 
et  17;  d’où 

é£x*'-’  — cos  i±  \/  — - 1 . sin  x. . . (/). 

En  ajoutant  et  retranchant  ces  deux  équations  A 


COS  X : 


sin  x = ■ 


’•  V — ' 


- m-. 
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d’où 


e*>f— 1 e~x*~ 1 e**v — ' i 

lang x=(e^-.+  e-^— = (e,»v'-> + ,)  j/  — i ’ 

en  multipliant  haut  et  bas  par  On  ne  doit  regarder  ces 

expressions  que  comme  des  résultats  analytiques,  où  les  ima- 
ginaires ne  sont  qu’apparentes,  attendu  qu’elles  doivent  dis- 
paraître par  le  calculjnême. 

Enfin , changeant  x en  nx  dans  (f) , on  a 

= cos  nx  ± \/  — i . sin  nx . . . (L)  ; 

mais  le  i*r  membre  est  la  puissance  n‘  de  l’équ,  (/)  ; donc  on  a, 
quel  que  soit  n,  C 

cos  nx  dz  \/  — i . sin  nx  — { cos  x dh  \/  — i . sin  x)n . . . (M). 

Ces  formules  sont  très  usitées.  Nous  nous  bornerons  ici  à le9 
appliquer  à la  résolution  des  triangles.  Faisons  . » 

Cy/—l  -CVi 

\ z — e , z —e  ; 

d’où  cos  C—  j (z+z'),  sin  C.  \/ — i ==  ’ (z  — z). 

Soient  A,  B , C,  les  trois  angles  d’un  triangle,  «,  b,  c,  les  côté» 
'respectivement  opposés;  on  a 

a sin  B = b sin  A — b sin  (B  -f-  C)  ; 


„ , sin  B _ , b sin  C 

d ou  5 = tang  B — ■ 

cos  B 


a — b cos  C’ 


eiBV-' i 


b{z—z') 


eiBV'—1  — 


a — bz 
a — bz 


2 a — ô(z-f-z')’ 

enfin, 

* 1 

: %B\ / — i =1  (a  — ôz')  —1  (a — bz) 

(équ.D)  -^(z-z'H-  ^(zW)+-Ji  (z3— z'3)... 
Mais  la  formule  (Z,)  donne 

*m=cos  mC+V/ — « -sin  mC,  zm  =cos mC  — \/ — i.sin  mC\ 
d’où  zm — z'm=  2 \/ — i . sin  mC. 
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En  substituant  et  supprimant  le  facteur  commun  2 [/' — 1,  il 
vient 

A . _ A1  . A* 

D — - sin  C 4 sin  2 C+  -r— ; sin  3C4- ...  * 

a 2 a‘  3tr 

L’équ . cJ=  «’ — 2 ab  cos  C-^-b^  — a' — ab(z  1 ’)  -4-  A*,  se 

réduit  à c*  = (a  — Az)  (a  — As'),  à cause  dtt  zz'=  1 . Prenant  les 
log.,  on  obtient 

alog  c = alog  a M ^ (5  + *')  + b~*  (f+z3)  • • i 

et  comme  zm  -f-  z'm  = acos  mC,  on  a 

/b  b*  A*  \ 

log  c = log  a — il/f  - cos  C -f-  — cosaC-f-  cos  ZC...J. 

Ces  deux  séries  servent  à résoudre  un  triangle,  où  A est  très 
petit  par  rapport  à a,  connaissant  les  deux  côtés  a et  b et  l'angle 
compris  C. 

63i.  L’équ.  (/)  donne,  en  prenant  les  log.  népériens, 
dtx|/ — i=l  (cos  x ±:  \/ — i . sin  a-)  : 
retranchant  ces  deux  équ.  l’une  de  l’autre, 

t 

jcosar+l/ — 1 .sin  x ^ /i  -f  \/ — 1 . tang  a\ 

cos  a — 1/ — i.sina  \i  — [/ — >.  tanga/’ 

à cause  de  sin  a=cosa  tang  a.  Or,  la  formule  {E)  p.  245  donne 
le  développement  de  ce  log.;  et  supprimant  le  facteurcomtnun 
2 ÿ — 1 , on  a cette  expression  de  l’are  a,  lorsqu’on  connaît  sa 
tangente, 

A 

a=tang  a — i tang3  a-f-3  tang3  a — f tang7 a. . . ( N ). 

L’arc  a dont  la  tang.  est  t,  le  rayon  étant  r,  est  (n°  322) 


2a  t 


a = l_  --  + + 


Cette  formule  serti  trouver  le  rapport*  de  la  circonférence 
au  diamètre.  Deux  arcs  a et  x',  dont  les  tang.  sont  - et  j , ont 
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A _1_A 

pour  tang.  de  leur  somme,  tang  (x-f-x')  = — — —■  = i ; cette 

* — "»  • J 

somme  est  donc  x -j-  x'  — 45°.  Faisons  daus  (iV)  tang  x = ± t 
tang  x'=J,  et  ajoutons;  nous  aurons  la  longueur  de  l’arc  de 
45»,  qui  est  le  quart  de  la  demi-circonférence *•  du  cercle  dont 
le  rayon  est  i : 


î'  = T-î  (i)3  + 1 ü)s.  • • + i ®3+i  (t)5-  • • 

On  obtient  des  séries  plus  convergentes  par  le  procédé  de 
Machin.  Prenons  l’arc  x dont  la  tang.  est  J , d’où  (L,  n°  35g) 

.-tang^  = "’  = = ^; 

cet  arc  \x  diffère  donc  très  peu  de  45°  ; v étant  l’excès  de  ^x 

_ tang  hx — i 

sur  45°,  ou  v = âx  — 45°,  on  a tang  n — — — =-t  . 

n ° i+  tang  4-r 

Par  conséquent,  si  l'on  fait  tanga:  = |,  et  qu’on  répète  4 fois  la 
série  N,  on  aura  l’arc4x;  de  même  tangv=-jjg-,  donne  l’arc  v; 
et  retranchant,  on  obtient  l’arc  de  45°,  ou 

3 *•=  4[|-3  (I)3  + 3 (i)5-  • •]  - TÏ9  + i (33s)3  — • ■ 


Nous  avons  donné  (n°  248)  le  résultat  de  ces  calculs  avec  20  dé- 
cimales. 3r=  3,  i4»5g  26535  89793, 

logîr  = o, 49714  98726  94,  1*=  1,14472  g8858  494. 


632.  Faisons  x — kir  daus  l’équ.  (I),  k désignant  un  entier 
quelconque  ; on  a sin  x = o , cos  x — ±.  1 , selon  que  k est  pair 
ou  impair, 

= rfc  1 , l(±i)  = ±;itTV/'—  1; 

multipliant  par  le  module  M,  et  ajoutait  la  valeur  numérique  A 
de  Log.  a, 

Log  (±  a)—  A ±.  kMv\ / — 1 , 

K 

k étant  un  nombre  quelconque  pair,  s’il  s’agit  de  log  (-j-a),. 
et  impair  pour  log  ( — a).  Donc  tout  nombre  a une  infinité  de 

V,  ' 

- * . • 

k • * 
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log.  dans  le  même  système  ; ces  log.  sont  tous  imaginaires  si 

ce  nombre  est  négatif;  s’il  est  positif,  un  seul  est  réel  (*). 

633.  Développons  maintenant  sin  z et  cos  z selon  les  siuus  et 
cosinus  des  arc  z,  iz,  3z. . . Posons 

cos  z V — 1 • sin  z =y,  cos  z — [/  — t . sin  z=  t>; 

d’où>j'i'=  i , acos  z — j'-f-v;  i , u,  A' ,A" . . . étant  lescoefti- 
ciens  de  la  puissance  u,  on  a,  quel  que  soit?/, 

2“cos“z  =j-“4?/  y“-y  4-  A'y“ 4 A"yu ~e. . . 

L’équ.  (i M)  donne  jrk  — cos  kz  4 \f  — i . sin  kz. 

Donc 

2“  cos“z  s=  cos  uz  4 u cos  (//  — s)z  4 -d' cos  (M — 4)*  • • • (P)  > 

± \/  — i [ sin  uz  4 **  sin  ( u — 2)s4^'  sin  (u  — 4 )z ] • 

Le  ± provient  ici  de  {/  — i , qui  admet  toujours  ce  double 
signe.  Quand  u est  entier,  cos“z  ne  peut  avoir  qu’une  seule  va- 
leur; ces  deux  expressions  doivent  donc  être  égales,  et  la  série  » : 
se  réduit  à la  i™  ligne  (P)  s en  effet,  on  peut  démontrer  que 
les  termes  imaginaires  se  détruisent  deux  à deux.  Mais  si  u est 
fractionnaire,  il  n’en  est  plus  ainsi  parce  que  cet  exposant  in- 
dique une  racine  qui  a plusieurs  valeurs.  Nous  ne  prendrons 
ici  que  le  cas  où  u est  entier,  le  seul  qui  offre  de  l’intérêt. 

L’arc  qui,  dansl’équ.  (P),  en  a a:  avant  lui  est  = (u— tzx)z  ; 


(*)  De  a*  = ( — a)*,  on  tiro  a log  a es  a log  (—fl)  ; il  ne  faut  pas  en  conclure 
avec  d’Alcmbert,  que-)-  a et  — a ont  les  mêmes  log.  ; car,  k et  l étant  pairs, 
on  a f 

log  a = A ^ kUsr  yj — 1,  et  =r  A±lMtr  y'  — I , 

et  ajoutant,  a log  a = aAxfc  <k+l)  Shr  — i.  De  même , té  et  f étant  im- 
pairs, on  trouve  a log  ( — a)=aA±  (i'-f.  F)UrV — r.  Or,  it  est  visible  que 
cette  dernière  expression  est  comprise  dons  la  première,  parce  que  té+l'  est 
un  nombre  pair,  sans  que  a log  f — a)  soit  en  général  =a  log  a : pour  que 
log  a soit  réel , il  faut  que  k — l = o , et  té,  V , étant  impairs  ne  peuvent 
être  =0  ; ainsi  l'on  ne  peut  avoir  en  nombres  réels  log  a=  log  — a.  D’Alem- 
berl  devait  donc  conclure  seulement  que , parmi  les  log.  imaginaires  de  -f.  a 
et  — a,  il  en  est  qui , ajoutés  deux  à deux,  donnent  des  sommes  égales. 


» - 


■* 


¥ 
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celui  qui  en  a a*  après  lui,  en  ayant  u — x avant,  est= — (u — 
les  cosinus  de  ces  deux  arcs  sont  les  mêmes;  leurs  coelliciens 
sont  aussi  égaux  , par  la  propriété  de  la  formule  du  binôme  ; 
ces  termes  sont  donc  remplacés  par  le  double  de  l’un,  de  sorte 
qu’en  divisant  l’équ.  par  2,  et  en  désignant  par  u,A',  A "...,  les 
coefficiensp.8  du  développement  de  la  puissance  u du  binôme; 
on  a 

2“_l  COS”Z=  COS  UZ  -J-  U COS  (« — 2 )z  ■+■  A'  COS  (u  — 4)2.  . .(Q) 

en  n’étendant  la  série  qu’aux  arcs  positifs;  seulement  il  faut  , 
quand  n est  pair,  prendre  la  moitié  du  dernier  terme  constant, 
qui  ne  s’est  réuni  avec  aucun  autre.  V.  p.  6 la  valeur  de  Ce 
nombre. 

Changeons  dans  cette  équ.  z en  % — z;  le  i"  membre  de- 
viendra 2U_I  sin  "s  : quant  au  2*  membre,  un  arc  de  rang  x 
étant  (u — 2.r)z  = liz,  devieut-jsrA — hz,  ou  \xu  — xx — hz  : 
on  peut  ajouter  xx  à cet  arc  sans  changer  son  cos. , qui  devien  t 

cos  (£  x — hz)  = cos  j x u cos  hz  + sin  \ xu  sin  hz  ; 

i°.  Si  u est  un  nombre  pair,  cos  { xu  = ± 1 , selon  que  u à 
la  forme  4 n ou  4«  + 2 ; sin  -j  xu  = o ; ainsi  le  cosinus  se  ré- 
duit à db  cos  hz  — du  cos  (u — 2x)z.  Donc 

• * * V 

dh2u_l  sin“r  =cos  uz — u cos  (« — 2)2  -f-  A'  cos  ( u — (R); 

il  ne  faut  pousser  le  développement  que  jusqu’au  terme  moyen 
(qui  est  constant),  dont  on  prendra  lamoitié.  On  prend  le  signe 
4-  quand  « est  de  la  forme  hjt,  et  le  — si  w = 4«  4-  2. 

20.  Si  u est  impair,  cos  ‘ xu  =0 , sin  ^ xu  — dz  i selon  que 

u a la  forme  4 n + 1 ou  4«  + 3 , et  on  trouve 

✓ * 

2U— 1 sin”z=:  sin  uz — u sin  (u — o.)z-\-A'  sin  (u  — 4 )*■  • (S). 

On  ne  poussera  le  développement  que  jusqu’au  terme  moyeu 
(qui  contient  sin  2,  et  dont  on  ne  prend  plus  la  moitié);  le  signe 
4-  a lieu  qiiand  u = 4«  4-  1 , le  — quand  « = \n  4.  3. 
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Or»  en  tire  aisément  les  équations  suivantes  : 


2C0S’z  = cos  2z  -f-  i , 

4cos5*  = cos  3z  + 3cos  z, 

8cos *z  = cos  4«  + 4cos  ii  -f-  3, 

i6cos5z  = cos  Sz  -f-  5cos  3s  -1-  iocos  z, 

32cos6s  = cos  6z  -f-  6cos  \z  -f-  i5cos  2s+ io,  etc. 

— 2sin“s  = cos  2S  — i ; 

— 4sin«z  = sin  3s  — 3sin  z, 

Ssin^z  = cos  4 z — 4cos  2s  -J~  3, 

i6sin5s  = sin  5 z — 5sin  3z  -f-  losin  z, 

— 32sin6z  = cos  6z  — 6cos  42  -+•  t5cosas — îo,  etc. 

634-  Réciproquement,  développons  les  sinus  et  cosinus  d’arcs 
multiples,  selon  les  puissances  de  sin  z — s,  cos  z = c.  Le  2' 
membre  de  l’équation  (M  p.  253).  est  (c+l/ — i ,s)n:  en  le  dé- 
veloppant par  la  formule  du  binôme,  on  arrive  à une  équ.  de 
la  forme 

cos  nz  + v — i .sin  nz  = -P+ÇI/-I; 

et  puisque  les  imaginaires  doivent  se  détruire  entre  elles,  l’é- 
quation se  partage  en  deux  autres,  cos  nz  = P,  sin  nz  = Q, 
la  ire  contenant  tous  les  termes  où  s\/  — i porte  des  exposans 
pairs;  ainsi,  n étant  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  néga- 
tif, on  a 


n — i 

cos  nz  = c" — n c" 

3 


s ’ 


2)  (n— 3)  , 

2.3.4 


J 


1 


< 


n(n— OCn-2)  3 , n(n-i)...(«-4) 

z_nc  s c ■+■  r—... 


2.0 


Ainsi,  s étant  = sin  s,  et  c — cos  z,  on  a 


cos  2Z=C* — s', 
cos  3z=c3 — 3 csa, 
cos  4^=c< — 6c!î*-f-s4, 
cos  5z=cs—  ioc3sJ4-  5 es *, 
cos  6z=c6 — 1 5cV-f- 1 5c’s4 — ssf 
etc. 

* 


sin  2Z—2CS, 

sin  3z=3cV — s3, 
sin  4Z—4C^S — 4«3, 
sin  5z=z5c*s — ioc*s3-\-ss , 
sin  6z=z6c°s — aocV-f  6c*5, 
<•  ; etc. 


* *» 
l v 
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635.  Dans  ces  formules,  les  sinus  sont  nièlc's  avec  les  cosi- 
nus ; on  peut  en  trouver  d’autres  en  fonction  du  seul  sinus, 
ou  du  cosinus.  Puisque  les  arcs  z,  2Z,  3z. . . font  une  équi- 
dilTérence,  les  sinus  et  cosinus  forment  une  série  récurrente 
(n°  36i),  dont  les  facteurs  sont  2 cos  z et — 1.  De  meme,  si  les 
arcs  procèdent  de  2 en  2,  savoir,  z,  3z,  5z. ..  , ou  bien  oz, 

az,  4* ; le*  facteurs  sont  2 cos  2z  et  — 1 ; or, 

acos  2z=  2(0’  — .îs)  =2 — 4 »*■  Ainsi , partant  de  cos  z = 1 , 
sin  oz=o,  co»z  = c,  sin  z — s,  il  est  bien  aisé  de  former  les 
séries  récurrentes  qui  suivent,  dont  on  a les  deux  i,r*  termes 
et  la  loi  (n°  621). 

cos  2Z=  2C‘ — 1 , - • 

cos  3z=  4 c3  3c, 
cos  42—  8c1 — Sc2+  1 , 
cos  5z=i6c5 — 2oc3-|-  5c, 
cos  6z =3  2 c6 — 48c4+  i 8c’ — 1 , 
sin  ’]z=s(6$c6 — 8oct+24cï — 1),  etc. 

Voici  les  formules  générales  ( XI*  leçon,  Cal.  des  fonctions, 

* J*  * 

Lagrange)  (*)  : 


sin  2 z—s(  2c) 

sin  3 z=s(  4 c’ — >)> 

sin  4z=s(  8c3 — 4e)  » 

sin  5z=*(i6c* — i2c*+  »), 

sin  6z=s(32c5 — 3ac3-f-  6c), 


(*)  Voici  les  valeurs  du  terme  général  T,  i*  terme  de  ces  cqu. , et  du  fac- 
teur F qui  multipliant  le  i*  terme  produit  le  terme  suivant  ( V.  p.  2 ). 

sin  ns.. . T=(— i)*-’ (ac)— •■+*  JX[(n— i)C(£— 1)], 

„ t_  (n— ai-(-l)(n— ai) 

4c*  t(i» — i)  ’ 

il  y a f n , ou  { fn-f—i)  termes , selon  que  n est  pair  ou  impair  ; 

le  dernier  terme  est  rfcncs  dans  le  i*r  cas,  et  d zs  dans  le  2«. 

• % 

cos  ns...  r=(— t)«-‘(ac)«-*'+*  X n_":— - [ (a— |)C(‘— ' ) ]» 

„ > ..  (n — ai+a)  (n — ai-f-i) 

r rrz  — - — » x —, r: j 

1 (n — 1) 

la  série  a } n+i,  ou  } (n-M)  termes,  selon  que  n est  pair  ou  impair;  le  der- 
nier terme  est  dr  a dans  le  ier  cas , et  d:  3r?c  dans  le  2e. 

• , _ , 4 

17.. 


« 
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sin  nz  = J { (2c)"-1  — (n  — 2)  (2c)"-3  + î (n  —3)  (R  —4)  (2c)*-3 


/ ..n— ■ 5/J — 6,  n — 6...n— 8.  „ 1 

— (n— 4)  — _(2c)“-'+(n— 5) — „ y-  (2 c)— s....  J,  -j 

2cosns=(2c)"-n(2c)*_,+  in(n-3)(2c)’’“,*-gn(rt-4)(«-5)(2c)“-(,.„ 

r-  S 

Venons-en  maintenant  aux  se'ries  ascendantes  selon  s. 

J 

sin  2S—c{is)k  'm  ■■  sin  3z=3s — 4s3» 

sin  4z=c(/±s—8P) , sin  5z=5# — ao^+iô»*^.’ 

sin  6z—c(6s -^2^4-  32J3) , sin  7Z=7s-— 56s*^-i  12s* — 64**, 

cin  R T /'/'fie— nto 


sin  8z=c(8f — 8oj1-t;i92f5 — 128J7),  etc. 

cos2z=i—  $i* , cos3z=c(  1 — 4J‘)  r 

cos4z=i — 8r*-f-  8s* , cos5z=c(i — 1 2s*^  16s4), 

v . i •_>>*>  wy» 

cos6z-=  i — 1 8s1 + 48 j * — 32s6,  CO87Z— c(  1 — 24s*+8os,-64ss),  i:  f 


■f  , 

i°.  Quand  n est  pair,  on  peut  poser  (*) 

» .4,. — 


A 


etc. 


mi 

, 'S?:r 


{R  «r  » "t  v' 


— 


(*)  Le  î®  terme  T est  le  facteur  F qui  multipliant  le  i«  terme  produit  le 
terme  suivant , dans  ces  équ. , ont  pour  valeurs 

«pair,  sin  ns,  T=(— i)C(2i— ,1)}, 

n>— 4i»  ' -. 


s 


F= — 1*  x 


2i(a«  + i)  .r 

il  y a x n termes;  le  dernier  = ztc  (a*)"-'. 

:cos  ns,  T=(-i)|-,(*),i-*  X ^r^f(ïn+'->)Ca(--i)T, 

_ n* — 4(i — 1 )« 

F=—s'  x — 


2<{2i— l)  ’ % 


f 


K*  «VI 


il  ya~n-ff-i  termes  ; le  dernier  t=[db  a*-  » s* . < 

«impair,  Sin  w,  r==(— 1>—  («)•!-.  — ” f +i)  CfJ-i)!, 

il  y ® J*  (*H«î)  termes  ; le  dernier  = zh  a»—  • 5», 

. co*  “«  r=(-,j*-»c(ar)*J-  F (~^  -h  i) Ci (,—,)*] 

. L 2 J 

v x^-v; 

at(at— 1)  ’ 

■v’  y * î Xn+ 1)  termes;  le  dernier  = ± c (ar)«-  ».  * 
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r n* — 2*  , . n*— 2*  n*— 4’  . / “1 

t,n  n5==t'  [_  "4  -"■i;rs+"  t.3”  • T-5"  ^ ' ' ()  -■  J 

b*  . , »*  «”-2'.,  b*  "’-2’ 

10s  nz—i 5“  -( . , .■  s* — — • -5— r*  T"7T  * » t2*>  > 


1 3.4  a ’ 3.4  5.6 


2°.  Et  quand  rc  est  impair,’ 

;• 

2.3  * 1 2.3  4.5 


n* — 1*  ,,  n‘ — i1  n* — 3*  s , . 
sin  nz—  ns  — n 5 — s3-\-n. 5-.  — v-»-  **•••.>  (2J)  » 


cos  ;>z 


Ln* — i*  . 71*  — 1*  n* — 3*  , , I 

nrr ■-<”)  1 

* 

Méthode  inverse } ou  relourdes  Séries. 


636.  Étant  donnée  l’équation  y=<px,  où  çx  est  une  série, 
il  s’agit  de  trouvera:  —Fy  en  série  ordonnée  selon  y.  Si  cette 
dernière  a une  forme  connue  , telle  que,  par  exemple, 

a = Ay  + By'  + Cy>  + Dy>. . . , 

il  ne  s’agit  que  de  déterminer  les  coefficiens ,C  . On  subs- 
tituera dans  la  proposée  y=-  (par,  cette  série  et  ses  puissances, 
pour  a , a' , a* , et  l’on  aura  une  e'qu.  identique,  qu’on  parta- 
gera en  d’autres,  par  la  comparaison  des  termes  où^  a la  même 
puissance  : ces  équations  feront  connaître  les  constantes  A, 

Soit  y=M(x  — \x'  + !ia r3— 

qu’on  se  soit  assuré  que  la  série  ci-dessus  convient  pour  a (cela 
suit  de  ce  que  y est  le  log.  de  1 +a,  ou  ar  — 1 + a:  voyez 
.n°6i5),  substituant  donc  pour  a la  série  /ty-\-By\..,  il  vient 


lijr' + €jr>  ^ 


Dj pour  a. 
ï—  \ d*y*  — ABy3  — ( i fi*  + AC)  yK  . . . —jx\ 
-f  iAy+  * A’Bji  . ..  -H*3, 


' 


— A*y 


— 4a): 
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•l’on  AM  = i , B—'-A*,C—AB — ' A\  D= 


V 


Enfin 


De  même 


x — x — X*  -f-  x s — x* . . . 


sc  renverse  ainsi  x -=y  -f-  y‘  -h  y3  -h  y*  ■ . . 

Mais  il  est  rare  qu’on  connaisse  d’avance  la  forme  de  la  sé- 
rie cherchée  x—Fr\  on  indiquealors  les  puissances  de  y par  des 


les  coefficiens  et  les  exposans,  en  considérant  qu’après  la  subs- 
titution dansj'  = ^x'  il  faut  que  cliaque  terme  soit  détruit 
par  d’autres  où  y a la  même  puissance. 


“>  /S,  y...  étant  des  nombres  croissans.  Nous  11e  mettons  pas 
de  terme  sans  y,  parce  que  x = o répond  ày  = o.  E11  substi- 
tuant pour  x sa  valeur,  nous  voyons  que, 

t°.  Les  exposans  2,  3,  4 - • • qu’avait  x,  formant  une  équi- 
diflférence,  «,  £,  y. . . doivent  en  former  également  une,  puis- 
qu’en  développant,  les  puissances  xa,  x3. . . jouiront  visible- 
ment de  la  même  propriété. 

a°.  Si  l’on  trouve  <*  et  0,  y,  à. . . s’ensuivront. 

3°.  Le  terme  où  y aura  le  plus  petit  exposant  est  ^ A?y^\  il 
doit  s’ordonner  avec  le  t"  membre  y,  d’où  2*  = 1 , i A*=  1 ; 
ainsi,  « = ±,  A = 1/2. 

4°.  Les  termes  qui  ensuite  ont  le  moindre  exposant,  étant 

Afiy^^el  1 A?y'a’ , pour  s’ordonner  ensemble,  ils  doivent 
avoir  *-+-$  = 3*,  ou  /8sb|j  ain8i.y  = |,  £=  £ savoir^ 


Soit 


J = v x3  + 7 x 1 + z -f  • • • 


supposons 


s 
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en  refaisant  le  calcul , on  trouve  bientôt  A , B , C. . . ; d’où 
x —J*.  V*  — \J  +T»V'2-Jr'  ~~  îh  + • • • 


C’est  ainsi  que 
jr=X- 


X3 


X 5 


x7 


i .3.3  i .a. ..5 

se  renverse  sous  la  forme  x=Ay  + By3  + Qji-  • ■ 
On  trouve , tout  calcul  fait  ( voy.  n°  84o) , 


x=y  + 


î i .S.S^7  t i.3. 5. 7^ 


2.3  1 2.4.5  T 2.4  6. 7 T a. 4*6. 8. 9 

Pour  x = a y + by>  + cy{  + . . . , ou  obtient 

,r  bx ’ aôJ — «c  5aùc — a’d — 5 b3 

-7-  + — r-  *’+ j 

La  série  x=qy+  by3  + cy5  + Jy7 . . . donne 


X*... 


x bx 1 3ô" 


a7 


ac  . 8 abc  — a*d— itb*  , 

— x3+ — x7 


Enfin , yz=zx~~*  — ‘ x'  — i — tè37*  — rira  x 


donne  x = Ay~‘  -f-  By  ■*+  Cy  6 ...  ; 

et  par  suite, 

x=y~’— y~*  +y~6—  y~*+-  ■ • 

Si  la  proposée  était  y = a -f-  bx  -f-c.ra . . . , pour  la  commo- 
dité du  calcul,  il  serait  bon  de  transposer  a,  et  de  faire 

y — a c f/  , . 

— ^ - =z,  d’où  z — x -j-  + £ x + !••; 

ou  développerait  ensuite  x en  z.  Au  reste,  voyez  n°  751 , où 
nous  avons  traité  la  question  du  retour  des  suites  de  la  ma- 
nière la  plus  générale. 


Des  Équations  de  condition. 

637.  Lorsque  la  loi  qui  régit  un  phénomène  physique  est 
connue  et  traduite  en  équ.  ç{x,y...  a,  b...)  — o,  il  arrive 
souvent  que  les  constantes  a,  b,  c. . . sont  inconnues,  x , y. . . 
étant  des  grandeurs  variables  avec  les  circonstances  du  pliéno- 


Dij 
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mène.  On  consulte  alors  l'expérience  pour  déterminer  a, b c ■ 
eu  mesurant  des  valeurs  simultanées  de  x,y,  z, . . . et  les  su’bsl 
lituaut  dans  l’cqu.  p = o : puis  répétant  l’expérience,  on  ob- 
serve d’autres  valeurs  pour  x,y,  z...,  ce  qui  donne  d’autres 
équations  de  condition  entre  les  constantes  inconnues  a,b,c... 
que  1 élimination  fait  ensuite  connaître. 

Mais  les  valeurs  tirées  de  l’observationn’étant  jamais  exactes, 
les  nombres  a',  b' , c'...,  qu’ou  obtient  ainsi  pour  a,  b , c..., 
ne  peuvent  être  regardés  que  comme  approchés  : on  doit  donc 
poser,  dans  $>  = o,  a=  a'  + A,  b = b'  + B. . . et  détermi- 
ner les  erreurs  A, B. . . , dont  a, b. . . sont  affectés;  et  comme 
Ay  *•’*  son*  <le  1res  petites  quantités,  on  est  autorisé  à en 
négliger  les  puissances  supérieures  : ainsi  l’équ.  <p  = o ne  con- 
lient  plus  les  inconnues  A, B. . . qu’au  1"  degré,  parex.,  sous 
la  forme 

o = x + Aj+  Bz  + Ct...  (1). 

On  supplée  alors  à l’imperfection  des  mesures  de  x,  y t z. . . 
par  le  nombre  des  observations.  En  réitérant  souvent  les  cx-r 
■ périences , on  obtient  autant  d’e'qu.  (1),  où  x,  y,  z...sont 
connus;  on  compare  ces  équ. , on  en  combine  plusieurs  entre 
elles,  de  manière  à obtenir  une  équ.  moyenne,  où  l’une  des 
constantes  ait  le  plus  grand  facteur  possible,  tandis  qu’au  con- 
traire les  autres  facteurs  deviennent  très  petits  : par  là  l’er- 
reur de  la  détermination  des  coefliciens  se  trouve  beaucoup 
affaiblie.  En  réduisant  ces  équ.  de  condition  au  nombre  des 
inconnues,  l’élimination  donne  bientôt  les  valeurs  de  A, B. . 

Cette  méthode  est  usitée  eu  Astronomie  ; mais  elle  est  bien 
moins  exacte  que  celle  des  moindres  carrés,  proposée  par 
M.  Legendre,  qui  rachète  la  longueur  des  calculs  par  la  pré- 
cision des  résultats.  Concevons  que  l’observation  ait  donné  des 
valeurs  peu  exactes  de  x,  y,  z. . .;  substituées  dans  l’équ.  (\)f 
le  1"  membre  n’y  sera  pas  zéro,  mais  un  nombre  e très  petit  et 
inconnu.  D’autres  expériences  donneront  de  même  les  erreurs 
c »c  . . . correspondantes  aux  valeurs 3?,  x^y' ,y" . . . , savoir, 
c'  = x'  + Ay'+Bz'...,  cr  = x"+Ay"  + Dz\..,  etc,  ’ 
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Formons  la  somme  des  carres  de  ces  équ. , et  n’écrivons  que  les 
termes  en  A , parce  que  les  autres  termes  ont  même  forme  : 
on  trouve  que  ea  -+-  e'*  + e"a. . . est 

—A\fk+f*...)+‘zA(Xjr+afy...)  +?.AB(yz...)  +iAC  etc. 
Ce  2e  membre  a la  forme  A‘m  -f-  2 An  -f-  k ; il  est  le  plus  petit 
possible  quand  on  prend  A tel,  que  la  de'rivée  soit  nulle, 
Am-\-nz=o  (voj'.  n0’  i/{o,  II,  et  757)  : en  ne  considérant  que 
le  facteur  constant  et  inconnu  ^,ona  donc 

Xjr+x'jr'.. . +A(r+/*.  ■ •)+  2 ■ -)+C(jri. . ,)etc.=o. 

Il  faut  multiplier  chacune  des  équ.  de  condition  ( 1 ) par  le  fac- 
teur y de  A,  et  égaler  la  somme  à zéro.  On  conserve  au  facteur^- 
son  signe.  En  opérant  de  même  pour  B , on  obtient  au- 

tant d’équ.  semblables  qu’il  y a de  constantes  inconnues;  ces  ■ 
équ.  sont  du  1"  degré  , et  l’élimination  est  facile  à faire. 

Par  ex.,  la  Mécanique  enseigne  que  sous  la  latitude jr,  la 
longueur  x du  pendule  simple  à secondes  sexagésimales  est 
x — A D si tfjr,  A et  B étant  des  nombres  invariables,  qu’il 
s’agit  de  déterminer.  11  suffirait  de  mesurer  avec  soin  les  lon- 
gueurs x sous  deux  latitudes  différentes  y,  pour  obtenir  deux 
équ.  de  condition  propres  à donner  A et  B.  Mais  la  précision 
sera  bien  plus  grande  si,  comme  l’ont  fait  MM.  Mathieu  etBiot, 
on  mesure  x sous  six  latitudes  differentes,  et  qu’on  traite,  par 
la  méthode  précédente,  les  six  équ.  de  condition.  Lcsquan- 
I ilés  A B sïn’j — x,  évaluées  en  mètres,  donnent  ces  six 
çrreurs, 

A + B. o, 3903417  — 0,9929750,  A -t-  B. o, 4932370  — 0,9934740, 

A B. 0,497212a  — 0,9934620,  A -+•  B.o,5i36ii7  — 0.9935967, 

A + B. 0,5667721  — 0,9938784,  B 4-  B, 0,6045628  — 0,9940932. 

'.Comme  le  coefficient  de  A est  i,  l’équ.  qui  s’y  rapporte  est 
formée  de  la  somme  des  six  erreurs.  Pour  B,  on  multipliera 
chaque  trinôme  par  le  facteur  qui  affecte  B , et  l’on  ajoutera 
lys  six  produits:  donc 

6A  -f- 3, 0657375  — 5,g6i4793  = o, 

4. 3, 069737.5  — f-  /y . 1 ,593389,4  — 3,0461977  = o.  ' 
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L'élimination  donne  A et  U ; en  lin,  on  a 

a-  = 0,9908755  + B sinv,  log  B = 3, 7238509,  B = 0,0052941816. 

Voy.  la  Conn.  des  Tems  de  1816,  où  M.  Mathieu  discute 
par  cette  méthode  les  observations  du  pendule  faites  par  les 
Espagnols  en  divers  lieux. 

Consultez  mon  Astronomie  pratique  et  ma  Géodésie , où  ce 
sujet  est  traité  avec  le  plus  grand  détail. 
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ANALYSE  APPLIQUÉE  AUX  TROIS  DIMENSIONS. 
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i.  TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 


Notions  fondamentales. 

638.  Trois  plans  MON,  NOP , MOP  (fîg.  a5),  qui  pas- 
sentpar  le  centre  d'une  sphère, de'terminent  unangle  trièdre 0, 
et  coupent  la  surface  selon  des  grands  cercles,  dont  les  arcs  CA, 
CB , AB , fonnen  t un  triangle  spbe'rique  ABC  ; les  angles  plans 
de  ce  trièdre  O sont  respectivement  mesurés  par  les  côtés  ou 
arcs  de  ce  triangle  ; savoir,  NOP  par  A B,  MON  par  A C,  MOP 
par  BC.  L’angle  Cdu  triangle  estmesuré  parcelui  que  forment 
deux  tangentes  en  C,  aux  arcs  contigus  AC,  BC ; ces  tan- 
gentes, situées  dans  les  plans  de  ces  arcs,  mesurent  l’angle 
dièdre  de  ces  mêmes  plans  NOMP , c.-à-d.  l’inclinaison  de  la 
lace  NOM  sur  POM.  Donc , les  angles  plans  du  trièdre  0 
sont  mesurés  par  les  côtés  du  triangle  sphérique  ABC,  et  les 
inclinaisons  des  faces  sont  les  angles  de  ce  triangle. 

Les  problèmes  où,  donnant  quelques  parties  d’un  triangle 
sphérique,  on  se  propose  de  trouver  les  autres  parties,  sont 
précisément  les  mêmes  que  ceux  où  connaissant  plusieurs  élé- 
mens  d’un  trièdre,  on  veut  obtenir  les  autres.  Il  y a six  élé- 
mens  trois  angles  A , B , C , et  les  trois  côtés  opposés  a , b , c , 
du  triangle  sphérique  ; ou,  si  l’on  veut,  trois  angles  plans  ' 
a , b , c,  cl  les  trois  angles  dièdres  opposés  A , B , C , du  irièdre 
dont  il  s'agit.  .Étant  données  trois  de  ces  six  parties,  il  est  qucs-* 
lion  de  déterminer  les  trois  autres. 
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D’après  cela,  que,  d’un  point  O,  l’on  dirige  des  rayons  visuels 
à trois  points  M ,N,P  éloignés  dans  l’espace,  tels  que  trois  , 
étoiles,  pares.,  ces  lignes  seront  les  arêtes  d’un  trièdre  O, 
dont  les  élémens  constituans  seront  ceux  d’un  triangle  sphéri- 
que ABC,  lequel  est  formé  par  les  arcs  de  grands  cercles  qui 
joignent  les  points  où  ces  arêtes  vont  percer  la  surface  d’une 
sphère  de  rayon  arbitraire,  dont  l’œil  est  le  centre  O. 

Ces  principes  servent  à démontrer  les  théorèmes  suivaus. 

i°.  Tout  angle  plan  d’un  trièdre  étant  moindre  que  deux 
droits,  chaque  côlé  de  tout  triangle  sphérique  est  <j8o®.  Cha- 
que angle  est  aussi  plus  petit  que  deux  droits  ; c’est  ce  qui  suit 
encore  du  triangle  polaire.  (/'.  ci-après  n“  63g.) 

Toutes  les  fois  qu’un  calcul  conduira  à trouver  pour  valeur 
d’un  angle  ou  d’uu  côté  de  triangle,  un  arc  ]>  i8o°,  cette  so- 
lution devra  être  rejetée  comme  impossible,  ou  du  moins  rem- 
placée par  le  supplément  de  cet  arc  : et  les  cos. , sin.,  tang.,etc. , 
ne"  peuvent  appartenir  qu’à  un  arc  moindre  que  la  demi-cir- 
conférence. 

2°.  Puisque  la  somme  des  angles  plans  de  tout  angle  polyèdre 
est  moindre  que  4 droits  (n°  280),  la  somme  des  trois  côtes  de 
tout  triangle  sphérique,  est  plus  petite  que  36o°.  L’angle  trièdre 
«l’un  cube , formé  de  3 angles  droits , montre  que  chaque  côté 
d’un  triangle  sphérique  peut  valoir  et  même  surpasser  90°. 

3°.  Deux  triangles  sphériques  sont  égaux,  lorsque  trois  angles , 
ou  trois  côtés,  ou  deux  côtés  et  l’angle  compris , ou  deux  angles 
et  le  côlé  adjacent , sont  respectivement  égaux  chacun  à chacun. 
Ces  théorèmes  se  prouvent,  ainsi  que  les  deux  suivaus,  comme 
pour  les  triangles  rectilignes  (n°  i63). 

4°.  Dans  un  triangle  sphérique  isoscele , l’arc  abaissé per- 
pend.  du  sommet  sur  la  base , divise  par  moitié  cette  base  çl 
l’angle  du  sommet ; les  angles  égaux  sont  opposés  aux  côtés 
égaux,  et  réciproquement.  _ . «'  - 

• 5".  Dans  tout  triangle  sphérique , le  plus  grand  angle  est 

toujours  opposé  au  plus  grand  côté , le  moyen  l'est  au  moyen, 

, le  moindre  au  plus  petit. 

6°.  Un  côlé  est  toujours  moindre  que  lu  somme  des  deux  autres, 


TRIGONOMÉTRIE  SPHERIQUE.  2C9 

et  plus  grand  que  leur  différence  : car  la  somme  de  deux  an- 
gles plans  d’un  trièdre  surpasse  le  3%  d’où  a<^b+c,  et  b<ja-\-c, 
ou  a ~^>b — c.  Donc  aussi,  la  demi-somme  des  trois  côtés  d’un 
triangle  surpasse  toujours  un  côté  quelconque  : car  en  rempla- 
çant b-\-  c par  fl  -f-  1 , fl  -f-  b -f-  c devient  aa-J-i  ; ainsi  le  demi- 
pdrimètre  = a -f-  ^ i a. 

63g.  Coupous  notre  trièdre  O par  trois  plans  respectivement 
perpend.  aux  arêtes  ; ces  plans  détermineront  un  second  trièdre 
O'  oppose'  au  tfr  (fig.  26)  ; les  angles  plans  de  l’un  seront  su p- 
plémens  des  angles  dièdres  de  l’autre,  et  réciproquement. 

En  effet,  l’une  des  faces  du  trièdre  proposé  O,  étant  MON, 
menons,  eu  des  points  quelconques  N,M,  sur  les  arêtes  OM, 

• ON,  deux  plans  perpendiculaires  à ces  droites  , et  par  suite 
aux  faces  MON, MOP  d’une  part,  MON ,NOP  de  l’autre;  les 
angles  M et  Ardu  quadrilatère  OMI*  N sont  droits;  l’angle  P 
est  donc  supplément  de  MON.  Mais  ces  deux  plans  coupans 
sont  des  faces  du  nouveau  trièdre  O’,  et  se  coupent  suivant  la 
droite  O'P' , arête  de  ce  corps.  L’angle  dièdre  formé  par  ces 
plans  est  visiblement  mesuré  par  l’angle  MP'N,  puisque  le 
plan  de  cet  augle  est  perpendiculaire  à ces  deux  faces.  Donc 
l’angle  MON  du  premier  est  supplément  de  l’angle  dièdre  P’ 
du  second.  Il  en  faut  dire  autant  des  deux  autres  faces  MOP , 
NOP,  qui  sont  suppléinens  des  angles  MN'P,  NM' P.  Les 
angles  plans  du  trièdre  O sont  donc  respectivement  les  sup- 
pléraens  des  angles  dièdres  du  trièdre  opposé  O'. 

Réciproquement,  les  angles  plans  du  trièdre  O' sont  les 
supplémens  des  angles  dièdres  du  trièdre  O,  par  la  même 
raison. 

Les  deux  trièdres  O et  O'  déterminent  deux  triangles  sphé- 
riques ABC, A' B' C qui  sont  tels  que  les  angles  de  l’un  sont 
supplémens  des  côtés  de  l’autre,  et  réciproquement. 

Étant  donné  un  triangle  sphérique  ABC  dont  a,b,c  sont  les 
côtés,  on  peut  toujours  en  construire  un  autre  A'B'C',  dont  les 
côtés  sont  a' , b' , c' , tel,  que  les  angles  A,B,C  de  l’un  soient  les 
supplémens  respectifs  des  côtés  a',b',c'  de  Vautre , et  récipro- 
quement, savoir  : 
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a'=i8o°  — A,  b'—  180" — B,  c = i8o°  — C...  (i), 
A’=  i8o°  — a,  B'  — i8o°  — b,  C = 180“  — c...  (2). 

Le  triangle  ainsi  formé  s’appelle/îo/aire  ousupplémcntaireàu  t*r. 

On  voit  en  outre  que  la  somme  des  trois  angles  de  tout 
triangle  sphérique , est  toujours  comprise  entre  deux  et  six 
droits.  Eu  effet,  d’une  part  chaque  angle  étant  moindre  que 
deux  droits,  A-t-B-f-C<^6  droits;  et  d’une  autre  part,  en 
ajoutant  les  trois  équations  (2)  on  a 

A -f-  B -|-C  = 6 droits  — (a'  -j-  b'  -f-  c ) ; 

et  comme  on  a vu  que  a'-f-b'  -j-c'<[4  droits  (n°638,  2°), 
on  voit  que  A ■+■  B -f-  C > 2 droits. 

Les  équations  (1)  et  (2)  sont  fort  utiles,  car  elles  réduisent 
à trois  les  six  problèmes  de  la  trigonométrie  sphérique,  qui 
consistent  à trouver  trois  des  six  élémens  d’un  triangle,-  ' 
lorsqu’on  connaît  les  autres.  Supposons  par  exemple,  qu’on 
sache  trouver  les  trois  angles  A,B,C,  quand  on  connaît  les 
trois  côtés  a,  b,  c,  : réciproquement,  si  l’on  donne  les  trois 
angles  A,B,C,  pour  trouver  un  côté  a,  on  substituera  au 
triangle  son  supplémentaire  A' B' C , dont  on  connaît  les  trois 
côtés  a',b',c\  par  les  équ.  (2)  ; et  lorsqu’on  aura  trouvé  l’un  A' 

' des  angles,  l’équ.  (1)  donnera  le  côté  opposé  a ==  180°  — A'. 
En  sorte  qu’il  suffit  de  savoir  résoudre  un  triangle  dont  on 
connaîtles  trois  côtés,  pour  savoir  aussi  résoudre  celui  dont  on 
a les  trois  angles;  et  ainsi  des  autres  cas.  C’est  ce  qui  s’éclair- 
cira mieux  par  la  suite. 

64«.  Si  l’on  coupe  le  trièdre  O (fig.  27)  par  un  plan pmn  per- 
pendiculaire à un  arête  OB,  en  un  point  m tel  que  Om  — 1 , 
on  a 

mn  = tang  c , On  = séc  c , mp  = tang  b , Op  — séc  b : 

Or  les  triangles  rectilignes  mnp,  npO  donnent  (n°  355) 
np*  = mr>Sri~Pm* — imn  pm. cos  A, 
np‘‘=  nO'-i-pO2 — 2nO./>0.cos  a; 

. retranchant  la  t"  de  la  2e,  il  vient,  à cause  des  triangles 
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nmO,pmO , rectangles  en  m,  et  de  Om=  i, 

0=1+1  — 3 se'c  c.se'c  i.cos  a + 3 tang  c.  tang  b. cos  A ; 

1 , sin 

et  mettant  pour  sec.,  et  — pour  tang., 

cos  r cos  r 


cos  a 


sine. sin  b. cos  A 


cos  c. cos  b cos  c. cos  b ’ 

Ce  qui  conduit  à l 'équation  fondamentale 

cos  a = cos  b.  cos  c+sin  b.  sin  c.  cos  A. . . 
On  aurait  de  même 


cos  b—  cos  a. cos  c + sin  a. sin  c.cos  B 
cos  c—  cos  a. cos  b + sin  a. sin  b. cos  C 


} 


(3) 


(4) 


On  a 


cos  A = 


cos  a — cos  b cos  c 


J’où  1 — cos*  A = sin*  A—  1 — ^ 


sin  b sin  c 

cos  a — cos  b . cos  c' 


sin  b . sin  c 

réduisant  le  2e  membre  au  même  dénominateur,  et  rempla- 
ant  sin’  par  1 — cos*, 

. i — cos ,b  — cos’c  — cos*  a + 2 cos  a . cos  b . cos  c 

sin’  A — ■ ■ ,-r — . — r . 

sin*  o. sin*  c 

Prenons  la  racine  carrée , et  divisons  les  deux  membres  par 
sin  a,  le  2'  membre  est  une  fonction  symétrique  de  a ,b  ,c , que 

nous  nommerons  M , savoir  S)n-'^  = M.  Changeant  dans  cette 

sin  a 0 

équ.  A et  a,  en  B et  b,  en  C et  c,  comme  M reste  constant, 
on  en  tire 

sin  A sin  B sin  C 

sin  a ~~  sin  b sin  c “ ' * * ’ ’ 


Dans  tout  triangle  sphérique , les  sinus  des  angles  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  côtés  opposés. 

Pour  éliminer  b de  l’équ.  (3),  mettons  pour  cos  b sava- 
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, sin  B sin  a . ...  . 

leur  (4),  et — ^ j — pour  smi>;  il  vient 

. . . . „ sinasincsinÆcos.^ 

cos  a— cos  a cos  c-f-sm  usine  cos  c cos  Z*  — } — : — . 

sm  A 

mais  cos 'c~  1 — sin’c  ; donc  en  divisant  tout  par  sin  a sin  c, 
sin  c cot  a = cos  c cos  B -j-  sin  B cot  A. . . (6). 

En  appliquant  à l’équ.  (3)  la  propriété'  du  triangle  supplé- 
mentaire (équ.  i et  2),  c’est-à-dire,  changeant  a en  i8o° — A, 
A en  i8o° — a,  etc.,  nous  avons 

— cos  A — cos  B cos  C — sin  B sin  C cos  a. . . (7). 

Ces  théorèmes  suffisent  à la  résolution  de  tous  les  triangles 
sphériques , ainsi  qu’on  le  verra  par  les  développemens  que 
nous  allons  donner  ; mais  il  y a encore  Une  équ.  générale  qu’on 
emploie  quelquefois. 

Éliminonscoscentreleséqu.  (4);comme...  cos’a=i — sin’a, 
en  divisant  tout  par  sin  a,  on  trouve 

sin  a cos  b = sin  b cos  a cos  C + sin  c cos  B. . . . (8). 

Nousdevonsencoreajouter  que  dans  les  équ.  générales  entré 
certains  élémens  d’un  triangle  sphérique  quelconque  ABC, 
on  peut  changer  a et  A en  b et  B,  ou  bien  en  c et  C,  et  réei^ 
proquement  : en  sorte  que  nos  équ.  (6,  7 et  8)  en  représentent 
chacun  trois  , comme  l’équ.  (3)  en  a donné  deux  autres  (4). 


On  a par  exemple  : 

sin  c cot  b = cos  c cos  A -f  sin  A cot  B (g) 

— cos  B ~ cos  A cos  C — sin  A sin  C cos  b.  (10) 

sin  c cos  6= sin  b cos  c cos  A -f-  sin  a cos  B.  etc. 
Triangles  sphériques  rectangles. 


641-  Désignons  l’angle  droit  par  A , et  l’hypoténuse  par  a 
(fig.  28)  ; faisons  donc  A = 90°  dans  les  équ.  (3 , 5 , 6 , 7 , 9 et  i o)  ï 


cos  a = cos  b cos  c. . . . 

(m; 

sin  b = sin  a sin  B. . . . 

(«) 

tange  = tang a cos  B, .. . 

( P ) 

cos  a = cot  B cot  C. . . . 

(?) 

cot  B = cot  b sin  c . . . . 

w 

cos  B = sin  C cos  b ... . 

M 
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Ces  six  équations  sont  propres  au  calcul  logarithmique,  et 
suffisent  à la  résolution  de  tout  triangle  rectangle  : Des  cinq 
élément  a,  b,  c,  B et  C deux  étant  donnés,  on  peut  toujours 
trouver  les  trois  autres.  Ainsi  la  question  est  posée  entre  trois 
élémens  dont  un  seul  est  inconnu.  On  dénommera  les  angles 
du  triangle  par  A ,B ,C,  l’angle  droit  étant  A , et  l’on  cher- 
chera celle  de  ces  six  équ.  qui  comprend  les  trois  élémens 
dont  il  s’agit  ; mais  pour  trouver  cette  équ.,  il  pourra  arriver 
qu’on  soit  obligé  de  changer  de  plare  les  lettres  B et  C dans  la 
ligure.  Suivant  les  divers  cas  qui  se  présentent , on  choisit  les 
équ.  qui  contiennent  les  trois  élémens  compris  dans  le  pro- 


blème. 

! et  deux  angles  B,  C .......... . prenez  l'équation  (q) 

un  angle  B f opposé  b . . („) 

, et  le  côté  l adjacent  c., ( p ) 

les  trois  côtés  a,  b,  c (;») 

Un  côté  b de  l’angle  droit  et  les  angles  B,C (j) 

Deux  côtés  b,c  de  l’angle  droit  et  un  angle  B.... (r) 


Le  fréquent  usage  qu’on  fait  de  ces  équ.  exige  qu’on  les  ait 
sans  cesse  présentes  à la  mémoire , chose  que  le  défaut  de  sy- 
métrie rend  assez  difficile.  Mauduit  a indiqué  un  moyen  em- 
pirique de  les  retrouver,  qui  consiste  à lire,  sur  la  figure,  les 
cinq  élémens  du  triangle  rectangle  dans  l’ordre  où  ils  sont , en 
faisant  le  tour,  et  à observer  que  les  trois  élémens  entre  les- 
quels on  cherche  une  relation , sont  contigus  ou  alternatifs  ; et 
il  est  de  fait  qu’on  a toujours 

, . . . f des  sin.d’arcs  alternes, 

cos.  arc  intermédiaires  produit  < , 

1 1 des  cot.  d arcs  contigus. 

Seulement , en  appliquant  ce  théorème , il  faut  remplacer  les 

deux  côtés  de  V angle  droit  par  leurs  complément , c’est-à-dire 

leurs  sin.  par  cos.,  leurs  tang.  par  cot.,  etc.  On  peut,  en  effet, 

vérifier  que  ces  deux  propositions  reproduisent  exactement 

nos  six  équations. 

i°.  De  l’équ.  (m),  on  conclut  que  le  cosinus  de  l’hypoténuse 
est  égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  autres  côtés;  ainsi  l’un 
des  trois  côtés  est  ou  >90°,  selon  que  les  deux  autres 
T.  II.  • 18 
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côtes  soot  d’espèces  semblables  ou  différentes,  car  les  cosinus 
d’arcs  ]>  90°  sont  négatifs. 

2°.  L’équ.  ( q ) montre  que  si  l’on  compare  l’iiypoténuse  aux 
deux  angles  adjacens  fi  et  C,  l’un  de  ces  trois  arcs  est  > 
ou  <90°,  selon  que  les  deux  autres  arcs  sont  d’espèces  sem- 
blables ou  différentes. 

3°.  Les  équ.  (r  ou  s)  prouvent  que  chacun  des  angles  fi  et  C 
est  toujours  de  meme  espèce  que  le  côté  opposé.-  tfe  * 

4°.  De  même,  l’équ.  (/>)  montre  que  l'hypoténuse  et  un  côté 
sont  de  même  espèce , quand  l’angle  compris  est  < 90°,  et 
d’espèces  différentes  quand  cet  angle  est  >-90°. 

Nous  entendons  par  arcs  de  même  espèce  ceux  qui  sont  cn^ 
semble  soit  <,  soit  >90°;  et  d’espèces  différentes,  quand 
l'un  de  ces  arcs  est  <[  et  l’autre  >90°. 

5°.  Enfin  , si  le  côté  b de  l’angle  droit  = 90° , on  aura 


côtés  CA,  CB  sont  donc  chacun  de  90°,  et  perpend.  sur  AB  ; 
le  triangle  est  isoscèle  bi-rectangle  ; C est  le  pôle  de  l’arc  AB 
(fig.  28),  c.-à-d.  que  6’ est  distant  de  90°  de  tous  les  points 
de  cet  arc. 

642.  Quoique  nos  équ.  résolvent  tous  les  triangles  sphé- 
riques rectangles , il  convient  de  remarquer  qu’elles  ue  donne- 
raient pas  les  valeurs  des  inconnues  avec  précision,  si  ces  arcs 
étaient  très  petits  et  exprimés  par  des  cos. , ou  voisins  de  90*  et 
donnés  par  des  sinus.  Voici  comment  on  doit  opérer  dans  ces 
cas. 


si  l’on  demande  l’hypoténuse  a,  connaissant  B et  C,  l’équ.  (y) 
devient 


1 — cot  B cot  C sin  B sin  C — cos  B cos  C 


tang*  - a- 


1 -f-  cot  B cot  C sin  B sin  C -}-  cos  B cos  C ’ 


tang*  - « = 


cos  (fi+C) 
cos  (fi— C) 


(««) 


« 


Die 
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on  voit  par  cette  équ.  que  la  somme  des  deux  angles  B et  € est 
3>go°,  puisque  le  3e  membre  est  négatif,  et  doit  devenir  po- 
sitif. 

2°.  De  même  pour  obtenir  un  côté  b de  l’angle  droit , con- 

* cos  H 

naissant  les  angles  B et  C,  l’équ.  (s)  donne  cos  b=  ; 

sin  C 

on  pose  z — go°  — B , d’où  cos  B = sin  z , et  cos  b = 


sin  C 


ainsi  l’on  a (équ.  citée  et  n°  36o) 
t,n„,  i b _ s»n  C- sin  s _ tanS4(C—  z) 

® ?.  sin  C -f-  sin  z tang  j (C'+z)  ’ 

taug  i ù =V/{  tang  [M{B—C)+  45°]. tang  [H#  + Q — 45°] } . 

3°.  Connaissant  l’hypoténuse  a et  un  côté  c,  pour  trouver 
l’angle  adjacent  B,  l’équ.  (/>)  donne 

i — tang  c cot  a _ cos  c sin  a — sin  c cos  a 


tang1  -B 


i+tangccota  cos  c sin  a -f-  sin  c cos  a ’ 

(„> 

2 V LS'n.(«+c)J 


On  remarquera  que  les  sinus  de  a — cet«  + c doivent  avoir 
le  même  signe,  pour  éviter  les  imaginaires  ; doncsia-j-tr>r8o°, 
l’hypoté«use  a doit  être  <(c.  Donc  quand  le  triangle  a des  an- 
gles obtus,  l’hypoténuse  a n’est  pas  le  plus  grand  côté.  C’est 
au  reste  ce  que  la  fig.  3i  mettra  en  évidence. 

COS  Cl 

4°.  L’équ.  ( m ) donne  cos  c== r,  d’où 

1 cos  b 

tang*  i c=  tang  ( a-\-b ) . tang  \ (a  — b) (i  3) 

5°.  Enfi  i,  si  l’on  cherche  un  côté  b , connaissant  l'angle  op- 
posé B et  l’hypoténuse  a,  au  lieu  d’employer  l’équ  ( n ) quand 
b est  voisin  de  90°,  posez 

b — 90° — 9,z,  tanga:  = sin  a sin  B ; 

l’équ.  (n)  revient  à cos  2z  = tang  x,  d’où 
t — tang  x 


tang’z  = 


1 tang  x 


; tang  (45“ — ,r)  ; v 


18.. 
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ainsi  tang  (45°  — i b)  = |/ tang  (45°  — x) 04;- 

L’arc  x étant  calculé  par  l’équ.  tang  x = sin  a sin  B , cette 
dernière  donnera  b. 

Nous  donnerons  ici  les  cinq  éle'mens  constitutifs  d'un  trian- 
gle sphérique  rectangle,  afin  qu’on  puisse  s’exercer  à l’appli- 
cation numérique  des  formules,  en  prenant,  à volonté,  deux 
de  ces  élémens , et  calculant  les  trois  autres. 

Triangle  rectangle  d’épreuve. 


ÉLÉMENS. 

LOG.  SINUS. 

LOC.  COSINUS. 

LOG  TANG. 

a = 7i°a4'3o" 
b = >4o.5a.4o 
c =114. i5.54 
fl  — >38. i5.45 
C = io5.5a.3g 

T- 9767335 
T. 8000134 
T.95g83o3 
T.  8a33Ç)0g 
T.g83io68 

T. 5035475  -4- 
T. 8897507  — 
T. 613796g  — 
T. 8728668  - 

1.4370867  — 

0.473175g  -+- 
T.  91 02626  — 
0.3460333  — 
T.  95o434l  — 
0.5460201  — 

Le  signe  — qui  suit  plusieurs  de  ces  log.  est  destiné  à in- 
diquer que  le  facteur  qui  s’y  rapporte  est  négatif  ; ce  qu’il  ne 
faut  pas  confondre  avec  les  — qu’on  place  à gauche  des 
log.,  quand  on  veut  écrire  qu’il  faut  les  soustraire*,  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  d’une  division.  Selon  que  le  nombre  des  fac- 
teurs négatifs  d’une  formule  est  pair  ou  impair,  le  produit  a le 
signe  + ou  — , circonstance  qu’il  faut  noter  avec  soin  ; car, 
par  exemple,  tang  a donne  pour  a un  arc  a <^go°,  quand  cette 
tangente  est  positive  , et  le  supplément  de  cette  valeur  quand 
la  tangente  est  négative. 

Quant  au  1 qui  est  l’entier  de  plusieurs  log.,  cette  notation 
a été  expliquée  T.  I,  p . 121. 

Triangles  sphériques  obliquangles. 

643.  Passons  en  revue  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter 
(fig.  28). 

1 " Cas.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a , b , c trouver  l’angle  A ? 


1-  . mOrn  if  /m 
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L’équ.  (3),  p.  271,  en  substituant  i — 2 sin1  j A pour  cos  A 
devient  • 

cosa  = cos  ( b — c)  — 2 sin  b sine  sin»  ^ A. ...  (i5). 

Cette  équ.  est  d’un  fréquent  usage.  On  en  tire 

2 sin  b sin  c sin’  A = cos  (b  — c)  — cos  a ; 

et  à cause  de  l’équ.  (8)  de  la  note  n°  36o  (*) 

sina - A—  S‘n  '»  (a  + b — c).sin^  (a  -f-  c—b) 

2 sin  b. sin  c 

Cette  équ.  propre  au  calcul  des  log. , fait  connaître  l’angle  A. 
Elle  devient  plus  symétrique,  en  posant 

2/)  = a -f-  ù -f -c; 


d’où 


sin»  i ^P-.b):™SP~c\..  06)' 

2 siu  b.  sin  c ' ' 

De  même,  en  mettant  dans  l’équ.  (3),  2 cos»^ — 1 pour 
cos  if,ona 


cos*  -A-. 
2 


(*  7) 


08) 


sin  p.  sin  ( p — a) 
sin  b.  sine 

Enfin  en  divisant  la  ir*  de  ces  équ.  par  la  2*, 

tang»  I A=  8-il^-l^sin  . 

2 nnp.sin  (p — a) 

* 

L’une  quelconque  de  ces  trois  équ.  résout  la  question. 

2e  Cas.  Étantdonnés  les  trois  angles  A , B , C , trouver  le  côté  aï 
La  propriété  du  triangle  supplémentaire  (p.  269),  appliquée 
aux  équ.  précédentes,  par  la  substitution  des  valeurs  (1)  et  (2), 
et  posant 

. %PsaA  + B + C, 


(*)  Comme  le  premier  membre  est  essentiellement  positif,  ainsi  que 
sin  b et  sin  e (attendu  que  4 et  c sont  < 1800),  on  voit  qu’il  faut  qu’on  ait 
& la  fois  c<4  + e,etc>  b— a,  puisque  les  relations  contraires  sont  visi- 
blement absurdes  ; on  retrouve  donc  ici  le  théorème  6e,  page  26S. 
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donne 


sin'  - a 
2 


cos  P.  cos  (P — A) 
sin  B .An  C 


, i cos  (P  — B). cos  (P  — C) 

COS  - d — jj  . ^ y 

2 sin  Z/. sin  C. 

, i cos  P. cos  (P  — A) 

lanG  2 cos  (P — P). cos  (P — C)* 

3*  Cas.  Étant  donnés  deux  côtés  a et  b,  et  l’angle  compris  C, 
trouver  le  troisième  côté  ? 

L’équ.  (4,  p.  271)  peut  être  employée  sous  cette  forme 
cos  c=  cos  a cos  b (1  -f-  tang  a tang  b cos  C). 

Connaissant  deux  côtés  b,c,  et  l’angle  compris  A , on  peut 
trouver  le  3*  côté  a,  à l’aide  de  l’équ.  fondamentale  (3,  p.  271), 
en  la  rendant  propre  au  calcul  logarithmique.  On  pose 

cos  A = 2 cos’  {A  — 1 , cos  a = 1 — 2 sin’  i a, 

d’où  1 — a sin’-;  a = cos(ô  + c)  -{-2  sin  ô sin  c cos*;  A , 

= 1 — 2 sin*  j (b  -f-  c)  -f-  2 sin  b sin  c cos*  ; A ; 

soit  pris  un  arc  v tel  que  sin  v = cos  j A l/sin  b sin  c , 
et  on  a sin’  \ a =sin’  ; (b  + c) — sin’  v 

sin’  j a = sin  ; ( ô -f-  c -f-  o.v)  sin  ; ( b -f-  c — 2v) , 

d’après  l’équ.  (6)  ( T.  I,  p.  373). 

4'  Cas.  Étant  donnés  deux  angles  C et  B,  et  le  côté  adja- 
cents., trouver  le  troisième  angle  A? 

L’équ.  (7),  p.  272,  donne 

cos  A =.  cos  B cos  C (tang  B tang  C cos  a — 1). 

On  peut  aussi  recourir  au  triangle  supplémentaire,  et,  par 
la  théorie  qui  précède,  on  trouve 

sin  v = sin  \ a v/  sin  B sin  C, 
cos’  \ A — sin  5 {B  -f-  C -j-  2v)  sin  ; (B  + C — 2v) 


1 
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• 5e  Cas.  De  deux  côtés  et  les  angles  opposés,  connaissant 
trois  élémens , trouver  le  quatrième  ? 

Il  faut  recourir  à la  règle  des  quatre  sinus,  e'qu.  5,  p.  271. 

644-  Excepté  lorsqu’on  connaît  les  trois  côlés , ou  les  trois 
angles  d’un  triangle , tout  problème  de  trigonométrie  sphé- 
rique comprend  au  rang  des  données  un  angle  et  un  côté  adja- 
cent, outre  un  troisième  élément  : dans  ce  qui  suit , nous  dé- 
signerons toujours  cet  angle  par  A , et  ce  côté  par  b.  Abaissons 
de  l’un  des  angles  C (6g.  29)  un  arc  CD  perpendiculaire  sur  le 
côté  c : ce  côté  c sera  coupé  en  deux  segmens  9 et  9',  e.L  l'an- 
gle C en  deux  angles  t et  b',  savoir  : 

c~9  + 9',  C = b-\-e'. 

Bien  entendu  que  l’une  de  ces  parties  sera  négative  dans  cha- 
que équation , si  V arc  perpendiculaire  tombe  hors  du  triangle, 
cas  qui  se  présente  lorsque  l’un  des  angles  A et  B de  la  base 
est  aigu  et  V autre  obtus  : cet  arc  tombe,  au  contraire , au.- de- 
dans du  triangle  quand  ces  deux  angles  sont  de  même  espèce. 
En  effet,  des  deux  triangles  rectangles  ACD  ,BCD , tirons  les 
valeurs  de  l’arc  perpend.  CD,  par  l’équ.  (r),  p.  272, 

tang  CD  = tang  A sin  9 = tang  B sin  9'. 

Si  les  angles  A et  B sont  de  même  espèce  ; leurs  tangentes  ont 
même  signe  ; sin  9 et  sin  9'  sont  donc  dans  le  même  cas  : mais 
quand  A et  B sont  d’espèces  différentes,  leurs  tangentes,  et 
par  suite  sin  9 et  sin  9'  doivent  avoir  des  signes  contraires  ; 
alors  l’arc  perpendiculaire  CD  tombe  hors  du  triangle,  et  l'un 
des  segmens  9 et  9'  a seul  le  signe  — . 

645.  Dans  la  figure  29,  on  voit  que  le  triangle  ABC  est  dé-  ‘ 
composé  en  deux,  ACD,BCD,  qu’on  peut  traiter  séparément, 
et  dont  la  résolution  fait  connaître  les  élémens  non  donnés,  à 
l’aide  de  ceux  qui  le  sont.  Ce  procédé  conduit  à des  équ.  sim- 
ple»', auxquelles  le  calcul  des  log.  s’applique  facilement.  C’est 
ce  que  nous  allons  montrer. 

On  résout  d’abord  les  triangles  ACD , BCD en  tirer 
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l’une  des  parties  p ou  8,  du  côté  c ou  de  l’angle  C,  en  suppo- 
sant connus  l’angle  A et  le  côté  adjacent  b.  Les  équ.  ( p et  q) 
p.  272  conduisent  aux  équ.  (1  et  2).  Puis  tirant  de  chacun  de 
ces  triangles  les  valeurs  de  l’arc  perpendiculaire  CD,  et  éga- 
lant ces  valeurs  , on  obtient  les  équ.  (5,6,7  et  8),  lesquelles 
viennent  respectivement  des  équ.  (m,s,r  et  p). 

Tang  tp  = tang  b cos  A, . . (1),  cot  6 = cos  b tang  A 


c — p -+-  , . . , 

cos  a cos  tpj 


cos  b 
tang  A 


cos  p 
sin  p' 


tang  B 


sin  tp 
sin  A 


sin  B 


sin  a 


sin  b 


(3); 

(5); 

(7); 

_ sin  C 
sin  c ‘ 


c=e+ 6',.. 

cos  A sin  9 


.(2) 

(4) 


cos  B 
tang  a 


'sin  â”' 
cos  8 


tang  b cos  9 


(6) 

(8) 


(9) 


Voici  les  divers  cas  qui  peuvent  je  présenter,  et  la  manière 
de  les  traiter  par  ces  équ.  en  ayant  soin  d’ailleurs  d’avoir  égard 
aux  signes  des  sin.,  cos.  et  tang.,  signes  qui  sont  positifs  ou  né- 
gatifs, selon  que  ces  lignes  appartiennent  à des  arcs  <ou>go®. 

Outre  les  données  A et  b,  on  a encore  un  3*  élément. 

i°.  Si  l’on  connaît  c ( deux  côtés  b etc,  et  l’angle  compris  A), 
l’équ.  (1)  donne  (tp) , (3)  donne?*',  etcesarcs  peuvent  recevoir  le 
signe—;  (5)  donne  a;  (7),  B;  enfin  (9),  C,  dont  l’espèce  est 
d’ailleurs  connue  (n°  644)* 

2°.  Si  l’on  a C ( deux  angles  A cl  C , et  le  côté  adjacent  b) , 
l’équ.  (2)  donne  fl  ; (4),  8',  qui  peut  être  négatif  ; (6),  B\  (8),  a; 
(9) , c,  qui  est  d’espèce  connue. 

3°.  Quand  on  connaît  a (deux  côtés  a et  b,  et  Carole  op- 
posé A)  l’équ.  (1)  donne?;  (5),  p' ; (3),c;  (7  et  9),  2?  et  C: 


ou  bien , (2)  donne  8 ; (8) , d' ; (4)>cî  (6etg),  B et  c. 

Dans  ce  cas , le  problème  a eu  général  deux  solutions  ; car  <p' 
ou  8'  étant  calculé  par  un  cosinus,  l’arc  a le  double  signe  ± ; c 
et  Cont  donc  deux  valeurs,  à moins  qu’on  ne  soit  conduit  à 
en  rejeter  uné  comme  négative,  ou  180°.  Les  équ.  (6 et  7) 
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donnent  <p'  et  é'  par  leurs  sinus  et  il  en  re'sulte  deux  valeurs 
de  B ; de  même  pour  C et  c. 

4°.  Quand  on  connaît  B ( deux  angles  AetB,  et  le  côté  op- 
posé b ) l’équ.  (2)  donne  fl;  (6),  fl';  (4),  C ; (8  et  9),  a et  c. 

Ou  bien  (1)  donne  tp  ; (7),<p';  (3),  c;  (5  et 9),  a et  C. 

Il  existe  encore  ici  deux  solutions , car  ou  0'  étant  donné 
par  un  sinus , l’arc  a deux  valeurs  supplémentaires  ; ainsi  c 
dans  l’équ.  (3),  et  a dans  l’équ.  (8),  reçoivent  deux  valeurs  : 
de  même  pour  a et  c dans  (5  et  4),  etc. 

Observez  que  dans  chacun  des  quatre  cas  que  nous  venons 
d’analyser,  on  ne  se  sert  que  des  équ.  marquées  de  numéros 
soit  pairs  , soit  impairs  : lorsqu’on  a le  choix  des  deux  sys- 
tèmes, on  doit  préférer  celui  qui  conduit  à des  calculs  plus 
simples  ou  plus  précis  (*). 

646.  Voici  plusieurs  conséquences  importantes  (tig.  29)- 


1 L’équ.  (5)  donne 


cos  b — cos  a cos  tp  — cos  ç' 


et  en 


cos  b -f-  cos  a cos  <p  -f-  cos  9 
vertu  des  équ.  7 et  8,  T.  I , p.  373,  comme  c = $>  -f-  <p'  on  a 


tang  i(< p'  — ?0  = tang  ±(a  4-  b),  tang  i (a-b).cot  le...  (10). 

Connaissant  les  trois  côtés  a, b, c,  d’un  triangle,  cetteéqu.  fait 
connaître  la  demi-différence  de  segmens  <p  et  , et  par  suite  ces 
segmens  mêmes , puisque  ‘ c est  leur  demi-somme.  En  résoi- 


(*)  Pour  résoudre  un  triangle  sphérique  où  l’on  connaît  soit  deux  cétés  et 
un  angle,  soit  deux  angles  et  un  côté,  abaissez  de  l’un  des  sommets  un  arc 
perpendic.  sur  le  côté  opposé,  pour  former  deux  triangles  rectangles,  dont 
l’un  ait  deux  parties  connues , outre  l’ânglc  droit.  Cet  arc  ne  doit  dohe  pas 
partir  de  l’angle  donné  dans  le  i®r  cas , ni  tomber  sur  le  cété  donné  dans  lè 
a®  cas.  Résolvez  ce  triangle  rectangle , et  calculez  les  deux  segmens  et  <p'  de 
la  base , ou  ceux  S et  6'  de  l’angle  du  sommet.  Les  équ.  5,  6,  7 et  8,  s’énon- 
cent ainsi  : 

r°*  Les  cos,  des  deux  côtés  de  l’angle  d’où  part  l’arc  perpend.  sont  comme  les 
cos.  des  segmens  respectifs  de  la  base ; lescot.  de  ces  côtes  sont  comme  Us  cos- 
respectifs  des  segmens  de  l’angle  au  sommet  ; 

a°.  Les  cot.  des  deux  angles  à la  base  sont  comme  les  sinus  respectifs  des  seg- 
mens de  la  base;  Us  cos.  de  ces  angles  sont  comme  les  sinus  des  segmens  respec- 
tifs de  l'angle  au  "sommet. 
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vant  les  triangles  rectangles  ACD  ,ACD , on  obtient  les  an- 
gles A et  B , savoir  : V. 

cos  A — tang  <p  cot  b,  cos  B — tang  <p'  cot  a. . . (i  i). 


a°.  L’équ.  (7)  donne  de  même  {voyez  n°  36o  et  équ.  3,  T.  I, 
p.  372). 

tang  A — tang  B sin  <p' — sin  9 tang  \(t>'  — <p)  *■  ■ 

tang  A + tang  B sin  <p'-+-  sin  Q tang  { {$'  -f-  ç>)  ’ 

1 , , sin  (A  — B) 

tang  ;(*-*)  = sT„-(yf  + 4 « («» 

Quand  on  connaît  deux  angles  A,B  et  le  côté  adjacent  c,  cette 
équ.  donne  if  et  <p'  (fig.  29)  : les  équ.  (11)  déterminent  ensuite 
a et  b. 

3°.  L’équ.. (6)  donne,  en  opérant  de  la  même  manière , 
tang  1 (6'— 6)  = tang  j {A+B).  tang  \ {A— B) . tang  j C. . . (i3). 

Lorsque  les  trois  angles  A,  B,  C,  sont  donnés,  cette  équ.  fait 
connaître  6 et  6';  on  a ensuite  les  côtés  a et  b,  en  résolvant  les 
triangles  A CD,  B CD , 


cos  b — cot  6 cot  A,  cos  o=cot  fl'  cot  B. . . . (i4) 
4°.  Enfin,  l’équ.  (8)  donne  de  même, 

, fi,_sin(«  — b) 

*an®  * (*  -ô)-ür(u-f-ïj 


cot  J C. 


(i5> 


Connaissant  deux  côtés  a, b,  et  l'angle  compris  C,  on  obtien- 
dra fl  et  ô',  puis  A et  B par  les  équ.  (i4). 

Les  équ.  que  nous  venons  d’établir  servent  à démontrer  les 
théorèmes  connus  sous  le  nom  d'analogies  de  Néper.  Égalons 
les  valeurs  (10)  et  (12)  de  tang  J (<pr  — ç)  ; nous  aurons  , à cause 
de  sin  2*=  2 sin  et  cos  et, 


tangi(a+&)-tangKa-£)= 
Or,  l’équ  (9)  donne 
D'où  (u°  36o) 


sini(^ — B)  cos  '-{A — B) 


.tangic...(i6) 


$\n'-{A+B)  xo&i{A-\-  B) 
sin  a — sinô  sin  A — sin  B 


sin  a -f-  sin  b 
tang  '-{a — b)  _ 

tang  i («  + *)’ 


” sin  A 4-siu  B' 
tang  ; {A  — B) 
"tang  fr(A-i-B)' 


Digitized  by  Google 


TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE.  285 

Multipliant  l’équ.  (16)  membre  à membre  par  cette  dernière, 
tous  les  facteurs  qui  ne  sont  pas  détruits  sont  au  carré  ; pre- 
nant la  racine,  il  vient 


et 


langea  — A)  = 
tangi  {a  + b)  = 


sin  \{A  — B) 
sin  (A  + B) 
cos  | {A  — B) 
cos^  (A -{-B) 


• tang  j c, 

• tang  ; c 


en  divisant  l’équ.  (16)  par  la  précédente. 

Égalons  les  valeurs  (i3  et  i5)  de  tang  ^ (»' — 6),  et  opérons  _ 
de  la  même  manière  sur  l’équ.  résultante , ce  qui  revient  à 
changer  A et  B ci-devant  en  a et  A,  et  réciproquement , puis  c 
en  C ; nous  avons 


tang ~ ( A — B)-. 
tang  ï (A+B)-. 


sin  \ (a  — A) 
sin  (a  -H  A) 
cos  | (a  — b) 
cos  '-(a  + A) 


. cot  \ O, 
. cot  ; C. 


Telles  sont  les  analogies  de  Néper  : on  s’en  sert  principale- 
ment pour  trouver  deux  côtés  a et  A d’un  triangle,  lorsqu’on 
connaît  le  3e  côté  c et  les  deux  angles  adjacens  A et  B (e'qu.  1 7); 
ou  bien,  pour  trouver  deux  angles  A et  B,  connaissant  les  deux 
côtés  opposés  a,  A,  et  l’angle  compris  C (équ.  18). 

Triangles  isosceles.  Soient  C et  B les  deux  angles  égaux 
d’un  triangle  isoscèle  (fig.  29  bis) , A et  c les  deux  côtés  égaux , A 
l’angle  du  sommet,  a la  base  ; l’arc  perpend.  qui  va  du  sommet 
au  milieu  de  la  base,  donne  deux  triangles  rectangles  symé- 
triques, dans  lesquels  on  trouve  les  relations  suivantes,  for- 
mées des  combinaisons  3 à 3 des  quatre  élémens  A , B , a,  A ; 
ces  équ.  font  connaître  l’un  quelconque  de  ces  arcs,  quand  on (*) 


(*)  Comme  tang  ^ c . cos  ^ ( A — B)  est  une  quantité  positive , il  faut  que 

tang  ^ (0  + é ) et  cos  ^ ( A + B ) aient  même  signe , d’où  l’on  couciut  que 

la  demi-somme  de  deux  angles  quelconques  est  toujours  de  la  meme  espèce  que 
la  demi-somme  des  deux  côtés  opposés , et  réciproquement. 
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a les  deux  autres.  Ainsi  , de  ces  quatre  parties  d’un  trian- 
gle sphérique  isoscèle,  l'angle  A du  sommet , la  base  a,  l’un 
b des  côtés  égaux,  et  l’un  B des  angles  égaux,  deux  étant  don - 


nés,  on  peut  trouver  les  deux  autres. 

sin  j a = sin  '-Asinb,.... 

(m) 

cos  b = cot  Æcot-i.ié 

(9) 

• 1 ,p 

tang  j a = tang  b cos  B ,.. .. 

(j>) 

cos  j A = cos  ÿ a sin  B , ... . 

M 

Des  problèmes  qui  ont  deux  solutions. 

647.  Tout  triangle  sphérique  résulte  de  la  section  d’une 
sphère  par  Dois  plans  qui  passent  au  centre.  La  figure  3t  a 
pour  base  le  cercle  KMK’ , et  représente  un  hémisphère  produit 
par  1 un  de  ces  plans  « les  deux  autres  plans  donnent  les  demi- 
circonférences  A Cm,  B CB *,  qu’on  voit  ici  en  perspective;  leurs 
plans  se  coupent  selon  le  rayon  CO-,  et  déterminent  le  triangle 
sphérique  ABC.  Les  arcs  CA,  Cm,  sont  supplémentaires;  l'an- 
gle A est  l’inclinaison  du  plan  A Cm  sur  la  base  KK! . En  me- 
nant le  plan  MCm,  par  le  rayon  CO,  perpendiculairement  à 
cette  base  KK',  puis  prenant  MA'  —MA , de  part  et  d’autre 
de  ce  plan  M Cm , on  obtient  un  deuxième  plan  A' Cm  symé- 
trique à ACm,  et  l'on  a 


ma  = met',  AC=A'C,  Cm=Ca,  A=A'=m  = m'.f" 

Si  l’on  lait  tourner  le  plan  ACtt  autour  du  rayon  CO , pour 
prendre  toutes  les  positions  CK , CB , Cf, ...  ce  plan  sera  per- 
pendiculaire à la  base  quand  il  coïncidera  avec  MCm-,  puis  , 
dans  l’ufie  quelconque  de  ses  positions,  il  formera  avec  la  base 
deux  angles  supplémentaires , l’un  en  - dessous , l’autre  en- 
dessus  de  ce  plan.  Les  arcs  CB,  CA,  Cf,...  croissent  en  s’é- 
cartant de  l’arc  perpend.  CM—ÿ,  qui  est  le  plus  petit  de  tous 
jusqu’à  l’arc  perpend.  opposé  Cm,  qui  est  le  plus  grand.  En 
effet,  le  triangle  rectangle  ACM,  où  CA  = b,  donne... 
cos  ACM=  cot  b tang  et  le  facteur  tang  4 est  constant. 

Quand  l’angle  A CM  est  devenu  de  90°,  comme  pour  l’arc 
CK,  dont  le  plan  est  perpend.  à MCm,  on  a cot  b = o,  et 


Digitized  by  Google 


TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE.  285 

l’arc  CK  = go”.  Le  plan  continuant  ensuite  de  tourner  ver» 
Ca! , cos  ACM  devient  négatif,  et  croit  ainsi  que  cot  b ; en  sorte 
que  l’arc  C*  continue  d’augmenter.  Tout  est  d’ailleurs  symé- 
trique des  deux  côtés  du  plan  MCm  ; ainsi  les  arcs  et  les  in- 
clinaisons seront  deux  à deux  égales,  pour  des  arcs  égaux 
MA  = MA' , savoir  CA  = CA' , angle  A = A'. 

En  tournant  ainsi,  le  plan  coupant  s’incline  d’abord  de  plus 
en  plus  sur  la  base  K MK",  en  devenant  CB,  CA,  CK,  car  le 
triangle  rectangle  ACM  donne  encore 

sin  4-  =sin  b sin  A, . . . . (16) 

équ.  dont  le  t'r  membre  est  constant,  et  où  sin  b va  d’abord 
en  augmentant,  comme  on  vient  de  le  dire  : ainsi  sinv4  décroît 
en  même  temps.  Mais  dès  que  le  côté  b atteint  90“  (alors  CB 
• devient  CK  = 90°  = MK),  sin  b diminue;  donc  sin  A aug- 
mente, et  l’angle  A aigu  à la  base,  a pris  sa  moindre  valeur  au 
point  K,  et  commence  à croître.  Ce  point  K est  le  pôle  de  la 
demi— circonférence  MCm  ; l’angle  K est  mesuré  par  l’arc 
CM  = 4>  = K , ou  de  l’autre  côté  du  plan  coupant , par 
Cm  =.  1800—  4- 

On  voit  donc  que  tous  les  arcs  partant  de  C (fig.  3i)  pour 
aboutir  en  quelque  point  de  la  base  demi-circulaire  KM  K' , 
sont  <90°;  tandis  que  les  autres  qui  vont  en  KmK'  sour>go°, 
et  que  CK  — CK'—  90°.  De  plus^  CM—  4»,  et  Cm— i8o°— J, 
(valeurs  de  que  donne  l’équ.  16)  sont  les  limites  entre  les- 
quelles ces  arcs  CA  sont  renfermés.  Plus  un  arc  approche  de 
CM,  et  plus  il  est  petit;  plus  il  approche  de  Cm,  plus,  au 
contraire , il  est  grand. 

L’inclinaison  des  plans  sur  la  base,  de  90°  qu’elle  est  en 
MCm,  diminue  en  prenant  les  positions  CB,  CA.. . . jusqu’en 
CK  où  elle  devient  K = 4'  ; puis  elle  croît  de  K vers  m,  jus- 
qu’à redevenir  dego°  en  Cm.  L’angle  est  aigu  du  côté  de  CM, 
mais  il  est  obtus  du  côté  de  Cm,  ces  derniers  angles  étant 
supplémens  respectifs  des  premiers  : tous  ces  angles  obtus 
so>nt<  180°  — 4/. 

Enfin,  tout  est  symétrique  de  part  et  d’autre  de  MCm,  en 
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sorte  que  pour  deux  arcs  égaux  MA  et  MA' , les  inclinaisons 

de  CA,  CA'  sont  égales,  et  ces  arcs  sont  égaux. 

D’après  cela,  il  est  aisé  de  reconnaître  si , pour  un  triangle 
quelconque  BCA , B1  CA,  l’arc  CM  perpendiculaire  sur  la 
base  AB,  tombe  au-dedans  ou  au-dehors  de  ce  triangle,  et 
l'on  vérifie  les  corollaires  donnés  n°64i,  relatifs  aux  grandeurs 
des  côtés  et  des  angles  des  triangles  rectangles. 

Les  problèmes  qui  ont  des  solutions  doubles,  et  qu’on -a 
coutume  d’appeler  cas  douteux,  sont  ceux  où , parmi  les  don- 
nées , il  y a un  côté  et  l’angle  qui  lui  est  opposé,  ce  qui  arrive 
dans  deux  problèmes  3°  et  4°,  p. 

648.  iHCas.  On  donne  deux  côtés  a et  b,  et  l’angle  opposé  B» 
Coupez  l’hémisphère  KMK'  (fig.  3t)  par  un  plan  AC*,  pas- 
sant par  le  centre  O,  et  qui  soit  incliné  de  l’angle  A sur  la 
base;  puis  prenez  AC— b-,  C sera  le  sommet  du  triangle,  le- 
quel doit  être  fermé  par  un  arc  ÇBx=.a,  de  grandeur  connue. 
Analysons  ces  conditions.;-- 

Supposons  d’abord  que  l’angle  A soit  aigu,  CA  — b est  l’ün 
des  côtés  du  triangle  que  ferme  le  côté  a qui  doit  tomber 
dans  la  région  *Â MA,  puisque  si  le  côté  a tombait  comme 
Cf,  Cm  , . . . . le  triangle  CAf,  CA*  , au  lieu  de  l’angle 
aigu  A,  aurait  celui  qui,  de  l’autre  côté  du  plan  CA,  en  est  le 
supplément.  Ce  côté  terminal  a,  partant  du  sommet  C,  doit 
donc  se  rendre  en  quelque  point  de  l’arc  AM  A'*.  Les  arcs,  tels 
que  CB,  CB'  sont  deux  à deux  égaux  et  autant  inclinés  sur  la 
base,  lorsqu’ils  vont  en  des  points  B,  B',  à égale  distance 
de  M.  Prenons  MA!  — MA,  MB'  — MB,  les  arcs  seront 
CA'  — CA  = b,  CB'  ~ CB  — a. 

Or,  si  le  côté  a est  <Cb,  a tombe  dans  l’angle  Â CA, comme 
CB,  CB' , et  l’on  a deux  triangles  BCA,  B' CA,  composés 
des  trois  élémens  donnés  A,  b et  a,  c’est-à-dire  deux  solu- 
tions du  problème.  Alors  l’un  des  angles  B à la  base  est  obtus, 
l’autre  B'  est  aigu.  Au  contraire,  si  a>ô,  l’arc  a tombe 
comme  Cf , et  le  triangle  ACf  est  le  seul  qui  réunisse  les 
trois  éléinens  donnés , attendu  que  l’arc  Cf,  symétrique  à Cf, 
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sc  trouve  exclus,  comme  e'tant  situé  au-dessus  du  plan  CA.  Il 
n’y  a donc  qu’une  solution,  et  l’angle  B du  triangle  A Cf  est 
aigu  en  f , ainsi  que  b.  Enfin,  quand  le  côté  a>CW=i8o° — b, 
l’arc  a tombe  comme  CB ",  en-dessus  du  plan  AC&,  et  il  n’jr  a 
aucune  solution  possible. 

Dans  tout  ceci,  l’arc,  b < 90°,  puisqu’on  a pris  CA  =b  : 
mais  si  l’on  avait  b = Cet  90°,  et  que  le  côté  a tombât 
comme  CB  ou  CB' , on  aurait  encore  deux  solutions  BG*,B'C«, 
ayant  à la  base,  l’un  l’angle  B aigu,  l’autre  l’angle  B'  obtus  : 
tandis  qu’on  n’en  aurait  qu’une  seule  «C f',  si  ce  côté  a tombait 
en  Cf  dans  l’espace  A'  C»,  avec  un  angle  f obtus  aussi  bien 
que  b ; enfin,  il  n’y  aurait  aucune  solution,  si  ce  côté  a tom- 
bait en  CB'“  au-dessus  du  plan  AC». 

Ainsi,  quand  l’angle  A est  aigu,  b étant  > ou  <^go°,  il  n’y 
a qu’une  solution,  lorsque  le  côté  b tombe  dans  l'espace aCA', 
c’est-à-dire  quand  la  valeur  de  l’arc  a est  entre  b et  180° — b : 
et  alors  l’angle  à la  base  est  aigu  ou  obtus  avec  b : hors  de  ces 
limites,  il  y a deux  solutions,  ou  il  n’v  en  a aucune;  deux,  quand 
a tombe  sur  l’arc  AM  A’,  circonstance  où  a<  90°  ; aucune, 
quand  a tombe  sur  l’arc  »m »,  ou  a>  90°. 

Venons-en  maintenant  au  cas  où  Vangle  A est  obtus,  cas  on 
le  côté  a qui  ferme  le  triangle  , en  partant  de  C,  doit  être  au- 
dessus  du  plan  »CA,  tels  que  Cf  CB" . . . Le  même  raisonne- 
ment montre  que  si  a = C»  > 90°,  et  si  le  côté  terminal  a 
tombe  dans  l’espace  aC »,  il  y a deux  solutions,  telles  qu  eaCB",  v 
»CB ",  ayant  à leur  base,  l’une  un  angle  B"  aigu,  l’autre  un 
angle  B"  obtus  : qu’z7  n’y  en  a qu’une  seule  KG»,  quand  ce 
côté  a tombe,  comme  ci-devant,  dans  l’angle  » CA , l’angle  K 
à la  base  étant  aigu  ou  obtus  en  même  temps  que  b ; et  enfin 
qu’il  n’y  enapas  de  possible,  lorsque  a tombe  sur  l’arc  A’ MA. 
On  opérera  de  même  pour  le  cas  de  a ■=  CA  < go°. 

Que  l’angle  A soit  aigu  ou  obtus,  on  voit  donc  que  la  solu- 
tion est  unique,  quand  le  côté  terminal  a,  opposé  à l'angle 
donné  A,  a sa  valeur  entre  b et  1800 — b : hors  de  ces  limites, 
la  question  admet  deux  solutions  ou  aucune  ; deux , quand  A 
et  a sont  de  même  espèce  (ensemble  ]>  ou  < 90°),  et  aucune, 
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lorsque  ces  arcs  sont  d’espèces  différentes.  Et  s’il  n’y  a qu’une 
solution , B et  b sont  de  même  espèce.  Or,  on  sait  (n°  644)  que 
la  perpend.  abaissée  du  sommet  C sur  la  base  c,  tombe  au- 
dedans  ou  au  dehors  du  triangle  (cé  que  d’ailleurs  on  recon- 
naît bien  sur  la  6g.  3i),  selon  que  les  angles  A et  B à la  base, 
sont  d’espèces  semblables  ou  différentes  ; donc  dans  les  équ. 
c=ç±(p',  C — t ± 6',  on  prendra  le  signe  -(-  quand  les  arcs  A 
et  b seront  de  meme  espèce , et  — dans  le  cas  contraire , condi- 
tion qui  détermine  la  solution.  L’analyse  du  troisième  cas 
du  n°645  estainsi  complétée,  puisqu’on  sait  quelle  est  celle  des 
deux  solutions  qu’on  doit  admettre. 

Donc  lorsqu’on  aura  un  triangle  à résoudre , connaissant 
deux  côtés  a , b et  un  angle  opposé  B , on  comparera  a à b et 
à i8o° — b;  si  a est  Cune  de  ces  limites,  ou  compris  entre  elles, 
il  ri y a qu’une  seule  solution  y B et  b sont  de  même  espèce  y C 
et  c seront  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  segmens,  selon 
que  les  arcs  A et  b seront  d’espèces  semblables  ou  diffé- 
rentes. Hors  de  ces  limites , on  a deux  solutions,  quand  A et  a 
sont  de  même  espèce,  et  aucun  triangle  n’est  possible  dans  le 
cas  contraire. 

Observez  que  la  moindre  et  la  plus  grande  valeurs  que  le 
côté  terminal  a puisse  recevoir  sont  CM  e t Cm,  l’une^,  l’au- 
tre i8o°  — -4  > s*  a n’était  pas  compris  entre  ces  limites , c’est- 
à-dire  entre  les  deux  valeurs  supplémentaires  de  4-  que  donne 
l’équ.  (16),  p.  285,  le  problème  proposé  serait  absurde,  parce 
qu’on  ne  pourrait  former  aucun  triangle  avec  les  trois  élémens 
donnés^,  b et  a.  Au  reste , ce  cas  n’exige  pas  de  calcul  spécial 
pour  être  reconnu,  attendu  qu’il  se  manifeste  de  lui-même 
par  une  opération  impraticable. 

64g-  2e  Cas.  On  donne  deux  angles  A et  B,  avec  un  côté  op- 
posé b. 

En  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  arriverait  à une  con- 
séquence qu’on  obtient  plus  facilement  par  la  considération  du 
triangle  supplémentaire  A' B'C  (6g.  26,  n#  63g).  O11  y connaît 
les  côtés  a = 1800 — A,  b'=i8o° — tf,et  l’angle  B'=  1800 — b, 
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et  il  suit  de  ce  qu’on  vient  de  dire  que  ces  éle'rnens  appartien- 
nent à deux  triangles  dont  un  seul  convient  à la  question , 
quandô’,  côté  opposé  à l’angle  B',  estcompris  entre  a'  et  1 8o°-a'  ; 
ou,  ce  qui  équivaut,  quand  B est  entre  A et  180“ — A (en  re- 
tranchant chaque  arc  de  180°).  Alors  A et  a doivent  être  de 
même  espèce  ; Cet  c seront  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  . 
segmens , selon  que  les  arcs  A et  b seront  d’espèces  semblables 
ou  différentes. 

Ainsi  lorsqu'on  voudra  résoudre  un  triangle  où  A , B et  b se- 
ront donnés,  on  comparera  B A A cl  à 1800 — A;  si  B est  l’un  de 
ces  arcs , ou  intermédiaire  entre  eux  , il  n’y  aura  qu’une  seule 
solution  ; A et  a seront  de  même  espèce;  dans  les  équations 
C = Ô :±:  fl',  c=ç±<p',  on  prendra  le  signe  -j-  quand  les  arcs  A 
et  b seront  de  même  espèce , et  — dans  l’autre  cas , ce  qui  ap- 
prendra quelle  est  celle  qu'on  doit  adopter  ou  rejeter  des  deux 
solutions  que  donne  le  calcul  n°645,  4°.  Hors  de  ces  limites,  il  y 
a deux  solutions,  quand  B et  b sont  de  même  espèce,  et  aucune 
lorsque  ces  arcs  sont  d’espèce  différente. 

En  outre,  l'angle  B doit  être  compris  entre  les  deux  valeurs 
supplémentaires  de  4-  données  par  l’équ.  (16);  car  sans  cela, 
on  ne  pourrait  former  aucun  triangle  avec  lés  données,  et  le 
problème  serait  absurde. 

65o.  Quand  le  triangle  est  rectangle,  CM  ou  Cm  (fig.  3i)  est 
l’un  des  côtés,  et  si  l’on  donne  un  angle  et  un  côté  opposé,  il  y 
a deux  solutions  qui  se  réduisent  à une  seule  dans  certains  cas.  ' 

i°.  Étant  donnés  l’hypoténuse  a et  un  côté  b,  trouver  l’an- 
gle opposé  B?  L’équ.  (/i),  p.  372,  fait  connaître  B par  un 
sinus,  qui  répond  à deux  arcs  supplémentaires.  De  meme, 
étant  donnés  l’hypoténuse  a et  l’angle  B,  trouver  le  côté  op- 
posé bl  La  même  équ.  donue  deux  arcs  supplémentaires 
pour  le  côté  opposé  b.  Mais  dans  ces  deux  cas , on  n’admet 
qu’une  seule  solution  , parce  que  les  deux  arcs  CA  ou  CA'  qui 
ferment  le  triangle  CM  A,  CM  A' , sont  symétriques  : ainsi  B 
et  ôsont  de  même  espèce  et  il  n’y  a plus  d’indécision. 

20.  Étant  donnés  un  côté  b de  l’angle  droit  et  l’angle  op- 
posé B , la  troisième  partie  cherchée  admet  deux  valeurs  : car 
T.  H.  ,0 
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si  l’on  demande  l’hypoténuse  a,  l’e'qu.  (n)  donne  sin  a ; si  Von 
cherche  le  troisième  côte'  c,  l’équ.  (r)  donne  sin  c • enfin, 
pour  trouver  l’angle  C adjacent  au  côté  connu  b,  l’équ  (s) 
donne  sin  C.  Ainsi  l’inconnue  reçoit  deux  valeurs  supplé- 
mentaires pour  l’arc  correspondant  à chacun  de  ces  sinus. 

65i.  Voici  quelques  applications  numériques. 

I.  Soient  a — i33°  19',  b = 5y°28',  A = 45°23'.  Le  triangle 
est  impossible,  parce  que  a n’est  pas  entre  5y0a8'  et  son  sup- 
plément 1 22*32’,  et  qu’en  outre  A et  a ne  sont  pas  de  même 
espèce. 

II.  Il  en  faut  dire  autant  si  l’on  a A = 120*,  B = 5i°, 
0=101°;  car  on  trouve  que  B n’est  pas  entre  120°  et  6o°,  et 
que  B et  b ne  sont  pas  de  même  espèce. 

III.  Soient  ô = 4o°  o'  io",  a=5o°  10'  3o",  A = fo0 1 5' 1 4“ 
il  n’y  a qu’une  solution,  attendu  que  a est  entre  b et  180“ — b ; 
B est  < 90°,  et  l’arc  perpend.  abaissé  du  sommet  tombant 
dans  le  triangle,  <p  et  $ sont  positifs  ; c est  la  somme  de  ces  arcs. 
Le  calcul  des  équ,  (1 , 5 et  3),  page  280,  donne 

tang  b. . . .T,ga38563  cos  a....  T. 8064817 

cos  A. . ..T.869333o  cos  f ....  T,  939147'  *'  — 4444.50 

tang  p. . . .T.7931893  cos  b.- — T.8842Î6Î  c = 76. 35. 36 

co»  p...  T . 85 1 3ç)î5 

Pour  trouver  l’angle  C du  sommet , les  équ.  (2,  8 et  4)  donnent 

cos  b. . . .T.884a363  tang T.ga38563  8 = 55°  9' 5g' 

tang  A. . .T.g583o58  cot  a 7.9211182  8' = 66.26.21 

col  fl  ... .ï. 8425421  cos  8 7-756;85i  C = 121. 36. 20 

cos  8'. ..  .'.7. 8017596 

Enfin  , la  règle  des  quatre  sinus  ( p.  271  ) donne  B = 34°.5’3“. 

IV.  Pour  />’  = 42°  |5'  i4',^=i2t°36'2o’,ô  = 5o°io'3o% 
on  a deux  solutions , parce  que  B n’est  pas  compris  entre  A et 
son  supplément,  et  que  B et  b sont  de  même  espèce.  Les  équ. 
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(2,  6 et  9)  conduisent  aux  calculs  suivans. 


cos  4.... T. 806481 7 cos  B... 

7.8693340  sin  4... 

.7.8853636 

tang  A. . .0.2108864 — sin  S... 

T.84o6a63—  sin  A... 

.7.9303745 

cot  9 0.0173681 — eosA... 

— T. 7 ig388o — sin  B. — 

7.S276379 

ô=— 43°5i'i6“  sin  fl'.. 

..  7.9905712-!-  sin  a.. . 

7.9880002 

fl'=  78.  6.19  ou 

...ioi»53'4i"  a= 

76°35'36’' 

C=  3-4  - 1 5 . 3 ou  C = 

58.2.a5  ou  = 

103.24.24 

tang  4 0.0788818 

cot  B.. .0. 0416956 

O 

cos  A T,  7 193874  * 

tang A.  .0.2108873  — 

6 

tangt 7. 7981692  — 

sin  <f  . . .T.7259905  — . 

9 = — 3a°8'5o" 

sin  qf. . j7. 9785734  ■+■ 

) <*'=  72-9-  0 ou 

c = 40.0.10  ou 

....  c = 75.42.10 

L’une  de  ces  deux  solutions  reproduit  le  triangle  précédent;  (‘lie  ost/(,'A' 
(ttg.  3 1 ) ; l’autre  est  y CA'. 


Y.  Connaissait  les  trois  côtés,  trouver  un  angle  ? 


a r= 
h ~ 

76°35'36"  sin . . . 
5o.jo.3o  sin... 
4o.  0. 10 

. T.g8800o8 
..  T.  83536)6 

les  autres  élémens  du 
triangle  sont  : 

' Il  ^ « 

Il  11  II  il 

166.46.16 
83.23  . 8 
6.47-32  sin.. 
33.i2.38  sin.. 

—7.8733644 

. 7.0738716 
. 7. 7385565 

A = i2i°36'  19"8 
B — 4*.i5.i3,7 
O — 34.  >5.  2,8 
4.  = 4°.5i.  3,d 

sin» . 

..  2,9380637 

<;,  4/,  fl,  6'  sont  donnés 

- c = 

3 

17.  7.31,4  si"  ■ 

. . 7.4690318 

ci-dessus , le  triangle 

c = 

34. >5.  2,8. 

étant  ici  le  même. 

Nous  terminerons  la  trigonome'trie  sphérique  , en  donnant 
tous  les  élémens  d’un  triangle  sphérique,  comme  exercice  de 
calcul;  car  connaissant  tous  les  élémens  du  triangle,  on  y 
prendra  à volonté  trois  de  ces  élémens  pour  données , et  le 
calcul  devra  reproduire  les  trois  autres. 


«9* 
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Arcs. 

Log.  sin. 

Log.  cos. 

Log.  tang. 

A — iai°36'  I9"8t 
B = 4a.i5.i3,66 
C = 34.  i5.  2,76 
a = 76.35.36,0 
b — 5o.io.3o,o 
c — 4°.  0.10,0 
— — 3a.  8.5o,o 
<f'=  P-  9-  o»o 

fl  =—43  5i . 16,2 

fl'  = 78.  6.19,0 

T. 9302747  * 

7.8276379 

T.7503664 

t. 9880008 
t.8853636 
7. 8080926 
7.7759905  — 

7 -978574» 
7.8406263  — 

T. 9905733 

7.7193874  — 
7.8693336 
7.91728C0 
7.3652279 

7.806.4817 

T. 8842363 
7.9277212 
7.4864674 
7.8579964 
7.3141076 

0.2108873  — 
T.9583o43 
7 . 833o8o4 
0 . 6227729 
0.0788819 
f.  9238563 
7.7982693  — 
0.4921067 
7.9826249  — 
0.6764667 

On  a pour  l'arc  perpendiculaire 
4 = 4o.5i.  3,o  | t.8i56388 

7.8787602 

' 

7.9368787 

II.  SURFACES  ET  COURBES  A DOUBLE  COURBURE. 


Principes  généraux. 

t , 

652.  Pour  fixer  ( fig.  3aJ  la  position  d’un  point  M dans  l'es- 
pace, on  conçoit  trois  axes  Ax,  Ay , Az,  que  nous  supposerons 
rectangulaires  pour  plus  de  facilité,  et  les  plans  zAx,zAy,xAy , 
qui  passent  par  ces  lignes  ; puis  on  donne  la  distance  PM,  ou 
z = c,  de  ce  point  à sa  projection  P sur  l'un  de  ces  plans, 
ainsi  que  cette  projection , et  par  conséquent  les  coordonnées 
AN , AS  du  point  P,  o\ix  — a,y  = b : les  données  a,  b et  e 
ne  sont  autre  chose  que  les  distances  MQ , MR,  MP  à ces 
trois  plans;  ces  droites  achèvent  le  parallélépipède  QN. 

En  considérant  qu’outre  l’angle  trièdre  zAxy , les  trois  plans 
coordonnés  forment  sept  autres  trièdres , on  verra  bientôt  que 
la  position  absolue  du  point  M dans  l’espace  n’est  fixée  par  les 
longueurs  de  a,  b,  c,  qu’autant  qu’on  introduira  les  notions 
sur  les  signes  ( n°  34°).  Ainsi , au-dessous  du  plan  xAy,  conçu 
dans  son  étendue  indéfinie,  les  z sont  négatifs;  si  le  point  est 
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à gauche  du  plan  zAy,  vers  x , S est  négatif;  y l’est  en  arrière 
du  plan  zax. 

653.  Imaginons  une  équ.  entre  les  trois  coordonnées  x,y,  z, 
telle  que  f[x,y,  z)  = o ; elle  sera  indéterminée.  Prenons,  pour 
deux  de  ces  variables , des  valeurs  quelconques  x — a = AN, 
y = b=PN  (fig.  3a)  ; notre  équ.  donnera,  pour  z,  au  moins 
une  racine  z = c.  Si  c est  réel,  on  élèvera  en  P la  perperid- 
PM—c  au  plan  yAx,  et  le  point  M de  l’espace  sera  ainsi  dé- 
terminé. Changeant  de  valeurs  pour  les  arbitraires  x etj'jC.-à-d. 
prenant  à volonté  des  points  P sur  le  plan  xAy,  on  tirera  de 
l’équ.  autant  de  valeurs  de  z ; tous  les  points  M,  ainsi  obtenus , 
seront  sur  une  surface,  qu’on  forme  en  les  unissant  par  la  pen- 
sée, et  établissant  entre  eux  la  continuité  : cette  surface  sera, 
par  ex. , un  cône , un  cylindre , une  sphère  ; f(x , y,  z)  s=o  sera 
l’ équation  de  la  surface  , parce  qu’elle  en  distingue  les  divers 
points  de  tous  ceux  de  l’espace.  Si  z a plusieurs  racines  réelles, 
la  surface  aura  plusieurs  nappes  ; et  si  z est  imaginaire , la  per- 
pend.  indéfinie  élevée  en  P au  plan  xy  ne  la  rencontrera  pas. 

Si , aprèsavoir  pris  une  valeur  fixe  dey,  telle  que y—b=zAS, 
on  fait  varier  x , l’ordonnée  PM—z  se  mouvra  suivant  SP 
parallèle  au  plan  xz,  et  les  variations  correspondantes  qu’elle 
éprouvera  seront  déterminées  par  f{x,  b,  z)=o,  qui  est  par 
conséquent  l’équ.  de  l’interseetion  de  la  surface  parle  plan  SM, 
entre  les  deux  coordonnées  a:  et  z,  comptées  dans  le  plan  QMPS- 
De  même,  en  faisant  x—a,  ou  z = c,  on  a les  intersections 
de  la  surface  par  des  plans  MN,  ou  QR , parallèles  aux  yz  ou 
aux  xy. 

z=o  est  visiblement  l’équ.  du  plan  xy,z  — c celle  d’un  plan 
qui  lui  est  parallèle  , et  en  est  distaut  de  la  quantité  c ; x=  o 
est  l’équ.  du  planez,  x = a est  celle  du  plan  qui  lui  est  paral- 
lèle , mené  à la  distance  a. 

’ .*• 

654-  De  triangle  rectangle  AMP  donne  z’  -f-  AP*  — AM*  ; 
et  comme  on  tire  de  APN,  AP'  = x1  ■+•  y1,  on  a 

en  faisant  A M = R.  Donc,  i°.  la  distance  d’un  pointa  l'origine 
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est  la  racine  des  carrés  des  trois* coordonnées  de  ce  point.  2°.  Si 
x,  y et  z sont  variables,  cette  équ.  caractérisera  tous  les  points 
de  l’espace  dont  la  distance  à l’origine  est  la  même  et  = R: 
c’est  donc  réquation  de  la  sphère  qui  a R pour  rayon  et  le 
centre  à l’origine. 

Soient  deux  points , l’un  N (x,  y,  z),  l’autre  M(x' , y ,z) 
(fig.  33),  n et  m leurs  projections  sur  le  plan  xy,  mn  est  celle 
de  la  ligne  J/A’=  R.  Or  (n°  3<j3),  on  a 

mn2  =(*  — x'y  + O— y )*• 

Déplus,  MP,  parâllèle  à mn,  forme  le  triangle  MNP  rec- 
tangle en  P ; d’où  MN*—MP‘-{-PN*—mn2-±PN'1  ; et  comme 
PN =Nn  — Mm  — z — z',  on  a 

<x — *y  -Hr— y )•+(*- *r = «*  « 

R est  la  distance  entre  les  points  ( x,jr , z),  (x',  y,  z')  (*)  ; et  si 
l’on  regarde  x,  y,  z comme  des  variables,  celle  équation  est 
celle  d’une  sphère  de  rayon  R,  et  dont  le  centre  est  situé  au 
point  M(x’,y,z'). 

655.  Concevons  une  surface  cylindrique  droite  à base  quel- 
conque (n°  287)  ; cette  base  est  une  courbe  donnée  sur  le  plan 
xy  par  son  e'qu. y" (1,  7)  =r  o.  En  attribuant  à x et  y des  va- 
leurs qui  satisfassent  à cette  équ.,  le  point  du  plan  xy  que  ces 
coordonnées  déterminent,  est  un  de  ceux  de  la  courbe  qui 
sert  de  base  au  cylindre  ; la  perpcnd.  z indéfinie , élevée  en  ce 
point  au  plan  xy,  est  une  génératrice  de  ce  corps  ; ainsi , quel* 
que-valeur  qu’on  attribue  à z,  l’extrémité  de  cette  perpead. 


(*)  Comme  mB,  nC  ( fig.  33  ) parallèles  & Ay,  donnent  BC=  x — f'  = la 
projection  de  JflV  sur  l’axe  des  x , on  voit  que  la  longueur  d’une  ligne  dans 
l’espace  est  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  les 
trois  axes. 

On  a aussi  MP  = JfiV.  cos  iVAI P ; donc  la  projection  mn  est  le  produit  de 
la  longueur  projetée  par  le  cos.  de  l’inclinaison;  et  réciproquement  une 
ligne  dans  l’espace  est  le  quotient  de  sa  projection  sur  un  plan  divisé  par  le 
cosinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  ce  plan.  Ces  théorèmes  s’étendent  aussi 
aux  aires  planes  situées  dans  l’espace.  ( Voyez  n°  793.  ) 
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sera  sur  la  surface  du  cylindre , en  quelque  point  qu’on  la  ter- 
mine. Donc  l’équation  de  la  surface  d’un  cylindre  droit  est  celle 
de  sa  base  , oof{x,y)  — o. 

Si  la  génératrice  du  cylindre  droit  est  perpend.  au  plan  des 
xz,  l’équ.  de  cette  surface  est  celle  de  la  base  tracée  sur  ce 
plan,  etc. 

Le  même  raisonnement  prouve  que  l’équ.  d’un  plan  perpend. 
à l’un  des  plans  coordonnés  est  celle  de  sa  Trace  sur  celui-ci , 
c.-à-d.  de  la  ligne  d’intersection  de  ces  deux  plans.  Soit  donc 
AB—u{  fig.  33  bis),  a==tang  CBI.  xe=.az-\-  a,  qui  est  l’équ.  de 
la  ligne  BC  sur  le  plan  zAx,  est  aussi  celle  du  plan  FEBC, 
perpend.  à zAx,  et  menée  suivant  BC. 

656.  Soient  M—o,  N — o , leséqu.  de  deux  surfaces  quel- 
conques ; chacune  de  ces  équ.  distingue  en  particulier  ceux  des 
points  de  l’espace  qui  appartienent  à la  ligne  suivant  laquelle 
ces  surfaces  se  coupent.  Donc,  un  point  est  déterminé  par  trois 
équations  entre  x,  y,  r,  qui  sont  les  coordonnées  de  ce  point j 
une  surface  par  une  seule  équation  j une  courbe  en  a deux,  qui 
sont  celles  des  surfaces  qui,  par  leur  intersection  , déterminent 
cette  ligne.  Comme  il  y a une  infinité  de  surfaces  qui  passent 
par  une  ligne  donnée , on  sent  qu’une  même  courbe  dans  l’es- 
pace aune  infinité  d’équations. 

Si  l’on  élimine  z entre  M—O,  N—o,  on  trouvera  une  équ. 
P=o  en  x et^"  ; ce  sera  celle  d’un  cylindre  droit , qui  coupe 
nos  deux  surfaces  suivantla  courbedont  il  s'agit,  et  aussi  l’équ. 
de  la  projection  (n°  272)  de  cette  courbe  sur  le  plan  xy.  De 
même,  en  éliminant^,  on  aura  l’équ.  Ç)  = ode  la  projection 
sur  le  plan  xz,  ou  du  cylindre  projetant;  P — 0,  Ç=o,  sont 
les  équ.  de  nos  deux  cylindres,  qu’on  peut  substituer  aux  sur- 
faces données;  ce  sont  les  équ.  des  projections  de  notre  courbe, 
et  celles  de  la  courbe  même  : donc,  on  peut  prendre  pour  équ. 
d'une  courbe  les  équ.  de  ses  projections  sur  deux  des  plans 
coordonnés. 

657.  Appliquons  ces  principes  à la  hgue  droite.  Nous  pren? 
drons  pour  ces  équ.  celles  de  deux  plans  quelconques  qui  la  < 
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contiennent  ; mais  il  sera  convenable  de  préférer  ceux  qui  four- 
nissent des  résultats  plus  simples.  L'axe  des  z a pour  équations 
ar=o,  y—o,  qui  sont  celles  des  plans  yz  et  xz.  De  même 
xx=«,  y=fi,  sont  les  e'qu.  d’une  droite  PM  (fig.  3a)  paral- 
lèle aux  z , et  dont  le  pied  P , sur  le  plan  xy,  a pour  coordon- 
nées x=m,  y—  i 8.  On  raisonnera  de  même  pour  les  autres 
axes  ; x = o,  z — o sont  les  équ.  de  celui  des  y,  etc. . . . 

Soit  une  droite  quelconque  EF,  dans  l’espace  (fig.  33  bit)  ; 
conduisons  un  plan  FEBC  perpendiculaire  au  plan  xz  -,  BC  en 
sera  la  projection  sur  ce  plan  (n°  9.7a).  De  même  Ou  projettera 
EF  en  HG  sur  le  plan  yz-,  les  équ.  de  ces  projections,  ou  des 
plans  projetans , sont  celles  de  la  droite  EF,  ou 

x = az-f-«,  » j f-  . «JJ»  ' 

y=bz-\-0:  • 

11  sera  aisé de  voir  que  <tet/3  sont  les  coordonnées  AB  ,AG,  du 
point  E où  la  droite  EF  rencontre  le  plan  xy , et  que  a et  b 
sont  les  tangentes  des  angles  que  ses  projections  BC,  HG  font 
avec  l’axe  Az.  En  éliminant  z,  on  obtient  l'équ.  de  la  projec- 
tion sur  le  plan  xy,  > ■ 

ay  z=.bx ab  — b ». 

658.  Si  la  droite  EF  (fig.  33  bit)  passe  par  un  point  donné 
F(x\  y,  s) , les  projections  Cet  LT  de  ce  point  «ont  situées  sur 
celles  de  la  droite;  donc  les  équ.  sont(n°  36g)  : 

x — x'—a{z  — z'), 
y—y=b{z  — z'). 

On  trouvera  aisément  les  valeurs  de  a et  A lorsque  la  droite 
doit  passer  par  un  second  point  (pc’ , y",  z"). 

Quand  la  droite  passe  par  l’origine  A , ses  équations  sont 

x — az,  y — bz. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  projections  de  deux  droites  paral- 
lèles sur  le  même  plan,  sont  parallèles  (n°  268);  doue  les  équ. 
de  ces  lignes  doivent  avoir  pour  z les  mêmes  coefficiens  a et  b , 
et  différer  seulement  par  les  valeurs  des  constantes  a et/3. 
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Équations  du  Plan,  du  Cylindre,  du  Cône , etc. 

659.  Quelles  que  soient  les  conditions  qui  de'terrninent  la 
nature  d’une  surface  , elles  se  réduisent  toujours,  en  dernière 
analyse, à donner  la  loi  de  sa  génération,  qui  consiste  en  ce 
qu’une  courbe  Génératrice,  variable  ou  constante  de  forme , 
glisse  le  long  d’une  ou  plusieurs  lignes  données,  qu’on  nomme 
Directrices . L’équ.  de  la  surface  engendrée  s’obtient  en  raison* 
nant  ici  comme  au  n°  462  ; nous  allons  en  donner  divers  exem- 
ples , en  commençant  par  le  plan. 

Un  plan  DC  (fig.  34)  est  engendré  par  une  droite  EF,  qui 
glisse  sur  deux  autres  qui  se  croisent  : les  traces  BC,  BD  de  ce 
plan  sur  ceux  de  xz,  yz,  se  rencontrent  en  B sur  l'axe  des  2, 
et  ont  pour  équations , savoir  , 

BC. ..y  = o,  z = Ax-\-C, 

BD. ..X  — 0,  z=zBy^-C,..  (1), 

en  faisant  AB  = C.  La  trace  BC,  glissant  parallèlement  le 
long  de  BD,  engendre  ce  plan  BDC-  c’est  ce  qu’il  s’agit  d’ex- 
primer par  l’analyse. 

Soit  EF  une  parallèle  quelconque  à BC,  dans  l’espace;  le 
plan  projetant  EH  IF  sera  parallèle  à zx,  HI  le  sera  à Ax.  La 
projection  de  EF  sur  le  plan  zx  le  sera  à BC\  en  sorte  que  les 
équations  de  EF  seront  ‘ ' \ 

y—*,  i = Ax+fi...  (2). 

Pour  avoir  le  lieu  E de  l’intersection  de  EF  avec  la  directrice 
BD,  éliminons  x,  y et  z entre  les  quatre  équations  (1)  et  (2) , 
il  viendra  l’équation  de  condition 

fi-Ba  + C...  (3), 

qui  exprime  que  les  lignes  BD  et  EF  se  coupent.  Si  donc  on 
donne. à a.  et  fi  des  valeurs  qui  y satisfassent,  on  sera  sûr  que 
les  e'qu.  (2)  seront  celles  de  la  génératrice  dans  une  de  ses  po- 
sitions. Concevons  donc  qu’on  mette  dans  (2)  pour  fi  sa  valeur 
B*- f-  C,  ces  équ.  seront  célles  d’une  génératrice  quelconque, 
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dont  la  position  dépendra  de  la  valeur  qu’on  attribuera  à l’ar- 
bitraire «.  On  en  conclut  que,  si  l’on  élimine  « entre  elles, 
c.-à-d.  a et  Rentre  les  trois  équ.  (2)  et  (3),  l’équ.  résultante 

z = Ax  By  -f-  C , 

est  celle  du  plan,  puisque  x,  y et  z représentent  les  coordon- 
nées des  divers  points  d’une  génératrice  quelconque. 

C'est  le  s à l’origine,  ou  AB  ; A et  B sont  les  tangentes  des 
angles  que  font  avec  les  axes  des  x et  des  .y  les  traces  BC,  BD 
du  plan  , sur  ceux  desxz  et  des^s. 

Si  l’on  fait  varier  Cseul,  le  plan  se  meut  parallèlement,  parce 
que  ses  traces  demeurent  parallèles  (n°268).  Donc 
i°.  Toute  équation  du  1"  degré  est  celle  d’un  plan  ; 

2°.  Deux  équations  quelconques  du  i*r  degré  sont  celles 
d’une  ligne  droite  ; 

3°.  Lorsque  l’équ.  d’un  plan  est  donnée , on  obtient  les  équ. 
des  traces  sur  les  plans  des  xz,  yz  et  xy , en  faisant  successive- 
ment y xz  o , x = 0 , z=3  o ; ce  sont  les  équ.  de  ces  plans.  Ainsi, 
Ax  + By+C=  o est  l’équ.  de  la  trace  du  plan  sur  celpi 

des  xy.  * - • . 

On  aurait  pu  prendre  une  droite  quelconque  dans  1 espace 
pour  génératrice,  et  la  faire  glisser  sur  les  traces;  ce  calcul 

plus  compliqué , auquel  on  pourra  s exercer , aurait  conduit 
au  même  résultat. 

660.  Le  même  raisonnement  sert  à trouver  l’équation  du 
Cylindre.  Soient  A/=  o , 2V  = o,  les  équ.  d’une  courbe  quel- 
conque donnée  dans  l’espace , sur  laquelle  doit  glisser  la  droite 
génératrice,  en  restant  parallèle  à elle-même  (n°  287).  Dési- 
gnons par 

x — az-\-ei,  y=.bz-\-S>. . . (1), 

les  équ.  d’une  parallèle  à la  génératrice,  a -et  b étant  donnés, 
« et  /8  dépendant  de  la  position  de  cette  droite.  Or,  pour  qu  elle 
coupe  la  directrice , il  faut  que  ces  quatre  équ.  puissent  co- 
exister ; c.-à-d.  que  , si  l’on  élimine  x.yetz  entre  elles , « et 
ft  doivent  être  tels,  que  l’cqu.  finale  (l  = Fa.  soit  satisfaite.  Si 
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l’on  met  dans  (1)  Fa  pour  /3,  ces  deux  équ.  seront  donc  celles 
d’une  génératrice  quelconque,  dont  la  position  dépendra 

de  la  valeur  de  «;  et  si  l’on  élimine  ensuite  a entre  elles,  on 
aura  une  relation  entre  x,  ^et  z,  qui  aura  lieu  pour  une  gé- 
nératrice quelconque  ; ce  sera  par  conséquent  l’équ.  cherchée. 

Concluons  de  là  que  pour  trouver  l’équ.  d’une  surface  cylin- 
drique, il  faut  éliminer  x,  y etz  entre  les  équ.  (1)  et  celles 
M=o,  2V==  o,  de  la  courbe  directrice;  puis  , dans  l’équ.  de 
condition  /g  =Fu,  qui  en  résulte,  mettre  x — az  pour*,  et 
y — bz  pour  (i  ; l’équation  du  cylindre  est  donc  de  la  forme 
y — bz  — F(x  — az) , la  forme  [*)  de  la  fonction  F dépendant 
de  la  nature  de  la  directrice.  (Foy.  n°*  745  et  919) 

Si,  par  ex.,  la  base  est  un  cercle  de  rayon  r,  tracé  dans  le 
plan  xy,  et  placé  connue  l’est  celui  AE  de  lafig.  36,  le  diamètre 
AE  sur  l’axe  des  x,  et  l’origine  en  A , les  équ.  de  la  directrice 
sont  .y*  -f-  x‘—2 rx,  z=  o ; éliminant  x,y  et  z par  les  équ.  (i), 
vient  /3*  -+•  *“=  2r«,  pour  l’équ.  de  condition  (**)•  Ainsi 

(y  — bz)‘  -f-  (x  — az)*==  ar(.r — az) 

est  l’équ.  du  cylindre  oblique  à base  circulaire  ; la  direction  de 
l’axe  donne  les  valeurs  de  a et  b.  Si  cet  axe  est  dans  le  plan  xz, 
on  a.  b — o, 

,/’  + (x  — nz)’=2r(x  — az). 


{*)  Les  signes  Fx,  Jx,  . . servent  à designer  des  fonctions  différentes 
de  or;  ils  indiquent  des  formules  dans  lesquelles  la  même  quantité  or  entre , 
mais  combinée  de  diverses  manières  avec  les  données.  Au  contraire  ,Jx,Jz 
sont  la  même  fonction  de  deux  quantités  différentes  x et  t : en  sorte  que  si 
l'on  changeait  z en  xdans  celle-ci , on  reproduirait  identiquement  l'autre 


/(  v'a  + al,/^  j0g  ) désignent  que  si  l’on  faisait  \Jz  -f-  a = 
= x,  ces  fonctions  deviendraient  identiques,  et  ~ Jx. 


et 


4-f-Wg* 


(**)  Cola  est  visible  de  soi- même  , puisque  «et  fi  sont  les  coordonnées  du 
pied  de  la  génératrice.  Même  remarque  pour  le  cône. 

On  pourrait  trouver  l'équ.  du  plan  , en  le  considérant  comme  un  cylindre 
dont  la  base  est  une  ligne  droite. 
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Enfin,  si  le  centre  du  cercle  est  situe'  à l’origine,  il  suffit  de 
remplacer  le  second  membre  par  r*. 

661.  Soient  M — o,  N—  o (i), 

les  équations  de  la  directrice  quelconque  d’une  surface  conique 
(n°28ç)).  Les  coordonnées  du  sommet  étanta,  b,  c,  toute  droite 
qui  passe  par  ce  point  a pour  équ.  (n°  658), 

x—a=a(z  — c),  y — b = fi{z—c)...  (2). 

Si  cette  droite  rencontre  la  courbe  , elle  sera  une  génératrice  : 
éliminons  donc  x,  y et  z entre  ces  quatre  équ.,  et  à'  l’aide  des 
équ.  (2) , éliminons  a.  et  fi  de  l’équ.  finale  /S  dz  Fa,  nous  aurons 
pour  le  cône  une  équation  telle  que 


La  forme  de  la  fonction  F,  dépendant  de  la  courbe  directrice, 
est  donnée  par  le  calcul  même  que  nous  venons  d’exposer. 
{Vojr.  n“  745  et  919.) 

Par  ex.,  si  la  base  est  le  cercle  AE  (fig.  36),  ces  équ.  sont 
s = o ; -(-  x2  = 2rx  ; l’origine  est  à l’extrémité  A du  dia- 

mètre , lequel  est  couché  sur  l’axe  des  x ; l’équ.  de  condition 
RzzzFa  est  ici 

(a— «c)*+  (ô  — 0c)*  = 2r[a  — ne)  ; 

d’où  (as — cxy  -j-  (bt—  cy )’  = 2 riz  — c).  (az  — ex).  ‘ > 

Y • 

Telle  est  1 ’équ.  du  cône  oblique  à base  circulaire , le  som- 
mets étant  au  point  (a,ô,c).  Si  nous  voulons  que  l’axe  SC 
soit  dans  le  plan  xz,  comme  on  le  voit  (fig.  36),  on  fera  b=o, 
et  il  viendra 

ca(x’  •+■  y’)  + ac(r — a)xz  -j-  a(a  — ?.r)z2-|-  lacrz — ic'rx  — o . 

Enfin , quapd  le  cône  est  droit  a = r.  Il  est  alors  plus  commode 
de  prendre  l’axe  des  z pour  celui  du  cône,  et  l’on  trouve , pour 
l’équ.  de  cette  surface  ainsi  disposée, 

c*(  ar*  -f-  y%)  = r*(z  — c)%  ou  x1  + y*  = m\z  — c)\ 


Digilized  by  Google 


ÉQUATIONS  DU  CONE.  3oi 

en  nommant  m la  tangente  de  l’angle  formé  par  l’axe  et  la  gé- 
nératrice , ou  posant  me  = r. 

Si  le  cercle  de  la  base  n’était  pas  trace  dans  le  plan  xjr, 
mais  dans  un  plan  incliné  sur  les  xjr,  et  perpend.  aux  xz,  A 
étant  la  tang.  de  l’angle  que  cette  base  fait  avec  le  plan  xjr,  il 
faudrait  remplacer  les  équ.  (i)  parz  = ^x  et  x'-f- 

66a.  On  peut  concevoir  toute  surface  de  révolution  comme 
engendrée  (n®a86)  parle  mouvement  d’un  cercle  BDC{ fig.  37), 
dont  le  plan  est  perpend.  à un  axe  Az , le  centre  /étant  sur  cet 
axe,  et  le  rayon  IC  tel,  que  ce  cercle  coupe  toujours  une 
courbe  quelconque  donnée  CAB.  Nous  ne  traiterons  d’abord 
que  le  cas  où  l’axe  est  pris  pour  celui  des  z.  Tout  cercle  BDC 
dont  le  plan  est  parallèle  aux  xj , a pour  équ.  celles  de  son 
plan  et  de  son  cylindre  projetant,  ou 

z — Q,  et  x’+'T’-—.'...  (1); 
en  faisant  AIz=fl,  et  le  rayon  IC  — ». 

Les  équ.  de  la  directrice  donnée  CAB  étant 

✓ 

M—o,  2V=o...  (2), 

pour  que  ces  courbes  se  rencontrent,  il  faut  qu’en  éliminant 
x,  jr  et  z entre  ces  quatre  équ.,  la  relation  fi  =zF*,  à laquelle 
on  parviendra , soit  satisfaite.  Si  l’on  met  Fm  pour  fi  dans  (i) , 
ces  équ.  seront  alors  celles  du  cercle  générateur  dans  une  de  ses 
positions  dépendante  de  a ; et  si  l’on  élimine  ensuite  a,  on  aura 
l’équ.  demandée.  Ainsi,  on  éliminera  x,  y et  z des  quatre 
équ.  (1)  et  (2);  puis  dans  l’équ.  finale  @=Fat.,  on  mettra  z 
pour  )3,  et  V/C*1  "hf)  pour  *;  l’équ.  de  la  surface  de  révo- 
lution a donc  la  forme  zz=F{x*  -fjr')  : celle  de  la  fonction  F 
dépend  de  la  nature  de  la  courbe  directrice,  et  est  donnée  par 
le  calcul  que  nous  venons  d’exposer.  ^ 

I.  Soit  d’abord  pris  pour  directrice  un  cercle  dans  le  plan 
xz,  et  dont  le  centre  soit  à l’origine  ; on  a,  pour  les  équ.  (2), 
y = 0,  a:’ 4-  z’zzrr*,  et  pour  l’équ.  de  condition  m1  -f-  fi'  = r% 
ce  qui  est  d’ailleurs  évident  par  soi-même  ; donc,  remettant 
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x * -f-J'’  pour  a% et  z pour  on  a x’  -f-  jp  -f-  z*  = r5  pour  l’équ. 
de  la  sphère  (n°  654). 

II.  Traçons  dans  le  plan  xz  une  parabole  BAC  située  comme 
on  le  voit  fig.  37  ; ses  équations  seront  y—o,  x*  = ipz  ; 
d’où  <*•  = a/?iS , et 

**  -hj'  — ipz, 

équ.  du  Paraboloïde  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z. 

III.  De  inctne,  l’équ.  de  YEllipsoïde  et  de  YHjrperboloïde 
de  révolution,  dont  le  1"  axe  A se  confond  arec  celui  des  x, 
est 

A7(x*  -f  j ’)  — = — A'B ’ ; 

les  signes  supérieurs  out  lieu  pour  l’ellipsoïde. 

IV.  Supposons  qu’une  droite  quelconque  tourne  autour  de 
l’axe  desz  ; cherchons  la  surface  de  révolution  qu’elle  engendre. 
Les  équ.  de  cette  droite  mobile , qui  est  la  directrice , sont 

x=az  + A,  y — bz  -f  B ; 
d’où  (afi  -h  A)‘  + (b&+ B)' = 

pour  équ.  de  condition.  Celle  de  la  surface  est  donc 

x’  -f  y*  = (u*  + b')z'  + i{Aa  -f  Bb)z  + A1  + B\ 

En  faisant  x—  o,  on  trouve  (n°  $5o)  que  l’intersection  par  le 
planez  est  une  hyperbole;  comme  x et  y n’entrent  ici  qu’as- 
semblés en  binômes  xx  -{-y',  z est  une  fonction  de  x*  -4- et 
la  surface  engendrée  est  un  hyperboloide  de  révolution. 

Cependant  si  la  droite  génératrice  coupe  l’axe  des  z,  ses  deux 
équ.  doivent  être  satisfaites  en  faisant  x=.y=o  et  z = c;  d’ou 
A=  — ac,  B=  — bc-,  donc  on  a 

(<»>+£*)  (Z-C)’=X*  + J% 

qui  apparient  à un  cône  droit  (n°  661). 

Pour  trouver  l’équ.  d’une  surface  de  révolution  dont  Taxe  a 
une  situation  quelconque , il  faut  ou  recourir  à une  transfor- 
mation de  coordonnées  (n°  676),  ou  traiter  directement  le  pro- 
blème d’une  manière  analogue  à la  précédente.  {Voy.  n°  66g.) 
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Problèmes  sur  le  plan  et  la  ligne  droite. 

663.  Remarquons , comme  au  n°  3^5,  qu’on  peut  se  propo- 
ser deux  genres  de  problèmes  sur  les  surfaces.  Tantôt  il  s’agit  . 
de  déterminer  les  points  qui  jouissent  de  certaines  propriétés, 
tantôt  de  donner  à la  surface  une  position  ou  des  dimensions 
telles,  qu’elle  remplisse  des  conditions  demandées.  Dans  le 

cas,  x,j,z  sontles  inconnues;  dans  le  2e,  il  faut  déterminer 
quelques  constantes  de  l’équ.  d’une  manière  convenable.  Les 
conditions  données  doivent , dans  tous  les  cas , conduire  à au- 
tant d’équ.  que  d’inconnues,  sans  quoi  le  problème  serait  in- 
déterminé ou  absurde.  Nous  allons  appliquer  ces  considéra- 
tions générales  au  plan. 

664-  Trouver  les  projections  de  V intersection  de  deux  plans 
donnés  par  leurs  équations. 

z-=Ax-\- Bj -{•  C,  z — A'x-\-B'j-\-C. 

En  éliminant  z , on  a la  projection  sur  le  plan  xjr , 

( A — A'  ) x + ( B — B ) j + C — C = o . 

De  même  chassant  a:  ou  jr, 

( A'—  A)z  + {A  B'  — AB\y  + AC  — A C = o, 

(B'*—B)z  4-  {A' B — AB')x-\-BC  — B'C—o. 
sont  les  équ.  des  projections  sur  les  plans  des^z  et  des  x z. 

665.  Faire  passer  un  plan  par  un,  deux  ou  trois  points  don- 
nés. L’équ.  de  ce  plan  étant  z~Ax  4-  Bjr  -f-  C,  s’il  passe  par 
le  point  (x',  •/ , z ),  on  a z—  Ax'  + Bÿ  - f-  C ; et  retranchant , 
il  vient  • 

z — z— A (x— x')  + B {jr—f)-, 

c’est  l’équ.  du  plan  qui  passe  par  le  point  {x',  y,  z).  Le  pro- 
blème resterait  indéterminé  si  les  constantes  A et  B n’étaient 
pas  données,  à moins  qu’elles  ne  fussent  liées  par  deux  équa- 
tions d’où  il  faudrait  les  déduire.  Si,  par  exemple,  le  plan  doit 
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être  parallèle  à un  autre,  2 = A'x  -f-  B' y + C , on  aura 
A=A\  B=zB\ 

Quand  le  plan  doit  passer  par  un  2*  point  (x“,y",  z"),  on  a 
z — Ax“  -f-  Bjr"  + C;  ce  qui  laisse  une  constante  arbitraire,  et 
permet  de  faire  passer  le  plan  par  un  3'  point , etc.  {Voy.  n°  36g.) 

666.  Trouver  le  point  d’intersection  de  deux  droites. 
équ  de  la  ie,e. . . x = az  +<*,  y—bz-\-Q>, 

équ.  de  la  ae. . . . x = a'z+a',  y=b'z  + ff. 

Pour  le  point  cherche',  x,  y et  2 satisfont  à ces  quatre  équa- 
tions; éliminant,  on  trouve  l’équation  de  condition 

(« — a')  {b. — b')  = (Æ — (a  — a'). 

Si  elle  n’est  pas  satisfaite,  les  lignes  ne  se  coupent  pas;  et  si  elle 
l’est,  le  point  d'intersection  a pour  coordonnées 

«— 0'  a'u  — act'  b’ë  — bfi' 

Z~  a!—a~~  b’—b'  a’  — a ’ J ~ b’— b ’ 

667.  Trouver  les  conditions  pour  quJune  droite  et  un  plan 
coïncident  ou  soient  parallèles.  Soient  les  équ.  du  plan  et  de  la 
droite 

2 = Ax  -f-  By  -f-  C, 
x = az  y=bz-{-l 3: 

en  substituant  <12  4-  « , et  bz  -+■  £ pour  x et  y dans  la  1 r* , on  a 
z(Aa  -1*  B b — 1 ) A a q*  B(l  -j*  C — o. 

Si  la  droite  et  le  plan  n’avaient  qu’un  point  de  commun,  on 
en  trouverait  ainsi  les  coordonnées , mais  pour  qu’elle  soit  en- 
tièrement située  dans  le  plan,  il  faut  satisfaire  à cette  équ.  quel 

que  soit  2;  d’où  (n°  616), 

Aa-\-Bb~  1,  Aa  + Bd  -j-  C=  o; 

ce  sont  les  équ.  de  condition  cherchées. 

Si  la  droite  est  simplement  parallèle  au  plan,  il  faut  qu’en  les 
transportant  parallèlement  jusqu’à  l’origine,  la  droite  et  le  plan 
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coïncident;  ainsi,  ces  équ.  doivent  être  satisfaites  en  y suppo- 
sant «,  /3  et  C nuis;  d’où 

Aa  -f - Bb  — 1=0. 

668.  Exprimer  qu’une  droite  est perpend.  à un  plan.  Le  plan 
projetant  la  droite  sur  les  xy  est  à la  fois  perpend.  au  plan 
donne'  et  à celui  des  xy,  ces  deux  derniers  se  coupent  donc  sui- 
vant une  perpend.  au  plan  projetant  (n°*  27*  et  273);  c.-à-d.  que 
la  trace  du  plan  donné  sur  les  xy  est  perpend.  à toute  droite 
dans  le  plan  projetant,  et  par  suite  à la  projection  sur  le  plan  xy 
de  la  droite  donnée.  Donc,  lorsqu’une  ligne  est  perpend.  à un 
plan,  les  traces  de  ce  plan  et  les  projections  de  la  ligne  sont  à 
angle  droit.  D’après  cela,  les  équ.  du  plan  et  de  la  droite  étant 
les  mêmes  qu'au  numéro  qui  précède,  celles  des  traces  du 
plan  sur  les  xz  etyz,  sont  ,-jfc. 


z = Ax+C,  z — By  + C, 

1 C 1 C 


la  relation  connue  ( n4  370,  équ.  4 ) donne 
A -f-  a = o,  3 -|-  b ~~  o. 

Cette  équ.  détermine  deux  des  constantes  du  plan  ou  de  la 
droite  qui  lui  est  perpendiculaire.  Les  autres  constantes  devront 
être  données,  ou  assujetties  à d’autres  conditions. 

669.  Lorsque  l’on  veut  mener  un  plan  pcrpendic.  à la  droite 
donnée,  l’équ.  de  ce  plan  est  donc 

z -j-  ax  -f-  by=z  C. 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  droite  sur  le  plan  xy 
sont  « et  £;  la  sphère,  dont  le  centre  est  en  ce  point,  a pour 
équation  (n°654), 

(x  — •)*■•+  (y  — fi)2  -f  z’=r\ 

Ces  deux  dernières  équ.  appartiennent  donc  à un  cercle  dont  le 
plan  est  perpend.  à la  droite  donnée  ; le  rayon  de  ce  cercle  et  sa 
situation  absolue  dépendent  de  r et  de  C. 
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Soient  iW=o,  N=o,  las  équ  d’une  courbe;  pour  qu’elle 
coupe  notre  cercle,  il  faut  que  ces  quatre  équ.  puissent  co- 
exister; en  éliminant  x , y et  % , on  a une  équ.  de  condition 
r=  F (C),  et  remettant 

z + ax  -f-  by  pour  C,  et  — *)*  -f  (y  — /S)*  + z‘]  pour  r, 

on  aura  l’équ.  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la 
courbe  donnée  autour  de  l’axe  quelconque. 

670.  Si  au  contraire  le  plan  est  donné,  et  si  l’on  veut  que  la 
droite  lui  soit  perpendiculaire,  et  passe  par  un  point  donné 
( x' ,y,  z'),  on  a pour  les  équ.  de  la  droite, 

x— x -f-  A(z  — z)  =0,  y — j 4.  B{z  — z')  = o. 

671.  On  en  déduit  la  distance  du  point  au  plan;  car,  met- 
tons l’équ.'du  plan  sous  la  forme 

a — *'=  A{x  — x?)  + B(y-y')  + L, 

en  faisant  L = C — z'  4-  Aid  -f-  By'  ; 

% 

puis  éliminons  les  coordonnées  x,y,  z du  pied  de  la  perpend., 
il  vient 

, L y —AL  — BL 

Z Z~\  x—  i+A'+B  'r  *~\  +A‘+B'‘ 

Donc  (n°654)  la  distance  Centre  les  extrémités  est 

L 

VXt  + A'+B')' 

672.  Trouver  la  dislance  rT un  point  à une  droite.  Les  équ. 
de  la  droite  étant  toujours  comme  n°667,  le  plan  perpendicu- 
laire, mené  par  le  point  donné  (x' , y' , z'),  a pour  équation 

a(x  — x')  + b(y~y  ) -f-z  — z'  = o. 

Éliminant  x,  y et  z à l’aide  des  équ.  de  la  droite,  on  trouve 
pour  les  coordonnées  du  point  de  rencontre , 

aM  , bM  , „ M 

X~  i-f  a’ 4-6*  ■r~  i + ü’  + /S'  + 1 -+•«*  + &*’ 

eu  faisant  M = a(x'  — a)  -f-  b(y'  — £)-f-z'. 


♦ 
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La  distance  P entre  les  points  (x,j,  z),  (x' , f , z'),  tout  cal- 
cul fait,  est  donnée  par 

Ml 

p ■ = — )•  + (y  - * y + *'*  - ■ 

673.  Trouver  F angle  A que  forment  deux  droites.  Menons, 
par  l’origine , des  parallèles  à ces  lignes  ; l’angle  de  ces  deux 
parallèles  est  ce  qu'on  appelle  l’angle  des  droites,  qu’elles  se 
coupent  ou  non.  Soient  donc  les  équ.  de  ces  parallèles 

(1)...  x — az,  j — bz,  (a)...  x~  a’ z,  j-—  t/z  ; 

il  faut  trouver  A en  fonction  de  a,  b , à et  b'.  Concevons  une 
sphère  dont  le  centre  serait  à l’origine  , et  qui  aurait  l’unité 
pour  rayon  ; on  aura  les  coordonnées  des  points  où  elle  coupe 
nos  droites,  en  éliminant  x,  jr  et  z entre  leurs  équ.  respectives 
et  celle  de  la  sphère,  qui  est'x’  -f-jr’  -f-  za  = 1.  On  trouve. . . 
( a*  -f-  b*  -f-  1 )z*  = 1 , d'où  l’on  tire  z,  puis  x et  y par  les 
équ.  (1)  ; on  accentue  ensuite  a et  b pour  avoir  z',  x'  etÿ  ; 

1 a b 

Çïi  > J— 


^(i+a’+é1)’  \/(i  -p  a44- b:y 


à'+b*)  ’ 
* » 

V(«- +«*+*■’)■ 


l/(. +«'*+*'*)  ’ v/('-f -«'•+*'*)’■ 

...  • ***■  >■*. 

La  distance  Z>  de  ces  points  est  donnée  par 
D1  a#(.r'  — x )’  + {f — yY  etc.  = a — i{xx'  +jy'  4-  zz), 

à cause  de  x'x  -f- jr‘‘  ■+■  z%  = 1 , x‘  +J’1  -f- z‘  = 1 . On  a , dans 
l’espace,  un  triangle  isoscèle  dont  les  trois  côtés  sont  1,  1 et  D\ 
l’angle  A est  opposé  A ce  dernier;  l’équ.  (D,  n°355)  donne 
pour  cet  angle  cos  A ~ 1 — ’-D 1 ~xx'  -f-  zz' , ou 

, i -I -ad  + bb' 

cos^  _ + 

1”.  Pour  en  déduire  les  angles  X,  Y,  Z,  qu’une  droite  fait 
avec  les  axes  des  x,  y et  z.  il  faut  donner  à la  a‘  ligne  tour  à 
tour  la  situation  de  chacun  de  ces  axes,  puis  mettre  ici  les  va- 
leurs de  a'  et  b'  correspondantes.  Par  ex.,  x~  o,  j=-n,  sont 
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les  cnu.  de  l’axe  des  z : pour  que  les  équ.  (2)  deviennent  celles- 
ci,  il  faut  poser a'=b'  = o.  Si  l’on  introduit  ces  valeurs  dans 
notre  formule , on  aura 

cos  Z — 

Faisons  tourner  la  droite  autour  de  l’origine  pour  l’appliquer 
sur  le  plan  des  xz , sans  sortir  du  plan  projetant  ; l’angle  dont 
b'  est  la  tangente  diminuera,  et  deviendra  nul  : ainsi  il  faut 
faire  b'  — o,  pour  avoir  l’angle  qu’une  droite  dans  l’espace  fait 
avec  une  autre  située  dans  le  plan  des  xz\  ce  qui  réduit  le  nu- 
mérateur à 1 -J-  ad,  et  le  second  radical  à [/(i  -+-a'*).  Et  si 
celte  2e  droite  se  rapproche  de  l’axe  des  x,a'  croît,  et  devient 
infini  lorsqu’elle  coïncitle  avec  cet  axe.  Alors  1 disparaît  (*) 
devant  ad  et  a'%  ce  qui  réduit  le  numérateur  à ad , et  le  second 
radical  à \/d * ou  a ; leur  quotieht  étant  a,  on  a pour  l’angle 
X qu’une  droite  dans  l’espace  fait  avec  l’axe  des  x , 

^ a 
COS  X——- ; ——T—. 

l/(i  +a’+6*) 

En  faisande  même  a'=o,  A' = 00  , on  trouve  cos  Y.  Donc, 


/ ■ | - • 

(*)  Soit  la  fraction  = rs — , que  Ton  peut  écrire  ainsi ... . 

' ' MT**  -h  jyx"  -H  . . . 

xa(A-hBx^~ a4- . 

; — , . en  supposant  que  a et  m sont  les  moindres  exposans 

x“(M+Nx«— 4-...)’ 

de  x dans  les  deux  termes.  Il  se  présente  trois  cas. 

j°.  Si  m = a , les  facteurs  x»,  x«*  se  détruisent;  plus  x décroît,  et  plus  la 

fraction  approche  de  qui  est  la  limite  répondant  A xs=  o. 

A^»JÏ6”a*4"  • » • 

2°.  Si  m > a , on  a —— j , dont  l’infini  est  visiblement 

la  limite  ; la  fraction  croit  donc  sans  bornes  quand  x diminue. 

3°.  Enfin,  si  nt  , la  limite  est  zéro.  Cette  manière  de  prendre  la  limite 
est  ce  qu’on  appelle  Jaire  x infiniment  petit. 

Si  les  exposans  a et  m sont,  au  contraire,  les  plus  élevés  dans  les  deux 


termes , la  fraction  sc  mot  sous  la  forme 


**(i+53+--)  . 

n v 0r  p,us 
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les  cosinus  des  angles  qu’une  droite  fait  avec  les  axes,  sont 

a 


cos  X = 


cos  Y — 


b 


cos  Z = 


^(t  + a’  + é’)' 

i 


V(, +/**■+  b'ï 

2°.  Ces  valeurs  sont  aussi  celles  des  sinus  des  angles  que  la 
droite  fait  avec  les  plans  des  yz , xz  et  xy , puisque  ces  angles 
sont  visiblement  les  complémens  de  X,  Y et  Z. 

3°.  Ajoutons  les  carrés  de  ces  cosinus  ; il  vient 
. „cos2  X cos1  Y -f-  cos4  Z — i . 

On  peut  donc  mener  dans  l’espace  une  droite  qui  forme, 
avec  les  axes  des  x et  des  y,  des  angles  donnés  X et  Y ; mais  Z 
est  détermine.  C’est  ce  qui  d’ailleurs  est  visible.  ( Voy.  n°  677.) 

4°.  Prenons  une  longueur  quelconque  AflV(fig.  33),  sur  une 
droite,  qui  fait  dans  l’espace  les  angles  .Y,  Y.  Z avec  les  axes, 
et  projelons-la  sur  les  r et  les  y ; les  projections  sont 
BC=zMN.  cos  Y,  et  MN . cos  Y. 


Il 


N 


X croit , et  plus  les  termes  , ~^T,  ■ • • > approchent  de  zéro , qui  répond 

A * 

à x infini  ; en  sorte  que  si  a=sm,  la  limite  est  ^ ; si  a>/h , la  fraction  devient 

— jjjq- , qui  est  infinie  avec  x;  enfin,  si  «<»/,  la  limite  est  zéro. 

On  appelle  cet|c  opération  faire  x infiniment  grand. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  raisonnement  ne  porte  que  sur  le  ier  terme  du  nu- 
mérateur et  du  dénominateur,  en  sorte  qu’on  aurait  pu  d’abord  réduire  la  frac- 
Ajca 

tion  à ; Il  en  serait  de  même  de  toute  autre  fonction  algébrique,  ce  qù’on 
démontrerait  par  un  raisonnement  analogue.  Concluons  donc  que  , pour 
faire  x infini  dans  une  fonction,  il  faut  ft’y  conserver  que  les  termes  où  Cette 
lettre  porte  les  exposons  les  plus  élevés  : au  contraire,  pour  faire  x infinimrn 
‘petit,  ilfaut  supprimer  tous  les  termes,  excepté  ceux  qui  ont  les  nwindres  puis  1 
sauces  de  x.  » 


p,  ...  . <1+ 

C est  ainsi  que , quand  x z=  ce  , — r se  réduit  à — — = i 

m-l~'fx‘+u)  fi* 


v/x' 
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Mais  mn  ou  MP,  est  la  projection  de  MN  sur  le  plan  xy, 
mn  — MN.  sin  Z;  et  projetant  de  nouveau  mn  sur  les  x et  les 
y,  ces  projections  sont  BC=zmn. cos  8 et  mn  . sin  8,  6 étant 
l’angle  que  fait  mn  avec  les  x;  donc  nos  projections  sont 
BCzszMN.  sin  Z.  cos  6,  et  MA’,  sin  Z.  sin*;  égalant  les  valeurs 
des  mêmes  projections , il  vient  ■ 

cos  X = sin  Z. cos  8 , cos  Y — sin  Z. sin  é. 

Aulien  de  déterminer  une  direction  dans  l’espace,  par  les  trois 
angles  X,  Y,  Z qu’elle  fait  avec  les  axes,  il  suffit  de  donner 
l’angle  qu’elle  fait  avec  sa  projection  sur  le  plan  zy  (complé- 
ment de  l’angle  Z),  et  l’angle  9 de  cette  projection  avec  l’axe 
de  x;  et  réciproquement. 

En  ajoutant  les  carrés  de  ces  deux  équ. , on  a 

cos*  X -4* cos®  Y = sin’  Z — i — cos1  Z, 
relation  déjà  trouvée  (3°.). 

5°.  Mettant  les  valeurs  de  cos  X,X',  Y.. . dans  cos  A,  p.  307 
cos  A — cos  X cos  X'  -f-  cos  F.cos  Y'  -f-  cos  Z cos  Z'; 

l’angle  des  deux  droites  est  exprimé  en  fonction  des  angles  que 
chacune  d’elles  fait  avec  les  trois  axes. 

6*.  Si  les  deux  lignes  sont  perpendiculaires,  cosA  = o,  et 
l’on  a,  pour  l’équation  qui  exprime  cette  condition, 

1 -(-  aa'  -Y  b b'  = o, 

ou  cos  X cos  X*  -f-  cos  Y cos  Y'-{-  cos  Z cos  Z'—  o. 

674.  Trouver  l'angle  6 de  deux  plans.  Leurs  équ.  étant 

2 — Ax  + By+C,  z*=A’x  + B'y+C, 

• ' . , *. 

si  de  l’origine  oji  abaisse  des  perpend.  sur  ces  plans,  l’angle  de 
ces  lignes  sera  égal  à celui  des  plans.  Soieut  donc  x — az, 
y=bz,  les  équ.  d’une  droite  menée  par  l’origine  ; pour-qu’elle 
soitperpend.  au  i"plan,  ilfautqu’on  ait(n°668),  A a = o , 
B b —o.  Les  équ.  des  perpend.  sont  donc 

x-\-Az= 0,  y-\-Bzz=  o. . . . x -f-  A'z~o,  y-\-  B'z=o. 
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Aiusi,  lu  cosinus  de  l’angle  de  ces  droites,  et  par  conséquent 
celui  des  plans  est 

i + AA'  + BB' 

cos  0 = : ! 

t/(i  + A‘+B>)  A'l+B,%)‘ 

iq.  Si  l’on  fait  prendre  au  a'  plan  la  situation  de  celui  des  xz , 
y = o esj  son  équ.  ; il  faut  donc  faire  Ax=i  C — o,  et  B"  — ai 
pour  avoir  l’angle  T qu’un  plan  fait  avec  celui  des  xz.  On  a de 
même  les  angles  t/  et  V qu’il  fait  avec  \esyz  et  les  x y.  Donc 


cos  7’= 
cos  U = 


B 

V/(i  +A'+B'Y 
A 

t/(i -f -A>+B>y 


V/d-M* +/>•’)’ 

d’où  cos’  7’-f-cos’  U+  cos’ 7=i, 

et  cos  0 = cos  T cos  V -f-  cos  V cos  V + cos  T' cos  7", 

pour  le  cosinus  de  l’angle  de  deux  plans  en  fonction  de  ceux 
qu’ds  forment  respectivement  avec  les  plans  coordonnes. 
a0.  Si  les  plans  sont  à angle  droit 


î -j"  AA!  -4“  Bff  = o , 

ou  cos  T cos  7”-f-  cos  U cos  £/'-+-  co67'cos7"=  o. 

675.  ' Trouver  l’angle  « dune  droite  et  dun plan.  Soient 
z=.Ax-\-Bj-\-C  et  x—az  + u,  y=zbz-[-^ 

s 

leurs  équ.  L’angle  cherché  est  celui  que  la  droite  fait  avec  sa 
projection  sur  le  plan  (n°2’]Z)  ; si  l’on  abaisse  d'un  point  de  la 
droite  une  perpend.  sur  ce  plan , l’angle  de  ces  deux  lignes  sera 
donc  complément  de  1.  De  l’origine,  menons  une  droite  quel- 
conque, x=za'z,j=ib'z  ; pour  qu’elle  soit  perpend.  au  plan, 
il  faut  ( u°  668),  qu’on  ait  a'  = — A,  b'  = — B.  L’angle 
qu’elle  forme  avec  la  ligne  donnée  a pour  cosinus  la  valeur  dé- 
terminée p.  307  ; donc 

1 — Aa — Bb 

^n"~  +«’+  *’)  ÿ^+A'+B")’ 
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Il  sera  aisé  d’en  conclure  que  les  angles  que  la  droite  fait  avec 
les  plans  coordonnés  des  xs,  yz  et  xy , ont  pour  sinus  res- 
pectifs 

b a i 

V(>  +«’+**)*  V/(,+a’+^’)  ’ 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  (n°  6^3,  20.). 

Transformation  des  coordonnées . 

676.  Pour  transporter  l’origine  au  point  («,  fi,  y),  sans 
changer  la  direction  des  axes , qu’on  suppose  d’ailleurs  quel- 
conque, par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n°  382,  ou 
verra  qu’il  faut  faire 

x=x'  + »,  y=y'+fi,  z=z'  + y. 

Les  axes  primitifs  a: , y,  z sont  parallèles  aux  nouveaux  x'  ,y,  z , 
quels  que  soient  les  angles  qu’ils  forment  entre  eux;  011  doit 
d’ailleurs  attribuer  aux  cordonnées  »,  fi,  y de  la  nouvelle  ori- 
gine les  signes  qui  dépendent  de  sa  position  ( n°  652).  Si  elle  est 
située  sur  le  plan  xy,  y = o;  si  elle  est  sur  l’axe  des  z,  a.  et  $ 
sont  nuis,  etc. 

677.  Pour  changer  la  direction  des  axes,  en  conservant  la 

même  origine,  imaginons  trois  nouveaux  axes  Aoé , Ay  , Ai!  ; 
les  i,r‘  axes  seront  ici  supposés  rectangulaires , et  les  nouveaux 
axes  de  direction  donnée  arbitraire.  Prenons  un  point  quel- 
conque, puis  menons  les  coordonnées  x' ,y , z'  de  ce  point,  et 
projetons-les  sur  l’axe  des  x ; l’abscisse  x sera , comme  n°  383, 
la  somme  de  ces  3 projections.  Désignons  par  (xar')  l’angle  x’Ax 
formé  par  les  axes  des  Jr  et  x',  par  {y  y)  l'angle,  y' Ay,  etc. , 
nous  aurons  ” < * 

x—x'  cos  (x'x)  -f -y  cos  {y  x)  + z cos  (z'x)  • 
y—x  cos  ( x'y ) +y'  cos  (y y)  -f-  z cos  (zy)  > ... . (A). 
z — xf  cos  ( x'z ) -j -y'  cos  (y'z)  -f-  z cos  (z'z)  ) 

Ces  deux  dernières  équ.  se  trouvent  en  projetant  lcs-.r',  j'-'et  z 
sur  l’axe  des  y,  et  ensuite  sur  celui  des  z. 
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Telles  sont  les  relations  qui  servent  à changer  la  direction 
des  axes.  Comme  (x'x) , (x'y),  (x'z)  sont  les  angles  que 
forme  la  droite  Ax  avec  les  axes  rectangulaires  des  x,  y,  z,  on 
a (n°673,  3°.) 

cos’(x'x)  -f-  cos '‘(x'jr)  cos’(r'z)  = x j 

de  même  cos^j-'x) -f- cos’(/y)  4*  ros’^z)  = i >....(Æ). 
cos’(z'x)  -f-  co<‘{z'y)  +cos’(z'z)=  x ) 

Les  angles  que  les  nouveaux  axes  forment  entre  eux  donnent 
(n°  6,3,  5° .) 

cos(x'_/')  =s  5,  cos(x'z')  T,  cos  (jV)  = U. . . (C) , 
en  faisant,  pour  abre'ger, 

S — cos(x'x)cos(j'x)  -)-  cos(x'_7)  cos(jr>)  -f-cos(x'z)cos(jr'z) 
7’=cos(x'.r)cos(z'x)  -f-  cos(xj')  cos(zj')  -f-  cos(x'z)cos(z'z), 
f/=c0s(^'x)co8(z'x)  -f-  cos(j-'j)  cos(zjr)  +COS(7"'z)COS(z'z). 

Si  les  nouvelles  coordonnées  sont  rectangulaires,  on  a 
5=o,  T—  o,  Il  — o (D). 

Leséqu.  ( A ),  (5),(C),(D),  contiennent  les  neuf  angles  que  font 
les  axes  x,  y' , z',  avec  les  x,  y,  x.  On  voit  que  lorsqu’on  veut 
choisir  un  nouveau  système  de  coordonnées,  ces  neuf  angles  ne 
forment  que  six  arbitraires,  parce  que  les  équ.  (/i)  en  déter- 
minent trois;  et  même,  quand  ce  système  est  aussi  rectangu- 
laire, leséqu.  (Z>),  qui  expriment  celte  condition,  ne  laissent 
plus  que  trois  arbitraires.  L’axe  des  x'  fait  avec  lesx,^,  z,  trois 
angles  , dont  deux  sont  quelconques,  et  le  3e  s’ensuit  : l’axe 
des  y'  serait  dans  le  même  cas  s’il  ne  devait  pas  être  perpend. 
aux  x';  mais  cette  condition  ne  laisse  réellemeut  qu’une  arbi- 
traire; ce  qui  fait  3 en  tout,  puisque  ces  données  fixent  la  situa<- 
tion  de  l’axe  des  z',  perpend  au  plan  x'y' . 

678.  Au  lieu  de  déterminer  la  position  des  nouveaux  axes 
rectangles,  par  les  angles  qu’ils  forment  avec  les  premiers , on 
peut  prendre  les  données  suivantes. 

Un  plan  CAy’x'  (tig.  38)  est  incline  dcê  sur  xAy  qu’il  coupe 
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selon  AC;  cette  trace  AC  lait  avec  Ax  l'angle  CAx~^  : dans  le 
plan  CAy',  détermine  par  A et  4*,  traçons  les  deux  axes  rectangles 
Ax ' , Ay  : lé  i"  faisant  avec  la  trace  AC  l’angle  CAx'—p. 
Les  nouveaux  axes  sont  ainsi  fixés  par  les  angles  fl,  ^ et  <p,  qui 
donnent  l’inclinaison  du  plan  x'y  sur  le  plan  xjr , la  direction 
de  la  trace  AC  et  celle  de  Ax'  dans  ce  plan  x'y  ainsi  déter- 
miné; l’axe  y,  dans  ce  plan,  fait  l’angle  x'  Ay  dego°;  et  l’axe 
z estperpend.  à ce  même  plan.  Pour  transformer  les  axes,  il 
resteà  exprimer  les  angles  {x  x),  (y  x )... , qui  entrentdans  les 
équ.  A,  en  fouclion  des  données  9,  4 et  p. 

Les  droites  Ax , Ax'  et  AC  forment  un  trièdre  donton  con- 
naît deux  angles  plans  p et  4/,  ainsi  que  l’angle  dièdre  com- 
pris I.  Appliquons  ici  la  formule  (3,  pag.  a 7 1 ) de  la  Trigono 
nié  trie  sphérique;  faisons  c = (x'x) , C = 6,  <1=4..  b-=:p. 

cos  (•r'x)  = cos  4/  cos  ç>  -f-  sin  4'  sin  p cos  9 : 

11  est  clair  que  pour  l’angle  xAy  , il  suffit  d’opérer  de  même 
sur  le  trièdre  formé  par  AC  et  les  axes  x et  y : les  angles  plans 
sont  (y'x),  CAj'  = qo°  -f-  p,  CAx  = 4<  ; on  trouve  donc 
cos  (y'x).  Prenons  ensuite  le  trièdre  x'  A Cy , dont  les  angles 
plans  sont(jc'_y),  CAy  — go°  -f-  4-)  et  CAx'—p  set  pour  (y' y), 
on  prend  le  trièdre  y'  A Cy,  où  CAy  — go°-f-p,  et  CAy=çpa-\-Jr  ; 
donc  î . ‘*fr:  " 

cos  ( y'x ) = — cos  4'  sin  p 4-  sin  4-  cos  P cos  I , 
cos  (x'y)  = — sin  4-  cos  p -f-  cos  4>  sin  p cos  t , 
cos  (y' y)  = sin  4>  sin  p ■+■  cos<pcos4'cos6. 

Considérous  le  trièdre  z'AxC;  l’axe  Az  fait  avec  AC  un  angle 
droit  (n°  366) , ainsi  qu’avec  le  plan  CAy'  ; l’angle  des  plans  xy 
et  z AC  est  go°4-  û,  eu  supposant  le  plan  CAy'  situé  au-dessus 
de  celui  des  xy.  Faisons,  dans  l’équ.  (3),  p.  371 , 

c = (z'x),  C=go°-fô,  a =90°,  9=4; 
nous  aurons  cos  {z'x)  — — sin  4 sin  fl. 

De  même  , le  trièdre  z ACy  donne 

, cos  ( z'y ) = — cos  4 sin  9 , 


INTERSECTIONS  PLA.NES. 


3l5 

en  augmentant^  de  go0.  Enfin,  l’angle  zAC  étant  aussi  droit, 
et  l’angle  dièdre  zACx  —cp>° — fi,  le  trièdre  zACx  donne 

cos  ( x'z ) — sin  p sin  6 , 
d’où  cos  ^•'z)=cosip  sin  fi; 

enfin , cos  (a'  z)  — cos  fi . 

On  a ainsi  les  valeurs  des  neuf  coefficiens  des  e'quations  (A). 

Leséqu.  de  conditions  B et  û sont  satisfaites  d’elles-mêmes 
par  ces  valeurs,  ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer. 

4 Des  Intersections  planes. 

67g.  Lorsque  l’intersection  des  deux  surfaces  est  une  courbe 
plane , il  est  plus  commode  , pour  en  connaître  les  propriétés, 
de  la  rapporter  à des  coordonnées  prises  dans  ce  plan  DOC 
(fig.  3g),  déterminé  par  l’angle  (,  qu’il  forme  avec  le  plan  xy, 
et  par  l’angle  ^ que  fait  avec  Ox  l’intersection  OC  de  ces 
plans  ; nous  prendrons  cette  ligne  OC  pour  axe  des  x'  : la  pér- 
pend.  OA,  menée  sur  OC,  dans  le  plan  coupant  DOC,  sera 
l’axe  des  j-'. 

Comme  il  s’agit  d’avoir  en  a/  ,.j',l’équ.  delà  courbe  d’intersec- 
tion des  surfaces  ; il  est  clair  qu’après  avoir  fait  la  transforma- 
tion ( A ) pour  rapporter  l’une  de  ces  surfaces  aux  axes  x' ,y' , z', 
il  suffira  de  faire  ensuite  z ~ o,  et  l’on  aura  son  intersection 
avec  le  plan  x'Oy’.  Il  est  préférable,  dans  un  cas  aussi  simple, 
de  faire  z'  — o dans  fes  équ.  (A),  et  de  chercher  directement 
les  cosinus  de  (x'x),  (y'x) . . . Dans  le  trièdre  AOCB , on  con- 
uaît  les  angles  plans  a ='4,  ù=  90%  et  l’angle  dièdre  compris 
C — fi  : donc,  l’équ.  (3,  p.  271)  devient 

cos  (y'x)  = sin  4*  cos  fi , cos  (y'y)  = — cos  ^ cos  fl. 

De  plus , 

(x'x)  ==  J.,  (x'y)  = 90"  — 4 , (x'z)  = go°. 

Enfin,  le  plan  x’Oy',  qu’on  suppose  élevé  au-dessus  de  celui 
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des  xy , fait  avec  l’axe  Oz  l’angle  (y'z)  — go°  — 6.  Ainsi , les 
équations  ( A ) donnent 

' . " l 

x = x’  cos  4*  y sin  4/  cos  6 ï 

jr  —x'  sin  4' — y cos4  cos  fi  l (£). 

z =j-'  sin  A * ) 

On  serait  aussi  parvenu  à ces  résultats , en  se  servant  des  équ. 
du  n*  678 

, * * * * 

680.  Appliquons  ces  équ.  aucune  oblique  dont  la  base  est  un 
cercle.  Le  plan  zAx  (fig.  36)  perpend.  au  plan  coupant  AD , et 
mené  par  l’axe  SC,  sera  celui  des  xz  ; la  section  A B de  ces  deux 
plans,  ou  l’axe  de  la  courbe,  coupe  celle-ci  au  sommet  A , qui 
sera  pris  pour  origine  des  coordonnées  : le  plan  xAy,  parallèle 
à la  base  circulaire  du  cône,  sera  celui  des  xy  ; il  coupe  le  cône 
selon  un  cercle  AE,  de  rayon  r,  qu’on  peut  regarder  comme 
la  directrice  même  (n°66i)  ; ainsi,  notre  cône,  dontle sommet 
a pour  coordonnées  a,  o,  c,  dont  l’axe  est  dans  le  plan  xz,  et  la 
base,  sur  le  planx/,  a pour  équ.  c'(x‘+y')x  a c(r — a)xz...—o, 
comme  p.  3oo;  le  plan  coupant  AB  étant  perpend.  aux  xz, 
coupe  le  plan  xy  selon  l’axe  Ay,  et  il  faut  poser  4 = 90°  dans 
les  équ.  (£);  d’où 

x—y'  cosfl,  y — x',  z— y'  sinfl.  ..  (1), 

• i7',[cacos’<4-2C(r — o)  sinfl  cos  è -J-  (a‘ — 2ar)sinafl] 

-\-c'x'-\-i.cry  (a sin  0 — ccosfl)  = o. . . 4a). 

V 

Telle  est  l’équ.  de  la  courbe  , qui  peut  d’ailleurs  représenter 
toutes  les  sections  du  cône  oblique  (exêepté  les  parallèles  à la 
base),  en  faisant  varier  n,  c,  r et  fl;  les  x'  sont  comptées  sur 
Ay,  les  y'  sur  AD.  Il  est  aisé  de  discuter  cette  équ.  (n®  4^0), 
et  de  reconnaître  que  les  courbes  sont  de  même  espèce  que  pour 
le  cône  droit. 

Si  l’on  veut  que  la  section  soit  un  "cercle,  les  coefficiens  de 
x'1  et  y’’  seront  égaux  (n°  44^)  i d’où 

( c,-i~2ar — a-)  tang  3fl  = a c (r  — a)  tang  0. 
tang  0 = o reproduit  la  base  AE  du  cône.  Quant  à l’autre  va- 
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leur  de  tang  9,  pour  l’interpréter,  nous  avons 

_ , _ SD  c - c — a tang  6 

tang  S AD  =ü  -tjl  = - , tang  SAB  — — 5—. 

” AD  a ° a-f-r  tang  Ô 

En  mettant  pour  tang  6 notre  2'  racine,  il  vient,  toute  réduc- 
tion faite, 


tang  SAB  = 


c3-f-a’c 


SD 


ou 


la'r — aJ-|-2c’r — acA  ir—a  DE' 

tang  SAB  1=  — tang  S ED  — tang  SE  A. 


Laseçlion  est  don  c encore  un  cercle,  quand  les  angles  SAB' , 
SE  A,  formés  avec  les  génératrices  opposées,  sont  égaux.  Le 
plan  coupant/ vf/î  étant  comparé  au  cercle  AE  de  la  base,  c’est 
ce  qu’on  appelle  des  sections  sous-contraires. 

Pour  obtenir  les  sections  planes  du  cône  droit,  il  suffit  île 
poser  a = r dans  l’équation  (a),  f 

j-’‘(c’cosa  t — r 1 sinsô  ) -f-  c’x's  -f-  icry'  (r  siu  ô — c cos  «)  = o ; 

cette  équ.  revient  à celle  du  n°  4®o.  Du  reste , on  ne  peut  plus 
rendre  égaux  , de  deux  manières,  les  facteurs  de  x'*  et  ÿ1-,  et, 
en  effet,  les  sections  sous-contraires  coïncident  alors. 

681.  Le  cylindre  oblique  , dont  la  base  est  un  cercle  situé- 
comme  pour  le  cône  ci-dessus , et  dont  l’axe  est  dans  le  plau  xz, 
a pour équ  (p. 299)  y, 

(x — azy—zr(x  — az). 


En  y introduisant  les  valeurs  (1),  le  plan  coupant  étant  pcrpend. 
aux  xz,  on  a 

j'Xcos'fl  -f-a'sin*Ô  — aasiuü  cos 6) -f- a:’’  = ar/'  (cos3  — asinô). 
La  section  est  uneellipsequi  se  réduit  au  cercle  quand  sin3=o, 
(a* — i)tangS  = 2a,  ou  tang  9 = — tang  2*; 

(équ.  L,  35g),  a.  étant  l’angle  que  l’axe  du  cylindre  fait  avec  les 
a : donc  6 est  le  supplément  de  ?.«. 


1 
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Surfaces  du  second  ordre. 

68.  I/équation  générale  du  2' -degré  est 
ax'+by'+cz'+idxy+*exz+ifyz+gx+hy+izr=  k. 

Tour  discuter  cette  équ.,  c.-à-d.  déterminer  la  nature  et  la  po- 
silion  des  surfaces  qu’elle  représente,  simplifions-la  par  une 
transformation  de  coordonnées  qui  chasse  les  termes  en  xy,  xz 
etjz  ; les  axes,  de  rectangulaires  qu’ils  sont,  seront  rendus 
obliques,  en  substituant  les  valeurs  ( A ),  p.  3i2;  et  les  neuf 
angles  qui  y entrent  étant  assujettis  aux  conditions  ( B ),  il  y a 
six  arbitraires  dont  on  peut  disposer  d’une  infinité  de  manières. 
Égalons  à zéro  les  coefficiens  des  termes  en  x'ÿ , x V et  y'  z’. 
Mais  si  1 on  veut  que  la  direction  des  nouveaux  axes  soit 
aussi  rectangulaire , comme  celte  condition  est  exprimée  pâl- 
ies trois  relations  (D),  les  six  arbitraires  sont  réduites  à trois, 
que  nos  trois  coefficiens,  égalés  à zéro,  suffisent  pour  faire  con- 
naître, et  le  problème  devient  déterminé. 

Ce  calcul  sera  rendu  plus  facile  par  le  procédé  suivant.  Soient 
•r~*z,Jr  — Sz  les  équ.  de  l’axe  desx';  en  faisant,  pourabréger, 

/==  ro +**+£’) on  lrouve  {v°j-  p-  3°9  ) 

* .*  ‘ * r 

cos  (xx)  = la. , cos  {xy)  = Ifi , Cos  (x'z)  = l. 

En  raisonnant  de  même  pour  les  équ.  xz=az, y = fi'z  de  l’axe 
tics/,  et  enfin,  pour  l'axe  des  z',  on  a 

cos  ( y x)  = l'a,  cos  (y  y)  — COs  (y'z)  = t, 
cos  (zx)  = l"a  , cos  (zy)  = ffC,  cos  (z'z)  = V, 

Les  équ.  {A)  de  la  transformation  deviennent 

x = Ux'  + la  y'  4.  /-«V, 

y = /.Sx'  4-  l’fi'y  + /"£"/,  ......  . 

Z — lx'  4-  ly>  _p_  /Y. 

Les  neuf  angles  du  problème  sont  remplacés  par  les  six  inron- 
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nues  /S",  attendu  que  les  équ.  (B)  se  trouvent  sa- 

tisfaites d’elles-mêmes. 

Substituons  donc  ces  valeurs  de.r,^,  zdansl’équ.  géné- 
rale du  2e  degré , et  égalons  à zéro  les  coefüciens  de  x'ÿ,  x'z 
ct/V  : 

(aa.  -f-  dfi  ■+■  e)m  -f-  (dm- f-  bfi  -f-  f)@  + ea  -+■  c = o. . tx' ÿ , 
(a<t  -f-  dfi  -f-  «)*"-(-  (dx  -f -l>0  -f-  f)&'' -f-  e*  — )— _/J3  -f-  c = o.  . . x'z  , 
(*«"+ dP+e)d  + (dS+btr+fW+eS+JF+c  = o . . 

L’une  ces  équ.  peut  s’obtenir  seule,  et  sans  faire  la  substitu- 
tion en  entier  ; de  plus  d’après  la  symétrie  du  calcul,  il  suffit 
de  trouver  une  de  ces  équ.  pour  en  déduire  les  deux  autres. 
Éliminons  * et  & entre  la  î”  et  les  équ.  x — mz,  (Z'z  de 
l’axe  desj/ ; il  viendra  cette  équ.,  qui  est  celle  d'un  plan, 

( a * +d0  + e)x  -f-  (dm  + b&+  f)jr  -f-  (ea  +f&  -f-  c)z=o ...  (2). 

Or,  la  ir*  équ.  estla condition  qui  chasse  le  terme  x'ÿ  : en  tant 
qu’on  n’a  égard  qu’à  elle , on  peut  prendre  a ,/S,</,/S'  à volonté, 
pourvu  qu’elle  soit  satisfaite  : il  suffira  donc  que  l’axe  des  ÿ 
soit  tracé  dans  le  plan  dont  nous  venons  de  donner  l’équ., 
pour  que  la  transformée  n’ait  pas  de  terme  en  x'ÿ . 

De  même,  en  éliminant  «"  et  /8"  de  la  2“  équ.,  à l’aide  des  ' 
équ.  de  l’axe  des  /,  x = m"z,  jr=&"z,  on  aura  un  plan  tel , 
que  si  l’on  prend  pour  axe  des  z'  toute  droite  qu’on  y trace- 
rait, la  transformée  sera  privée  du  terme  en  x'z' . Mais,  d’après 
la  forme  des  deux  i1**  équ.,  il  est  clair  que  ce  second  plan  est 
le  même  que  le  premier  2 donc,  si  l’on  y trace  les  axes  des^' 
et  z'  à volonté , ce  plan  sera  celui  des  y'  et  z',  et  la  transfor- 
mée n’aura  pas  de  termes  en  x'ÿ  et  x'z  . La  direction  de  ces 
axes , dans  ce  plan , étant  quelconque , on  a une  infinité  de  sys- 
tèmes qui  atteignent  ce  but;  l’équ.  (a)  sera,  comme  on  voit, 
celle  d’un  plan  parallèle  à celui  qui  coupe  par  moi  tic  toutes 
les  parallèles  aux  x,  et  qu’on  nomme  Plan  diamétral.  Si,  en 
outre,  on  veut  que  le  ternie  en ÿz'  disparaisse,  la  3e  équ.  de- 
vra faire  connaître  «'  et  ü'  ; et  l’on  voit  qu’il  y a une  infinité 
d’axes  obliques  qui  remplissent  les  trois  conditions  imposées. 
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683.  Mais  admettons  que  les  x \y'  et  z soient  rectangu- 
laires; l’axe  des  x devra  être  perpend.  au  plan  des^'z’  dont 
nous  avons  trouvé  l'équ.;  et  pour  que  x — «z,  y — (2z  soient 
leséqu.  d’une  perpend.  à ce  plan  (2),  il  faut  que  (n°  668) 

ax  d0  -h  e = (ex  —J—  —J—  c)m  ...  (3) , 

d*  + bfi  + / = (eu  + f0  + c)0 . . . (4). 

Substituant  dans  (3)  la  valeur  de  « tirée  de  (4),  on  trouve 

[(°— *)/e+  (f'—e'id]^, 

-J-  [(a — b ) (c  — b)e  -J-  (2 d‘  — f1 — e’)e  -f-  (2c — a — b)  fd]@‘, 
+ . C(c~ a)  ( c — b)d  + (2 e*— /"—  d-)d+  (2b— a — c)fe]0  , 
-f  (a— t)  {fd+{f  ‘—d')e  — o. 

Cette  équ.  du  3e  degré  donne  pour  jS  au  moins  une  racine 
réelle;  l’équ.  (4)  en  donne  ensuite  une  pour  a;  ainsi  l’axe  des 
x est  déterminé  de  manière  à être  perpend.  au  planez',  et  à 
priver  l’équ.  des  termes  en  x V et  x ÿ . Il  reste  à tracer  dans 
ce  plan  y z , les  axes  à angle  droit , et  tels  que  le  termes' z' 
disparaisse  ; mais  il  est  évident  qu’on  trouvera  de  même  un 
plan  des  x'z',  tel  que  l’axe  des  y lui  soit  perpend.,  et  que 
les  ternies  i'/',  zy  soient  chassés.  Or,  il  arrive  que  les  condi- 
tions qui  expriment  que  l’axe  des/'  est  perpend.  à ce  plan,  sont 
encore  les  cqu.  (3)  et  (4),  en  sorte  que  la  même  équ.  du  3e de- 
gré doit  encore  donner  0’ . 11  en  est  de  même  pour  l’axe  des  z . 
Donc  les  trois  racines  de  l’équ.  en  0 sont  réelles,  et  sont  les  va- 
leurs de  0,  0’  et  0" ; par  suite  *,  a’  et  u sont  données  par 
l’équ.  (4). 

Il  n’y  a donc  qu’un  système  d’axes  rectangulaires  qui  délivre 
Véqu.  des  termes  en  x'y',  x'z',yV,  cl  il  en  existe  un  dans  tous 
les  cas  ; notre  calcul  enseigne  à trouver  ces  axes. 

Ce  système  prend  le  nom  à’ Axes  principaux  de  la  surface. 

684-  Analysons  les  cas  que  peut  offrir  l’équ.  du  3'  degré  en  0. 
■ °.  Si  l’on  a (a—  b ) f è 4-  (/'  — e')d~  o , 

0 

l’équ.  est  privée  du  1"  terme:  on  sait  qu’alors  une  des  racines 
de  0 est  infinie,  aussi  bien  que  «,  qui,  d’après  l’équ.  (4),  se 
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réduit  kea-i~J]Z  = o;  les  angles  correspondans  son  (droits  : l’un 
des  axes,  celui  des  z',  par  ex.,  se  trouve  dans  le  plan  xy , et 
l’on  obtient  son  équ.  en  éliminant  a et  /S  à l’aide  de  x~az, 
jr=fiz-,  cette  équ.  est  ex-f-  fj  — o.  Les  directions  desj''  et  z 
sont  données  par  notre  équ.  en  j8,  réduite  au  2e  degré. 

2°.  Si,  outre  ce  i"  coefficient,  le  2*  est  aussi  = o,  tirant  b 
de  l’équ.  ci-dessus  , pour  substituer  dans  le  facteur  de  /3a,  il  se 
réduit  au  dernier  terme  de  l’équ.  en  fi  : 

(a  — c)fd-\-  ( f * — d“)e  = o. 

Ces  deux  équ.  expriment  la  condition  dont  il  s’agit.  Or,  le 
coefficient  de  /S  se  déduit  de  celui  de  /3‘,  en  changeant  b en  c, 
et  den  e,  et  il  en  est  de  même  pour  le  t"  et  le  dernier  terme  * 
de  l’équ.  enjS:  donc  l’équ.  du  3“  degré  est  satisfaite  d’elle- 
même.  Il  existe  alors  une  infinité  de  systèmes  d’axes  rectangu- 
laires, qui  chassent  les  termes  en  x'jr' , x' z et  jr'z' . Éliminant 
a et  A des  équ.  (3)  et  (4),  à l’aide  des  deux  équ.  de  condition 
ci-dessus,  on  trouve  qu’elles  sont  le  produit  de  f» — d,  et 
efi — d par  le  facteur  commun  edu  -\-Jd(ï  -f-  f e.  Ces  facteurs 
sont  donc  nuis  ; et  éliminant  «et  /3,  ou  trouve 

t 

fx—dz , ey=dz,  edx  4 fdjr  -f-  fez  = o. 

Les  deux  i”*  sont  les  équ.  de  l’un  des  axes  ; la  3e,  celle  d’un 
plan  qui  lui  est  perpend.,  et  dans  lequel  sont  tracés  les  deux 
autres  axes  sous  des  directions  arbitraires.  Ce  plan  coupera  la 
surface  selon  une  courbe  où  tous  les  axes  à angle  droit  sont 
principaux , qui  est  par  conséquent  un  cercle,  seule  des  courbes, 
du  2e  degré  qui  jouisse  de  cette  propriété.  La  surface  est  alors 
de  révolution  autour  de  l’axe  dont  nous  venons  de  donner  les 
équ.;  c’est  ce  qu’on  reconnaît  bientôt  en  transportant  l’origine 
au  centre  du  cercle.  (Voy.  Annales  de  Math.,  t.  II.) 

•685.  L’équ.,  une  fois  dégagée  des  trois  rectangles  , est  telle 
que 

iz1-j-mr,+  nx,  + $’x+ÿjr+<jr'2==fi...  (5).  - 

Chassons  les  termes  de  première  dimension , en  transpor- 
T.  II.  * 21 
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tant  l’origine  (n°  676)  : il  est  clair  que  ce  calcul  sera  possible , 
excepté  si  l’e'qu.  manque  de  l’uu  des  carrés  x % j-%  21  : nous 
examinerons  ces  cas  à part  ; il  s’agit  d’abord  de  discuter  l’équ.t 

As* -f-  my*  -f-  n. r’  = 7i . . . (6). 

Toute  droite  passant  par  l’origine,  coupe  la  surface  çn  deux 
points,  à égales  distances  des  deux  parts  , puisque  l’équ.  reste 
la  meme  après  avoir  changé  les  signes  de  x,  y et  z : l’origine 
étant  au  milieu  de  toutes  les  cordes  menées  par  ce  point,  est 
un  Centre la  surface  jouit  donc  de  la  propriété  d'avoir  un 
centre,  toutes  les  fois  que  la  transformée  ne  manque  d’aucun 
des  carrés  des  variables. 

Kous  prendrons  toujours  n positif  : il  reste  à examiner  les 
cas  où  k et  m sont  positifs , ou  négatifs , ou  de  signes  différens. 

686.  Si,  dans  l’équ.  (6),  A,  m et  n sont  positifs  , il  faut  que 
h le  soit  aussi , sans  quoi  l’équ.  serait  absurde  et  ne  représente- 
rait rien  ; et  si  h est  nul,  on  a x—o,  _y  = o et  2=  o à la  fois 
(n®  n 2) , et  la  surface  n’est  qu’un  seul  point. 

Mais  quand  h est  positif,  en  faisant  séparément  x,  j ou  2 
nul , on  trouve  des  équ.  à l’ellipse , courbes  qui  résultent  de  la 
section  de  notre  surface  par  les  trois  plans  coordonnés.  Tout 
plan  parallèle  à ceux-ci  donne  aussi  des  ellipses,  et  il  serait 
aisé  de  voir  qu’il  en  est  de  même  de  toutes  les  sections  planes 
(n°  67g)  : c’est  pour  cela  que  ce  corps  a le  nom  d 'Ellipsoïde. 
Les  longueurs^, Z?,Cdes  trois  axes principaux  s’obtiennent  en 
cherchant  les  sec! ions  de  la  surface  par  les  axes  des  x,  jr  et  2, 
savoir,  kC'  — h,  m/?1  = /i , nA'=sh-,  éliminant  A,  met  n de 
l’équ.  (6). 

~+  Ç + — 1 - + A'°r  + B'Cx'=  A'B'O  ; 

telle  est  l’équ.  de  l’ellipsoïde  rapporté  à son  centre  et  à ses  trois 
axes  principaux.  On  peut  concevoir  cette  surface  engendrée 
par  une  ellipse  tracée  dans  le  plan  xj , mobile  parallèlement  à 
clle-mcine,  pendant  que  ses  deux  axes  varient,  cette  courbe 

glissant  le  long  d’une  autre  ellipse  tracée  dans  le  plan  xz.  S» 
* 
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deux  dos  quantités  A,  B, C sont  égales,  ou  a un  ellipsoïde  de 
révolution  ;si  „-/•==  B =■  C , on  a une  sphère. 

G87.  Supposons  A-  négatif,  m et  h positifs,  ou 
Az1  — my1 — ni*  = — h. 

En  posant  x ou  y nul,  on  reconnaît  que  les  sectious  par  les 
plans  de  yz  et  xi  sont  des  hyperboles,  dont  l’axe  des  z est 
le  2'  axe  : les  plans  inene's  par  l’axe  des  z donnent  cette  même 
courbe  j on  dit  que  la  surface  est  un  hyperboloïde.  Les  sections 
parallèles  au  plan  de  xy  sont  toujours  des  ellipses  réelles,  où 
— 1 désignant  les  longueurs  comprises  sur  les  axes, 
à partir  de  l’origine;  l’équ.  est  la  même  que  ci-dessus,  au  signe 
près  du  1"  terme,  qui  devient  ici  négatif. 

688.  Enfin  , quand  A et  A sont  négatifs , 

— Az“  -j-  rix*  = — h, 

tous  les  plans  qui  sont  menés  par  l'axe  des  z coupent  la  surface 
selon  des  hyperboles  , dont  l’axe  des  z est  le  premier  axe  ; le 
plan  xy  ne  rencontre  pas  la  surface , et  ses  parallèles,  au-delà 
dedeux  limites  opposées,  donnent  des  ellipses.  Ou  au  n hyper- 
boloïde à deux  nappes  autour  de  l’axe  des  z.  L’équ.  eu  A,  Ii , 
C est  encore  la  même  que  ci-dessus,  excepté  que  le  terme  en  z* 
est  seul  positif. 

68g.  Lorsque  h=.o,  on  a,  dans  ces  deux  cas,  kz‘=my,-\-nx'', 
équ.  d'un  cône , qui  est  à nos  hyperboloïdes  ce  que  les  asymp- 
totes étaient  à l’hyperbolé.  (Voy.  p.  3oo.) 

11  resterait  à traiter  le  cas  de  A et  m négatifs;  mais  il  se  ré- 
duit à une  simple  inversion  dans  les  axes,  pour  le  ramener  aux 
deux  précédens.  L’hyperboloïde  est  à une  ou  deux  nappes  au- 
tour de  l’axe  des  3:,  selon  que  h est  négatif  ou  positif. 

690.  Quand  l’équ.  (5)  est  privée  de  l’un  des  carrés,  de  x1  par 
ex.,  en  transportant  l’origine,  on  peut  dégager  cette  équ.  du 
terme  constant,  et  des  tr”  puissances  de  y et  z,  savoir, 

Az’  -}-  my'  = hx. 

21.. 
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Les  sections  par  les  plans  des  xz  et  xjr  sont  des  paraboles  tour- 
nées dans  un  sens,  ou  dans  le  sens  opposé,  selon  les  signes  de 
k,  m et  h ; les  plans  parallèles  à ceux-  ci  donncut  aussi  des  pa- 
raboles. Les  plans  parallèles  a.uxjz  donnent  des  ellipses,  ou  des 
hyperboles,  selon  le  signe  de  m.  La  surface  est  un  paraboloïde 
elliptique  dans  un  cas,  hyperbolique  dans  l’autre;  k = m 
lorsque  le  paraboloïde  est  de  révolution. 

6g  i . Quand  h t=  o,  l'équ.  a la  forme  aV  ± b'y’  = o,  selon 
les  signes  de  A et  m.  Dans  un  cas , on  a z = o et  y = o , quel 
que  soit  x ; la  surface  se  réduit  à l’axe  des  x : dans  l’autre, 
(oz  -\-by).{az — by)  =o  indique  qu’on  peut  rendre  à volonté 
chaque  facteur  nul  : ainsi , l’on  a le  système  de  deux  plans  qui 
se  croisent  selon  l’axe  des  x. 

. 692.  Lorsque  l’équ.  (5)  est  pirivée  de  deux  carrés,  par  ex., 
de  x * et  y1,  en  transportant  l’origine  parallèlement  aux  z,  on 
réduira  l’équ.  à 

kz'  + py  + qx=h. 

Les  sections  par  les  plans  menés  selon  l’axe  des  z sont  des  pa- 
raboles. Le  plan  xy  et  ses  parallèles  donnent  des*droites  qui 
sont  parallèles  entre  elles.  La  surface  est  donc  un  cylindre  à 
base  parabolique  (n°  660). 

Si  les  trois  carrés  manquaient  dans  l’équ.  (5) , elle  serait  celle 
d’un  plan. 

6g3.  Il  est  bien  aisé  de  reconnaître  le  cas  où  la  proposée (1) 
est  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels  ; ceux  où  elle  cSt 
formée  de  carres  positifs,  qui  se  résolvent  en  deux  équ.,  repré- 
sentant la  section  de  deux  plans  ; enfin  ceux  où,  étant  formée 
de  trois  parties  essentiellement  positives,  elle  est  absurde.  Tout 
ceci  est  analogue  à ce  qu’on  a dit  n°*  4^3  et  45g. 
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694-  Plus  une  branche  de  connaissances  embrasse  d’objets 
ci  reçoit  d’applications  diverses,  et  plus  il  est  difficile  d’en 
donner  une  définition  exacte  qui  permette  d’en  concevoir  toute 
l’étendue,  et  comprenne  tous  les  sujets  que  l’on  peut  y ratta- 
cher. Celte  partie  de  la  haute  analyse,  qu’on  nomme  Calcul 
différentiel,  s’applique  à des  questions  si  variées,  que  nous 
n'en  pouvons  exposer  la  nature  sans  faire  d’abord  quelquesob" 
servations  préliminaires. 

Étantdonnée  une  équ.  jr=f(x)  entre  deux  variables x et  jr, 
qu’on  peut  regarder  comme  représentée  par  une  courbe  plane 
BMM'  (fig.  4o)  rapportée  à deux  axes  coordonnés  rectangu- 
laires Ax,Ajr , on  comprend  que  si  l’on  attribue  à l’abscisse  x 
une  suite  de  valeurs  quelconques , d’où  l’on  tirera  celles  des 
ordonnées  correspondantesj‘,on  aura  une  série  de  points  M,  M' 
de  la  courbe;  mais  que  ces  points  seront  séparés  les  uns  des 
autres  par  un  certain  intervalle,  quelque  voisines  qu’on  sup- 
pose les  valeurs  de  x.  Ainsi,  dans  cet  état  l’équation  y=fx 
n’exprime  pas  qu’il  y ait  continuité  entre  les  points.  Cette  re- 
marque peut  être  faite  pour  toute  équ.  entre  3,4»  . • variables. 
Voyons  si  l’analyse  ne  peut  pas  fournir  quelque  artifice  propre 
à manifester  la  continuité  dans  les  fonctions. 

Prenons  pour  exemple  réqu..x=fla:3  -|-  bx*  -f-  c • Si,  après,. 
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avoir  considéré  le  point  M,  qui  a pour  coordonnées  x et  y, 
nous  voulons  prendre  un  autre  point  M pour  le  comparer  au 
i",  en  nommant  x + A et  y -f-  k ses  coordonnées  AP1 , P' M' , 

' on  aura  A =a(x+ A)3-4- A(x -f  hy  + c,  et  développant 

J + k-=  (ax’-+-  Ax*  -f-  c)  -f  (3ax*-f-  îAx)A  -f-  (3ax  -+-  b)  A1-}-  aA3. 

Or,  le  coefficient  de  la  i ” puissance  de  h , savoir  3 ax'  -f-  ibx, 

,est  déduit  de  la  fonction  proposée,  en  porte  l’empreinte,  et  ne 
convient  qu’à  elle;  de  plus  ce  coefficient  est  indépendant  de  A, 
qui  est  la  distance  PP1  des  extrémités  des  deux  abscisses,  et 
qui,  parsuite,  mesure  l’intervalle  des  deux  points  de  la  courbe  : 
donc  co  coefficient  est  composé  de  manière  à exprimer  qu’on 
considère  deux  points  de  la  courbe  aussi  rapprochés  qu’on 
veut,  et  par  conséquent  que  la  fonction  est  continue.  Les  coef- 
iiciens  de  h*,  A3  participent  à cette  propriété.  De  là  on  tire  que 
toutes  les  fois  qu’une  question  proposée,  de  quelque  nature 
qu’elle  soit,  reposera  sur  la  notion  de  continuité,  les  coef- 
• ficiens  des  puissances  de  h dans  le  développement  de  cette 
fonction,  où  xest  remplacé  par  x + h,  convenablement  com- 
binés et  analysés,  pourront  résoudre  le  problème. 

. Raisonnons  de  même  sur  le  cas  général  y—  f(x)  : le  signe  f 
représente  ici  une  Jonction  quelconque  dex.  Si  l’on  remplace 
x par  x + b , et^par  y-f  - A,  0,1  aura  l’équ.  y-{-k  =f(x-\-h): 
il  s’agit  maintenant  de  développer  f(x-\-h)  de  manière  à 
mettre  en  évidence  les  termes  affectés  des  différentes  puissances  * 
de  h.  Ce  calcul  sera  soumis  à la  nature  de  la  fonction  f,  et  nous 
verrons  bientôt  comment  on  peut  l’effectuer  pour  chaque  forme 
de  f : contentons-nous  défaire  remarquer  ici  que  si  l’on  prend 
A = o,  ce  qui  suppose  k — o,  et  fait  coïncider  le  2*  point  avec 
le  t*r,  tous  les  termes  où  A est  facteur  devron  t disparaître  dans 
le  développement  dont  il  s’agit  de  f(x  -f-  h) , en  sorte  qu’il  ne 
restera  que  le  seul  Ier  terme,  qui  par  conséquent  doit  être  /(x), 
ou  j'.  On  voit  aussi  que  A ne  peut  être  affecté  d’aucun  expo- 
sant négatif,  car  s’il  existait  dans  f(x  -(-  A)  un  terme  tel  que 
M 

Mh~m,  lequel  équivaut  à — , en  faisant  A nul , ce  terme  deve- 


Digitized  by 


THÉORÈME  DK  TAYLOR. 


3a  7 


nant  infini , on  ne  retrouverait  plus  /(*).  Il  suit  de  là  que 

f {x  + h)  doit  se  développer  \ de  celte  maniéré. 

t'(x  -J- b)  = fx  -f-  nite  suite  de  termes  dont  h est Jacteur  à diffe- 
rentes puissances  positives. 

6g5.  Mais  on  peut  voir  qu’en  general 

f(x  -\-h)  = f (x)  +y'h  -f-  «A. . . (i), 

savoir,  outre  le  terme  fx,  dont  on  vient  de  prouver  l’existence, 
i®.  un  terme  ÿh  contenant  la  impuissance  de  h multipliée  .par 
une  fonction  de  x seul,  que  nous  désignons  par  y,  et  2°.  un 
ensemble  d’autres  termes  où  h entre  à des  puissances  supé- 
rieures à la  i“,  et  que  nous  désignons  par  «A  ; « étant  fonctiou 
de  x et  de  A,  et  admettant  encore  le  facteur  A à quelque 
puissance  positive. 

Pour  prouver  celte  proposition,  qui  sert  dé  base  à tout  le 
calcul  différentiel,  menons  une  tangente  77/  au  point  M(x,j) 
de  la  courbe  DM  Al'  dont  l’équ.  est  y = fx.  On  sait  que  cette 
droite  s’obtient  en  menant  par  ce  point  M une  ligne  quel- 
conque SMAf,  appelée  sécante,  et  la  faisant  tourner  autour  du 
point  M jusqu’à  ce  que  les  points  Aï  et  Al'  de  section  coïnci- 
dent ensemble.  Faisons  par  analyse  cette  opération  géomé- 
trique. En  changea  ut  x en  x -J-  A,  et  y en^-f1  k,  pour  consi- 
dérer un  second  point  AT  de  la  courbe,  nous-aurons. . .V. . . . 
r -4-  k= f (x  4-  A)  pour  l’ordonnée  P'Al'\  on  a 1 ‘ 

4-». 

ou  k~lÿ M'  — PM=t  f{x  + h)~f  (.r) ; 


k— P’  M' — PM =f  (x  + h) 

d’où  le  triangle  rectangle  AIM'Q  donne 

MÛ  k f (.r  -f-  7/)  — f (x) 

tang  M'MO=z  = 

h h , ; 

Pour  en  déduire  la  direction  de  la  tangente  cherchée  TM,,  il* 
faut,  dans  cette  expression,  faire  h nul,  afin  d’exprimer  que 
, M'  se  rapproche  de  AJ  jusqu’à  coïncidence.  La  valeur  de 
taug  UMQ  est  donc  ce  que  devient  le  dernier  membre  ci- 
dessus  , lorsqu’on  y pose  h — o.  Et  puisque  la  direction  cher- 
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tbée  de  la  tangente  dépend  du  point  M , il  est  clair  qu’on  doit 

trouver  une  fonction  de  x pour  résultat  ; nominons-la^'. 

De  la  résulte  que  la  valeur  de  ce  dernier  membre  doit  être 
formée  de  deux  parties  ; i°.  du  terme  y' , qui  est  indépendant 
de  h ; 2°.  d’autres  termes  dont  h est  facteur  à diverses  puis- 
sances positives,  et  qui  disparaissent  lorsqu’on  pose  h—o. 
Désignons  ces  termes  ensemble  para,  qui  est  une  fonction  de 
x et  de  h,  et  nous  aurons 


/(r+/0-/(-r) 


=y +<*...  (2), 


équation  qui  revient  à celle  ci-dessus  (1),  en  chassant  le  déno- 
minateur h et  transposant  f(x).  Pour  que  ce  raisonnement  ne 
fut  pas  exact,  il  faudrait  que  le  point  (x,jr)  que  nous  avons  pris 
sur  la  courbe  n’eût  aucune  tangente,  ce  qui  ne  saurait  arriver 
que  dans  certains  cas  spéciaux  , où  en  effet  le  calcul  différentiel 
présente  des  résultats  obscurs  : mais  tant  qu’on  se  tient  dans 
des  généralités  qui  laissent  x quelconque , on  est  assuré  que 
l’équation  (1)  est  toujours  vraie. 

GgG.  Quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  f , on  est  donc 
certain  que  l’expression  f(x-\-h)  est  susceptible  , par  des  cal- 
culs convenables  , d’être  développée  en  plusieurs  termes  , dont 
le  t"  est  la  fonction  proposée  f(x)  ; le  2®  un  ternie  y' h qui  ne 
renferme  h.  qu’à  la  tr®  puissance  et  est  facteur  d’une  fonction 
de  x ; enfin  d’autres  termes  compris  dans  la  forme  ah,  qui  tous 
contiennent  le  facteur  h à quelque  puissauce  plus  élevée  que 
un  , c’est-à-dire  k=s  o donnant  *=  o. 

Le  second  terme  y h a pour  coefficient^'  une  fonction  de  x, 
qui  est  essentiellement  résultante  tle  la  proposée^,  ou  fx\  et 
de  plus,  comme  elle  est  indépendante  de  h,  elle  est  propre  à 
exprimer  que  la  fonction  f est  continue,  puisqu’elle  provient 
de  ce  qu’on  considère  à la  fois  deux  points  d’une  courbe  aussi 
voisins  qu’on  veut.  Ce  facteur^'  de  la  1"  puissance  de  h est  ce 
qu’on  appelle  la  dérivée  ou  le  coefficient  différentiel  de  la  (onc- 
tion v : on  l’exprime  aussi  par  /'(*).  (V • p.  *35.) 
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La  fonction  » est  elle-même  susceptible , comme  on  va  bien- 
tôt le  dire,  de  se  développer  en  plusieurs  termes , procédant 
selon  les  puissances  de  h,  et  dout  chaque  coefficient  peut , 
aussi  bien  quej"’,  exprimer  la  continuité  dans  : mais  comme 
on  verra  que  ces  coefficiens  dépendent  de  y,  celte  remarque 
n’affaiblit  en  rien  notre  conséquence  ; seulement,  selon  les  pro- 
blèmes, on  peut  être  conduit  à préférer  tel  ou  tel  de  ces  coef- 
ficiens pour  cet  objet. 

697.  On  voit , dans  l’équation  (2),  que  plus  h décroît,  et  plus 
a devient  petit,  jusqu’à  être  nul  quand  h devient  zéro  : on  en 
tire  cette  conséquence,  qui  donne  même  souvent  un  excellent 
procédé  de  calcul  pour  déduire  la  fonction  f\x)  de  f (ar) , que 
la  dérivée  y'  d’une  fonction  y est  ce  que  devient  le  1“  membre 
de  l’équation  (2)  lorsqu’on  rend  7i  nul  ; c’est-à-dire  que  la  dé- 
rivée y',  ou  le  coefficient  différentiel  tf  une fonction y,  est  la  li- 
mite du  rapport  de  l'accroissement  de  celle  fonction  y à celui  de 
la  variables.  ; en  effet,  le  numérateur  f(x-j-  h) — fx)  est  l’ex- 
cès de  la  fonction  variée  sur  la  fonction  primitive,  et  le  déno- 
minateur est  l’accroissement  h attribué  à x.  {f^oy.  ce  qu’on  a . 
dit  n°  1 13  sur  les  limites .) 

6g8.  L’origine  du  mot  différentiel  est  utile  à connaître.  Puis- 
que, dans  l’équation  (2),  le  terme»  est  aussi  petit  qu’on  veut 
avec  h,  tandis  que  y,  qui  est  indépendant  de  h,  reste  cons- 
tant, il  est  clair  que  plus  h sera  petit,  plus  le  2*  membre  ap- 
prochera de  se  réduire  à y \ ainsi  la  différence  f{x-\-  h) — f(x) 
se  réduit  à fh,  pour  des  valeurs  de  h très  petites;  et  comme 
y' h est  la  différence  entre  la  fonction  variée  et  la  fonction  pri- 
mitive , on  a appelé  y' h une  petite  différence , ou  une  différen- 
tielle. Et  même  Leibnitz,  inventeur  de  ce  calcul , ayant  dési- 
gné par  le  signe  d un  accroissement  infiniment  petit  attribué 
à une  variable  , dyetdx  ont  été  des  symboles  destinés  à rem- 
placer les  lettres  k et  h ci-dessus,  et  l’on  a eu y'dx  (au  lieu  de 
y' h)  pour  la  différentielle  dey , savoir  djr  —y'dx.  Cette  nota- 
tion est  reçue  dans  le  genre  de  calcul  dont  nous  exposons  les 
principes.  La  dérivée  ou  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
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lion  y=f  (x),  est  y',  ou  f'(x),  ou  ^ - y c’est  le  coefficient  du  2*  • 

terme,  ou  de  la  ire  puissance  de  li  dans  le  développement  de 
la  fonction  variée  f ( x — {—  li  ) > ou  la  limite  du  rapport  de  l’ac- 
croissement de  la  fonction  f(x)  à celui  de  la  variable  j;  ou  cn- 
fin  le  coefficient  de  la  différence  infiniment  petite  dy=  y'dx, 
qu’on  trouve  lorsque  x croît  de  dx. 

En  attachant  au  mot  dérivée  l’acception  précédente,  nous 
pouvons  déGuir  le  calcul  différentiel,  une  branche  de  haute 
analyse,  dans  laquelle  on  recherche  les  dérivées  de  toutes  les 
fonctions  proposées  , on  assigne  leurs  propriétés  particulières, 
et  l’on  applique  ces  dérivées  aux  problèmes  dans  lesquels  la 
continuité  des  fondions  est  une  des  conditions  essentielles. 

Regardons  l’expression^'  comme  connue,  lorsque  fx  est 
donné;  puisque  y est  une  fonction  de-r,  elle  est  susceptible 
de  varier,  et  d’avoir  h son  tour  une  dérivée,  que  nous  désigne- 
rons par  y";  de  même,  la  dérivée  de  y"  sera  y",  celle  de,/" 
seraj-”. . . On  conçoit  donc  ce  qu’on  entend  par  les  dérivées 
de  premier,  de  second , de  troisième  ordre.  . . 

699.  Nous  ne  savons  pas  encore  comment  x et  h entrent  dans 
a (équ.  2)  ; voyons  à développer  cette  fonction.  Représentons 
y'  -J-  a par  P ; cette  équ.  deviendra 

f(x+h)=fx  + Ph—y + Ph (3). 

Posons  x-f-  h=z,  d’où  h = z — x , fzx=y  -\-P{z — x). 

Or  P , qui  était  fonction  de  aret  de  h,  l’est  actuellement  de 
.r  et  a;  ces  variables  sont  indépendantes,  puisque  leur  diff.  h 
est  arbitraire.  On  peut  donc  regarder  z comme  un  nombre  cons- 
tant donne  , et  faire  varier  x seul  (avec  j--  et  P qui  contiennent 
x).  Changeons  donc  x en  x -f  i dans  la  dernière  équ.  t°.  f z ne 
changera  pas  ; 20.  y deviendra  y -f-y'i  -h&i  ; 3°.  P(z  — x)  se 
changera  en  (P  + P'i  -f-  yi)  (2 — x — i).  Ne  conservons  dans 
toute  l’équ.  que  les  coefliciens  des  termes  où  i est  au  1"  degré,, 
'savoir 

o —yi  — Pi  •+•  P'i  (z  — 
d’où  P-y'  + P\i  -*)+...  (4). 
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Traitons  cette  cqu.  comme  la  precedente.  Le  changement  de  x 
en  x + i donne  P'  =y”  — P'  -f-  P"  (2  — d’où 

2P'=y  + P"(z-a :)...  (5); 
de  même  3 P”=ym+  P"(*  — a:). . • 

4 P'=y"+P‘'>(z-x)... 

Éliminons  P,  P1,  P",. . . dese'qu.  (3),  (4)>(5)...  puis  rétablis- 
sons h au  lieu  de  z — x , et  nous  aurons 


/(* + *)  =a  +yh  + Çi  +ç 


ht 


+ 


a.3T'iX4_r 

c’est  la  formule  appcle'e  Théorème  de  Taylor , du  nom  du  cé- 
lèbre géomètre  qui  l’a  découverte. 

Par  le  théorème  (1),  toute  fonction  fx  était  décomposée  en 
X+ yh  + nh,  la  3e  partie  ah  renfermant  tous  les  termes  où  h 
a une  puissance  supérieure  à la  première  : maintenant  nous 
connaissons  la  composition  de  ces  derniers  termes. 

Tout  cela  est  conforme  à ce  qu’on  a exposé  n#  527;  mais  ici 
fx,  qui  désignait  alors  un  polynôme  rationnel  et  entier  , re- 
présente une  fonction  quelconque  de  x. 

Il  est  donc  démontré  que  lorsqu’on  attribue  à x un  accrois- 
sement h dans  une  fonction  quelconque  fx,  la  série  (si),  dé- 
veloppement de  f(x-{-h),  ri  a que  des  puissances  entières  et 
positives  de  b,  du  moins  quand  x conserve  une  valeur  indéter- 
minée (n°  6g5).  Cette  série  (si)  sert  à trouver  ce  développe- 
ment, toutes  les  fois  qu’on  sait  tirer  de  fx  les  dérivées  succes- 
sives fx , f"x. ou  y’,y  ... 

Par  ex.,  soitj'  = xm,  on  en  tir ey’  = mxm~‘,  puisque  tel  est 
le  coefficient  de  h'  dans  le  développement  de  ( x-\-h)m . De  même 
y"=m(m — i)xm~ *,yw=  m(m — 1)  (rn—i)xm~3,  etc.  Donc  en 
substituant  dans  l’équ. _(d),f(x-\-h)  devient  (x-f -h)m,  et  l’on 
retrouve  la  série  de  Newton  (p.  1 1).  Il  suffit  donc  de  savoir  que 
le  2'  terme  de  (x  -J-  h)m  est  nixmVh,  pour  en  avoir  le  dévelop- 
p émeut  total,  quel  que  soit  l’exposant  m. 

*Wous  avons  appris,  page  a33  et  suiv.,  à développer  diverses 
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fonctions  en  séries  : comme  la  recherche  de  ces  expressions  est 
une  application  simple  des  principes  du  calcul  des  dérivations, 
nous  les  tirerons  de  la  formule  de  Taylor,  en  suivant  les  règles 
de  ce  calcul:  nous  ne  ferons  donc  aucun  usage  de  ces  séries 
avant  de  les  avoir  démontrées  de  nouveau. 

Règles  de  la  différentiation  des  Fonctions  algébriques. 

70 o.  La  manière  dont  la  dérivée  y'  est  composée  en  x,  dé- 
pend de  la  fonction  primitive  .7,  et  en  porte  l’empreinte.  II  ' 
laut,  pour  chaque  fonction  proposée,  savoir  former  celte  déri- 
vée : c’est  cequ’ou  obtient  par  deux  procédés.  Le  ilr  résulte  de 
la  définition  même,  exprimée  par  l’équ.  (1). 

On  changera  x en  x -f-  h dans  la  Jonction  proposée  fx,  et 
l on  exécutera  les  calculs  nécessaires  pour  mettre  en  évidence  le 
terme  ajjeclè  de  la  ire  puissance  de  h:  le  coejfficient  de  ce  terme  ' 
est  la  dérivée  cherchée  y’,  ou  f x. 

70t.  Le  second  procédé  est  fondé  sur  la  propriété  des  limites, 
n°  697.  Après  avoir  changé  x en  x + h , on  retranchera  la 
fonction  proposée,  et  l’on  divisera  par  h,  afin  de  composer  le 
rapport j"’  -f-  »,  de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui  de  la 
variable:  puis  faisant  décroître  A indéfiniment,  on  cherchera 
la  grandeur  vers  laquelle  ce  rapport  tend  sans  cesse,  c.-à-d. 
qn’ou  en  cherchera  la  valeur  dans  le  cas  de  h = 0 : cette  limite 
sera  j'-’ . 

Mais  il  convient  de  composer  des  règles  pour  chaque  espèce 
de  fonction,  afin  d’ètre  dispensé  d’appliquer  directement  ces 
procédés,  dans  les  divers  exemples  qu’on  rencontre  ; ces  règles 
donnent  la  dérivée  pour  chaque  cas,  sans  qu’il  soit  nécessaire 
de  faire  des  raisonnemens  spéciaux  ; on  opère  alors  comme  lors- 
qu’on fait  une  multiplication,  une  extraction  déracinés,  ou 
tout  autre  calcul  algébrique. 

702.  Soitj-  = A -j-  Bu  — Ct...;A,B,C étant  des 

constantes;  u,  t. . . des  fonctions  dca:.  Pour  obtenir  la  dérivée, 
appliquons  la  première  règle.  En  mettant  x -f-  h pour  x,  A ne 
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change  pas  , Bu  devient  Z?(u  + u'h  + ah),  Cl  est  changé  eu 
C(t+t’h  -J-  |SA)  ; ainsi  la  fonction  variée  f{x  -f-  h)  est  ici 

Y={A+  Bu  — Cl...)  +(Bu  — Ct...  )h  + Bzh  — Cfih... 

Donc,  y'  — Bu'  — Cl . , . La  dérivée  d’un  polynôme  est  la 
somme  des  dérivées  de  tous  les  termes , en  conservant  les  signes 
et  les  coejfficiens  : les  termes  cons  tans  ont  zéro  pour  dérivée. 

Ainsi , y — a 1 — x’  donne == — ax. 

y — i +4X* — 5x — 3x5  donne  y'=8x — 5 — gx\ 

7o3.  Pour  yz^u’X.t,  u et  t étant  fonctions  de  x:  mettant 
x -J-  h pourx,  il  vient  f(x-\-h)  ou 


De  même  ,y=zu.l.v,  en  faisant  t.v=z,  devient<y=«.z; 
d’où  y'=u'z-{-uz'  : mais  aussi  z'  = t'v-\-  tv  ; donc 


Ainsi  la  dérivée  d’un  produit  est  la  somme  des  dérivées  prises 
en  regardant  successivement  chaque  facteur  comme  seul  va- 
riable. Notre  démonstration  s’étend  à 4 >5. . . facteurs. 

y=(a-\-x)  (a  — x)  donne y = (a — x)  i — (a-f-x)i,  puis- 
que-!- 1 et  — * sont  les  dérivées  des  facteurs;  ou  y — — ax. 

- y=z(a  ùx)x3  donnej'/=ùx3-J-3xs(a  -f-  bx). 

704.  z et  u étant  des  fonctions  identiques  de  x,  changeons  x 
en  x + h dans  z = u ; nous  aurons  \ dj  g 


Donc  z'  = «'  (n°  616)  ; de  même , on  a z’  = u",  zw=um 

Donc,  deux  fonctions  identiques  ont  aussi  leurs  dérivées  iden- 
tiques pour  tous  les  ordres. 


Y—  (u  -f-  u'h  y ah)  X (t  -j-éhyfih) , 

y=u't+ut'. 


y'=  tvu  - f-  tuv  -|-  uvt . 


z z h 4.  eh  — u -f-  u h -j-/3  h. 


7o5.  Soit^ 


on  en  tire  ty  = u;  d’où  y t +yt'  — u , 


puis 
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La  dérivée  d'une  fraction  est  égale  à celle  du  numérateur , 
moins  le  produit  de  la  fraction  proposée  par  la  dérivée  de  son 
dénominateur , celle  différence  divisée  par  ce  dénominateur.' 

706.  Ou  bien , est  égale  au  dénominateur  multiplié  par  la 
dérivée  du  numérateur,  moins  le  numérateur  multiplié  par  la 
dérivée  du  dénominateur,  celte  différence  divisée  par  le  carré 
du  dénominateur. 


On  peut  encore  tirer  ces  règles  en  effectuant  la  division  de 

y 'l  -l~  !J  h -f  rth u ( lu  — Ut?  f 

t~h  t'h  t "*  1 » 

d’où^' ^=etc. 

Ainsi,  jr  = - — — , donney  =-  — 

a 1— x’  J a (t-x)1 


J— 


a -f-  \ bx' 


■ _(3— 2x)6x-f  a(a-f-  V>x5)_(3— ,r)6.r-|-?a 

3 — M ‘ (3 — 2 xy  ~ (3  — 2.r)4 

707.  Si  le  numérateur  u est  constant,  on  fera  u = o,  et  l’on 
ut'  ‘C 

aura  y'  = — = — : la  dérivée  d’une  fraction  dont  le  nu- 

mérateur est  constant,  est  moins  le  produit  du  numérateur  par 
la  dérivée  du  dénominateur,  divisé  par  le  carré  de  ce  dénomi- 
nateur. 


Par  ex.,  y=z^~  donne ÿ — — 

J x’  J x» 


8 


ri’ 


£ 

X^ 


■r  = -p, 

708.  Cherchons  maintenant  la  dérivée  des  puissances. 


m ) 


i°.Si  in  est  entier  et  positif dansj—xm,  comme  x‘n=.r.x'n-,) 
la  dérivée  relative  au  ier  facteur  est  1 .xm~‘  ; d’après  la  règle 
des  produits , il  en  faut  dire  autant  de  chacun  dei  m facteurs  ; 
dont  la  dérivée  est  y'  = mx”_l, 

Et  s’il  s’agit  de  y=zm,  z étant  une  fonction  de  x,  comme 
zm  = z.zm~'  la  dérivéetelative  au  1"  facteur  est  z’  ,zm~'  ; cha- 
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cun  des  ni  facteurs  z doime  cette  même  quantité.  Donc  la  dé- 
rivée est  y'  = mzm~' . z’ . 

Par  ex.,  yz={a.  -f-  bx  ■+ -cx*)m  = zm,  en  faisant 
z = s + + ex  * ; 

et  l’on  a 

z’=b  -f-  2cx,y'=mzm~'z'—  m(a-\-  bx  -f-cx’)’"-1  X (ù -f-  2C.r}. 

Pour  yz=x'(a  -|-  bx1),  en  faisant  a -\-bx'=zz,  on  a z'=2Ùx  : 
et  par  la  région0  ^o3,  J—  3x’z -f  x^z  = x‘‘(3a  + 5bx'). 

Enfin,  yz=  (a  + ^x)’;  on  aj^=2’  en  posant  a-\-bx  = z, 
d’où  z = b,  y — "zzz  — 2 b{a  -f-  bx). 

2°.  Quand  m esl  entier  et  négatif , m — — n,  cty—zm~z~n, 
i rtzn~l.z' 

on  a y = — ; d’oùj-'  = ~ n , en  vertu  delà  règle  n°  70^, 

et  de  ce  qu’on  vient  de  dc'inontrcr , i°. 

Ainsi  y — — nz~n~' ,z’ — mzm~' .z'. 


Pour^-  = 


a 


ou  a y 


1,a 

x P+'  ' 


3°.  Quand  ni  est  fractionnaire , m = on  ny  ~ z ÿ,  d’où 

f*  = zr,  en  élevant  à la  puissance  q : prenons  les  dérivées  des 
deux  membres  qui  sont  des  fonctions  identiques  de  x(n°  joÿ  ; 
V et  q sont  ici  des  entiers  positifs  ou  négatifs  ; il  suit  des  deux 
cas  précédons  que  qyi~‘ . y = pZP~' . z ; comme  p~qm,  et 
y — zm,  on  a ( voy . n*  710) 

qzmt~my'  — qmzim-‘.z'  ; d’où  y’  = mzm-‘ .z'. 

Quel  que  soit  l’exposant  m,  z étant  une  fonction  de  x,  la 
dérivée  de  zM  est  donc  nu”'1 . z',  z étant  une  dérivée  qu’on  lire 
de  2 ~fc.  Nous  ne  disons  rien  des  exposans  irrationnels  ou 
imaginaires,  qui  rentrent  dans  les  précédens.  {Voy.  p.  16.)  Au 
reste  voici  une  démonstration  qui  embrasse  tous  les  cas. 
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709.  Changeons  x en  x 4-  h dans  j — x™ , 
Y = ( x + h)m  —J  +/h.  4-  etc.  ; 


d’où  =(I+i)  =(«+*)"=  1 + jâi  + etc., 

en  divisant  tout  par  xm,  et  faisant  h — xz.  Or,  (1  -f-z)"*  est 
indépendant  de  x , puisque,  h étant  arbitraire,  z est  quelconque, 
même  quand  on  détermine  x : il  faut  donc  que  notre  dernier 
membre  soit  aussi  sans  x,  et  par  conséquent  le  second  terme 

y?  ' • j 

en  particulier;  d’où ^=r,=  constante ;c.-à-d.  que,/  doit  être 

composé  en  x,  de  manière  que  divisé  par  xm~',  le  quotient 
soit  une  fonction  dem,  telle  que  fm,  ou  f = xm~\fm. 
Déterminons  fm.  Nous  avons 


(x  4-  h)m  — xm  + fec*—'  • f m + etc. 

Donc  (x  + h)n  = x*  4-  ha*  . fn  -f  etc. 

(x  -f-  /()■”+"  — x"’4'* -f-  hxm+n~ ' .f(m  4-  n)  +..., 


en  changeant  m en  n et  en  m -\-n.  Mais  en  multipliant  les 
deux  ir“  équ.,  on  trouve  pour  produit  la  3e  équ.,  excepté 
qu’il  y a fm  4- fn , au  lieudfe /(m  4-  ri)  : donc  (note,  p.  399) 

f(m  + n)  —fm  4 -fn. 

En  considérant  n comme  un  accroissement  de  m,  on  a 
f{m  4-  n)  = fm-\-  n fm-\-  etc.;  partant,  fn  — nfm  4-  etc.  ; 
et  puisque  le  itr  membre  est  indépendant  de  m,  le  2'  doit  aussi 
l’être,  savoir,/' m=  un  nombre  inconnu  a;  A’o\\f"=fm=...=o, 

et  fn  — an-,  d’où  fm  = am. 

Il  s’agit  de  déterminer  la  constante  numérique  a.  Or,  on  a 
(x  4-  h)m  =xm  4-  hxm~'  am  4-  A*.  • • 

Faisant  m=i,  x4-  A = x4-/ia;d’oùa=i, 

Ainsi,/»  — m,  et  la  dérivée  est ÿ — mxm~' . 

Maintenant  pour^  = zm,  où  z est  fonction  de  x,  on  a 
f(sc+h)={'Z+zh+...)m=z*'+mzm-'z'1i+...  et /=mz’-'.r'. 
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710.  Pour  y = y s ~zm  , on  a 


/ I m 
J = —Z 
m 


m [/  zn 


c’est  la  formule  des  dérivées  des  fonctions  radicales. 

4 

Pour  j = y {a  4-  bx'ÿ,  on  fait  z~  a + bxu,  et  l’on  a 
j = *5 , y =-  5*Z5 . z'  — S y {a  + bx >) . 2 bx. 

3 3 3 

De  même  y — yx3  donne^'ssj*4  ' — 5 — . 

, > , . 6 ! 5 ÿx* 

Comme  les  radicaux  du  2*  degré  se  rencontrent  plus  souvent, 

on  forme  une  règle  pour  le  cas  de  m — 2 ; y=x  y/z  donne 
» 
z 

y — : la  dérivée  d’un  radical  carré  est  le  quotient  de  la 

dérivée  de  la  fonction  affectée  de  ce  radical,  divisée  par  le. 
double  de  ce  même  radical. 

Par  ex.,  y = a + by/x—  S,  donne  y'  =*  —y-  + 

x 2 y x x 

Pour  y = (axl  + b)1  + 2 (a:  — b)  J/  (a’ — x*) , 

2a* — -+-  2 bx 


ia  ■ y ~6ax*  (ax1  + b)  4 

r 

Enfin,  yz= 


J — 


— x + \/ (a*  -f-  x1) 

à 1 


y (a7 — x‘) 
donne 


y {cd  4-  x *) . (2X1 4-  a’  — 2x  y a*4~  x") 


Si  l’on  eût  multiplié  haut  et  bas  la  fraction  proposée  par 
x4-  y(a%  4-x“),  on  aurait  eu 

x*  . x ,,  ...  , 2X  , a’4-2x* 

J ~ â1  ~^X  J ~~  "fl*  a'yy+x1)’ 

71 1. Étant  donnée  une  fonction  complicjuéej'—  fx,  supposons 
T.  II.  22 
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qu’en  représentant  par  z une  partie  de  cette  fonction,  ou  x=Fx, 
la  propose'e  devienne  plus  simple  et  exprimée  en  z seul  ,jrssçz; 
on  a ces  trois  équ.,  dont  la  i™  résulte  de  l’élimination  des  s 
entre  les  deux  autres  : 


( y (a)  z — Fx,  (3)^  = fz. 

ç 

Nous  allons  tirer  la  dérivée  j-'  de  ces  deux  dernières , sans  nous 
servir  de  la  i”.  Comme  il  y a deux  variables  z etz,  notre  no- 
tation ne  suffit  plus  ; car  y'  ne  désigne  pas  plus  la  dérivée  de 
la  1"  équ.  que  celle  de  la  3°  ; cependant  x est  variable  dans 
l’une,  z dans  l’autre,  et  les  fonctions f et  <p  sont  très  diiféren tes. 
La  dérivée  de  s’exprime  aussi  bien  par  dy  que  par  y (n°698); 
et  puisque  la  dérivée  de  x est  x'  = i , oy  dxrr=  i|,  nous  écri- 
dr 

rous  -££■,  po&r  marquer  que  la  dérivée  dey  est  prise  relative- 
ment à la  variable  principale  x,  qui  reçoit  l’accroissement 
arbitraire  h.  On  appelle  dy  la  différentielle  de  y,  expression 
synonyme  de  dérivée,  et  qui  n’en  diffère  que  par  la  notation 
quelle  suppose.  (V.  p.  3ag.  ) 

Changeant  x en  x-f-h  dans  (a),  et  désignant  par  k l’accrois- 
sement dez,  Z — z = k,  on  a J = ^ A -f . . dès-lors  pour 

que  y devienne,  dans  l’équ.  (3),  la  même  quantité  Y,  que  si 
l’on  eût  changé  a:  en  x -f-  h dans  (i),  il  faut  changer  z enz-f-Æ, 
savoir, 

Y=zip(x  -f  k)  =y- !"■£*•+■ 


Le  coefficient  de  k est  ici  la  dérivée  de  y —^z,  prise  comme 
six  était  seule  variable  et  indépendante  de  x,  ce  qu’exprime 
notre  notation. 

é ... 

Substituant  pour  k sa  valeur,  on  a 

■ dr  dz,  , 

¥s=sjr  + Tz  • Txh  + ctc 
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Ëî 

dx  dz  ' dx’ 


3^9 


Le  2e  membre  est  le  produit  des  dérivées  des  équ.  (a)  et  (3), 
c’est-à-dire  de  tpz  par  rapport  à a,  et  de  Fx  par  rapport  à x. 
La  dérivée  d’une  fonction  de  z,  lorsque  z est  fonction  de  x,  est 
le  produit  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions. 

Il  est  inutile  de  donner  des  exemples  de  ce  théorème , qui  a 
déjà  été  appliqué,  n°  708,  à la  dérivée  de  a";  il  nous  sera 
d’ailleurs  très  utile  par  la  suite.  ^ 

71a.  Il  peut  arriver  que  l’équ,  jr=fx  soit  assez  composée 
pour  qu’il  soit  nécessaire  d’y  introduire  deux  variables  a et  u, 
représentant  des  fonctions  de  a ; alors  l’équation  proposée 
fx. . . (1)  résulte  de  l'élimination  de  a et  u entre  ces  trois 
équ.  données 

(2)...z  = Fx,  (3)...u=4x,  (4).. . yxz<p{z,u). 


11  s’agit  de  tirer  de  celles-ci  la  dérivée  de  la  première,  comme 
si  l’on  eût  changé  x en  x + k dans  l’équ.  (■).  Cette  transfor- 
mation faite  dans  les  équ.  (a)  et  (3),  donne  pour  les  accroisse- 
rnens  k et  i qui  reçoivent  z et  u. 


Changeons  donc  aên  a-f-A,  et  u en  u -f-  i dans  l’équ.  (4)t  et 
comme  cette  partie  du  calcul  est  la  même , soit  que  k et  i aient 
une  valeur  déterminée,  soient  qu’ils  restent  arbitraires,  a et  h' 
y sont  traités  comme  des  variables  indépendantes.  Il  est  donc 
permis  de  changer  d’abord  z eu  a -f-  k sans  altérer  u ; puis , 
dans  le  résultat,  de  mettre  u -f-  f pour  u sans  faire  varier  z. 


(*)  Observez  que  les  d*  ne  s’entre-détruisent  pas  , parce  que  le  dz  qui  di- 
vise dr  indique,  non-seulement  une  division,  mais  aussi  que  la  dérivée  ou 
différentielle  dy  est  tirée  de  l’équ.  j — qz,  comme  si  l’accroissement  h était 
attribué  à z , et  non  pas  à x ; alors  d s est  = 1 : d’un  autre  côte , le  multipli- 
cateur d*  indique  que  la  dérivée  de  1 est  tirée  de  l’équ.  z — Fx)  x ayant  pris 
l’accroissement  h , ou  dx  = 1 . 

22.  . 

\ , 
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Ce  double  calcul  conduira  au  même  but  que  si  l’on  eût  fait  à 
la  fois  les  deux  cliangemens. 

Mettant  z + k pour  z dans  y=V  (z,u),  « est  assimilé  aux 

dy*  . i 

autres  constantes  de  j’équ.,  et  y devient  y + ^ k . Il 

reste  à substituer  ici  u -f-  r'pour  u.  Le  i*r  terme  y doit  alors 
être  considéré  comme  ne  contenant  qu’une  seule  variable  u,  et 
devient  ’ » 


4r 

du 


dr  * 

Le  2*  terme  -g—  k est  pareillement  une  fonction  de  la  va- 
riable Uf  mettant  u + * pour  u , le  développement  commencera 
par  ce  même  premier  terme  ( n°  6g4  ),  en  sorte  que  la  somme 
est 


11  n’a  pas  été  besoin  de  considérer  les  termes  subséquens,  parce 
que  le  but  du  calcul  étant  de  trouver  le  coefficient  de  h , les 
termes  »*,  k’,  ik. . . . donneraient  des  h1,  h'...  Substituons 
donc  ici  les  valeurs  ci-dessus  de  k et  t ; nous  avons 


Le  coefficient  de  h est  la  dérivée  cherchée,  comme  si  on  l’eût 
tirée  directement  de  l’équ.  proposée  y=zfx,  savoir,  . 


dy ày  ffiu  d y dz 

dx  du'  dx  dz  ’dx’ 


La  remarque  de  la  note  précédente  s’applique  ici. 

■ji3.  S’il  y avait  trois  variables  dans  la  fonction  transformée 

y=Ç  (z,u,<) , il  suffirait  d’ajouter  au  2e  membre  un  3*  terme 

, dr  dt  ... 
de  même  forme  ; et  ainsi  de  suite. 
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Donc,  la  dérivée  d’une  fonction  composée  de  différentes 
fonctions  particulières , est  la  somme  des  dérivées  relatives  à 
chacune  , considérée  séparément  et  indépendamment  l’une  de 
T autre , en  suivant  la  règle  du  n°  7 J 1 . Il  est  visible  que  les  dé- 
rivations des  produits  et  des  quotiens  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  ce  théorème  (n°*  703  et  707  ). 

_ . a -f-  bx  z'  _ . 

Soit  on  a y - -,  en  faisant 

z— a + bx,  u = i — x ; d’où  / = ô,  u'  = — 1 . 

" * •*.*.'  1 , 

La  dérivée  de  y,  u étant  constante , est  — : on  a afu  pour  la 

dérivée  relative  A u,  par  les  règles  n°*  707  et  708,  20.  La  somme 

est  la  dérivée  cherchée  : donc  / =- — l-  — ~ ^ 

J «*  u3  (1— x)3  ‘ 

<l  A 

_ ( 1 — x’)* — (3 — 2x)x  z1  — « 

J = ~ — > en  falsant  t 

Z=I— X’,U=3x—  2X*,<=4— 5x,z'==— 2x/=3— 4x,t’~— 5; 

prenant  les  dérivées  successivement,  en  ne  considérant  qu’une 
variable  z,u,  ou  1,  et  ajoutant,  on  a 

. azz'  U ( Z ' — u)é 1 6x3  — 1 5x* 7 

r~  1 1 * lf=5ïÿ— . , 

Lorsque  les  valeurs  qu’on  doit  égaler  A des  variables  z,u... 
ne  sont  pas  très  compliquées,  on  préféré  opérer  sans  le  secours 
de  cette  transformation , en  la  supposant  tacitement.  C’est  ainsi 
qu’on  tire  de  suite  de 

y = (a  — ix  + x3)3,  y’  = 3(a~2x+  x3)’^*  — 2). 

714.  Après  avoir  trouvé  la  dérivée,/,  eu  traitant  cette  fonc- 
tion de  x selon  les  règles  qui  viennent  d’être  posées , on  en 
tirera  la  dérivée  du  2'  ordre/’:  celle-ci  donnera  de  même/* 
puis/',  etc. 
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Par  exemple,  y =c  x~‘  donne  y — — x~ *,  y"  — 2X~% 
,7^=— a.3x-4etc. , y(a)xs±i2.3. ..  nx~(a+‘). 

1 J 

i | I J J " ï 

De  meme  jr=*\/xr=x%  donne , jr'æ  — -x  , 


■ i »3 


a a 

_ i.3.5w..(u>3) 


a4  'J 

Pour  = x“,  ona/  = mxm~\  y“  — m(m  — ijx"1-*..., 
y(‘)  — m(m — »)(m  — a)...  (m  — n -f- 

■3 1 5.  II  est  facile  maintenant  d’appliquer  le  llie'orème  de. 
Taylor  {A,  n°  699)  à toutes  les  fonctions  algébriques,  c.-à-d. 
d’en  obtenir  le  développement  en  série,  selon  les  puissances 
croissantes  de  A , lorsqu’on  y a changé  x en  x -f-  A. 

I.  Soit  y = x-1  ; nous  venons  de  trouver  y,  y“ Donc 

h_  A»_  ^ A* 

x*  x3 


I I 

x-f-  A x 


rn+i  * 


Ce  développement  est  une  progression  par  quotient  (p.  a34). 
x*  — a‘ 


H-  X = 


: x , donne  de  même 


. i,  x*— a’  , / , a’V  a'h' 

/(x-f-  A)== - •+•  —Jjh p +•••- 

III.  Pour  y = ÿx\ on  trouve  J1',  et  substituant  dans 

la  série  de  Taylor,  on  a 

A t . A*  , j,  i.3.5...(an-3)  A" 

V/(x-»-A)— i/x+^~  — • j_j  „• 

IV.  En  général,  <y=x’B  donne  le  développement  de  la  for- 
mule dé  Newton,  quel  que  soit  l’exposant  m. 

4 

(x  + h)m  = x”  + mx"-’  A-f  m ^-Hix”—  A*  + . . . 


m. 


m — 1 m — a 


m — n + } . 

A".  . 
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Fonctions  exponentielles  et  logarithmiques . 


716.  Pour  avoir  la  dérivée  de  jr  —fx—ax,  suivons  la  règle 
du  n°  700  : il  vient 

f(x-\-h)  = ax+A  = ax.  a*^z=.  a*  4-  jr'h  4-  etc.  (n°  6g5)  ; 

« . y* 

d’où  , en  divisant  par  a*,  n‘  = i+  ^ h 4-  etc. 


Le  1”  membre  de  cette  équation  étant  indépendant  de  a:,  le  a*,, 
et  en  particulier  le  coefficient  de  h , doit  aussi  l’être  : donc , 
y doit  être  composé  en  x,  de  telle  sorte  que,  divisé  par  ar,  le 
quotient  soit  une  constante  k , fonction  inconnue  de  la  base  a , 
y'  — kax.  Ainsi , 

j'  = kax,  y = k'ax,  y = k a.1, . . . y ")  = A*a*, 


et  nx  — 1 4-  kx  4- 


k*x*  . Px'1 


Px* 


2.3  2.3.4 


d’après  la  formule  de  Taylor.  La  constante  k se  détermine 
comme  au  n06a5  : on  pose  x=i;  puis,  dans  a=i  4-*4-‘  k1... 
on  fait  k = 1 , et  l’on  désigne  par  e la  base  qui  correspond  , 
e = 2,7  it  28 1828. . . Enfin,  on  pose  kx=i  dans  la  ir*  série  ; 

I 

le  2*  membre  devient  e,  et  l'on  a a*  = e,  a = e*;  d’où 

> 

Logn  =la=  . 

Log  e loge' 

. * 

selon  que  le  système  des  log.  est  quelconque , ou  a pour  base  e, 
ou  enfin  a.  Les  notations  convenues  p.  244,  sont  ici  employées: 
la  désigne  que  la  base  des  log.  est  e,  ou  qu’il  s’agit  des  log. 
népériens,  etc.  En  un  mot,  le  Calcul  différentiel  reproduit  les 
séries  démontrées  n°6a5,  et  par  suite  les  conséquences  qu’on 
en  avait  tirées. 

717.  Soit  .y  = a*,  z étant  une  fonction  de  x,  z ==/x  : la 
règle  n*  71 1 donner' = Æa*.z'=a*,z'l  a;  z'  se  lire  Aez—fx. 
I,a  dérivée  d’une  exponentielle  est  le  produit  de  celte  même 
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quantité  par  la  dérivée  de  l'exposant,  et  par  la  constante  k , 

qui  est  le  log.  népérien  de  la  base. 

y = emt  donne. i.  y = em,.mz'. 
y — a,x+> y = a?*+'.3\a. 


y = a* C-+0. . . y c=  aF'Cw-i  0. . 


1 a 


l/(^+  0 

718.  Pour  y = Log  x,  la  règle  n°  700  conduit  à 
Y = Log  (x  4-  A)  = Logx  + yA4-etç, 

Log (x-f-A) — Log  x=Log^-i_^  = Log(i  +z)=yxz  4-  etc. 

en  posant  A =xs.  Observez , comme  n°  709,  que  z est  indépen- 
dant de  x,  puisqu’en  changeant  convenablement  l’arbitraire  h, 
z peut  demeurer  constant  lorsque  x varie.  Le  a*  membre,  et 
en  particulier  le  terme  y'xz,  doit  donc  ne  pas  contenir  x;  y’ 
est  composé  en  x de  manière  qué  le  produit^x  soit  une  cons- 
tante M,  yx—M.  Ainsi,  (u°  714), 

, M . M nM  a.3  M 

S p.^=-ï s.  X'  = 3-.-. 

Log  (*  + A)=Logx,4-  mQ  + ), 

Log  (1  +z)  =M  (z— .iz’  + iz3—  1 z»  + ). 


Quant  à la  valeur  inconnue  de  M,  elle  dépend  de  la  base  a 
du  système.  Soit  t le  log.  de  1 4-*t  a‘—  t 4*  z — i-f-kl-j-  i k,t>...; 

d’où  z=At(  1 4-  \kt ).  Substituant  dans  la  série  de 

Log  (1  4-  z) , nous  avons , en  supprimant  le  facteur  commun  t, 

ix=Mk{i  + '-kl...)  — i Mk't{ 

*■  0 ‘ * . . . * > * . » 

Cette  relation  doit  subsister,  quel  que  soit  t,  k et  M conservant 
leurs  valeurs  constantes.  Soitpris*=.o,  d’où  1=0,  puis  \—Mk\ 


d’où  M — ^ — log  e = j— , yj 


t 

ki 


1 

xla‘ 


Il  estaisé  de  voir  que  M est  ce  que  nous  avons  uouiinc  le  mo- 
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dule  (p.  245) , facteur  constant  dans  un  système  de  log.,  qui  sert 
à traduire  ceux-ci  en  log.  népériens, et  réciproquement.  On  re- 
trouve donc  ici  les  mêmes  séries  et  la  même  théorie  que  précé- 
demment. 

719.  Soit  7=  Log  2,  2 étant  une  fonction  de  ar;  on  a (n°  711), 

z_  z_  ' 
y z kz  z\a 

La  dérivée  du  log.  d'une  fonction  est  la  dérivée  de  cette  fonction, 
multipliée  par  le  module  et  divisée  par  cette  même  fonction. 
Le  facteur  M est  1 , quand  il  s’agit  des  log.  népériens  (*). 

jr=A(-t)=\u-h  donne  jr 


_ , Mnz 

jr—Log  zn  — n Log  z...  j==  — — , 


.r  = Log 


» t k . • 

/==_iL_ 

J x(i-fx)a’ 

M 


V/(I  +*)■ 
jr  — Log(x  4-  V/ 1 

/(y r+i'+ïV 1 


1/(1  +*’)  ’ 


,1/l+I+l/l-T 

y=l~r= — -7=,  r — 


— 1 


l/i+x — V t — x'  . x[/t 


x’ 


720.  Les  log.  servent  souvent  à faciliter  la  recherche  des  dé- 
rivées. , 

I.  Soitj'  = utvz. . . .;  on  en  tire  \jr=.\u  -f-  h -|-  lv  -f-. . .; 


(*)  On  aurait  pu  tirer  la  dérivée  de  celle  de»  exponentielles  :y=zaM  donne 
y ^fa^yia  —j's'.la;  d’où  é — = — . Réciproquement,  de  cotte  der- 
nière aqu.  on  peut  déduire  la  précédente , c.-à-d.  U dérivée  y'  de  «*■  * 
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: . . Multipliant  par  la  proposée, 


Ott»/,  ce  qui  prouve  que  la  règle  n°  703  est  vraie,  quel  que 
soit  le  nombre  des  facteurs. 

II.  y — *'  donne  \y=z  t.  la,  = — + i.  1*. 


donc 


y = a,.(£+i'b). 


b * 6* 

III.  D ey=a  , on  tire  ly  = b*.  1 a,  y'  = a . b*,  z'  la  I by 

1* 

I V.  y = z donne  l,p  = i*lz  ; donc 

+u,-çf + 


Fonctions  circulaires. 

721 . Cherchons  la  dérivée  de  y = sin  x,  le  rayon  étant  1 ; 
on  a sin  (x±:A)  = sin  x cos  A ±:  cos  x.  sin  h =y  ±y'h  +etc.  ; 

d’où  a cos  x.  sin  h = a/A  + etc.,  sin  h = -A—  h 4-  etc. 

cosx 

Le  a*  membre  doit  ne  pas  contenir  x ; ainsi  le  coefficient  de  à 
est  une  constante  iuconnue  A,  y=-A  cos  x,  sin  h=zAh  -f-elc.; 

on  en  tire  A- f- etc.;  et  faisant  décroître  A,  6n  voit  que 

A est  la  limite  du  rapport  du  sinus  à l’arc  A,  limite  (u*  36a) 
qu’on  sait  être  = 1 ; ainsi  A = 1 , y'  = cos  x. 

De  même  pour  z = cosx, 

cos  (x  ± h) = cosx. cos  A sin  x.sin  h — z±.z'h  -f«  elq, 

En  retranchant,  on  en  tire  a sinx.  sin  A = — az'A  -f*  etc.; 

puis  sin  h=  -r-^-h  -f  etc.;  mais  on  a trouvé  sin  A = A4-  etc.; 
r smx 

— z' 

en  comparant , on  a - — = 1 , z =—  sin  x. 

smx  ; % 

Une  fois  connues  les  dérivées  de  sin  x et  cos  x,  il  est  aisé  de 


1 
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passer  aux  dérivées  d’ordres  supérieurs,  et  l’on  trouve  qu’elles 
se  reproduisent  périodiquement  dans  l’ordre 

siu  x,  cos  x,  — sinx,  — cos  r. 

Le  théorème  de  Taylor  donne  par  conséquent 

. / h%  \ 

,sm(x4-ft)  = sm  *^—7+  -773-4- ••  ) 

/ . h3  h 5 \ 

+*"?V—ZÂ  + —i v) 

Faisons  ensuite  successivement  x — o et  = 90°,  nous  trou- 
vons les  mêmes  séries  que  page  a4g  ; d’où  résultent  la  forma- 
tion des  tables , le  rapport  w du  diamètre  à la  circonférence  et 
les  formules  des  n°*  628  à 635. 

722.  Pourj'-  = sini,  on  a y = z' . cos  z. 

Sij'-xzcosz,  on  a. y r=  — z'.sin  s. 

8ID  % ^ ’ ' 

Soit  r=tang  z= , on  a (n°7o6) y'— = a' . séc’s. 

0 cos  z ' cos’z 

La  dérivée  de  la  tangente  <T un  arc  est  le  carré  de  la  sécante  , 

multiplié  par  la  dérivée  de  l'arc  fonction  de  x. 

« . . 

z' 

Pour  r = cotz,  on  a y'  — -^— , 

* sin*z 


Puisque  l/ï(I-+-cosx)  = cos  4 x,  la  dérivée  de  ce  radical 
est  — \ sin  j x ; c’est  en  effet  ce  que  le  calcul  donne. 

Soit  j-  = cos  ma;  on  a y — — mz'.sin  mz, 

y = sin  mz. ....  y'  — mz'  cos  mz. 

_ „ . . sinflx) 

De.y=co9(lr),  on  tire  .7*  = - — -. 

X 

Pour  7 = cos  x8inx,  on  a ly  = sinx.  1 cos  x;  puis 

» ( 1 sin*x\ 

Y — COS  X»in  y ( COS  X ,1  COS  X 7. 

v ^ \ cos  X/ 
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I 

Y = — - — , donne  r'=  z tang^  _ la  - 8^c  z;  c’est  la  déri- 

^ rnc  t.  ^ rne  <r.  u 


cos: 

vée  de  7 = sec  z. 
t 

, (sin  z)'  z'  cos  z 

Pour  r = Ism  z,  on  a r = — : = — : = z cot  z, 

J J sin  z sin  z 

. , (cos  z)'  , 

y — 1 cos  z Y — - — = — z tans  z, 

• ^ cos  z ü 

, , z'  2z' 

; cos’s  tang  z sin  %z 

M.  Legendre  a donné  dans  la  Conn.  des  Tems  de  1819  des 
séries  propres  au  calcul  des  log.  de  sin.,  cos.  et  tang. 

8011.7:=  log.  sin  x;  appliquant  le  théorème  de  Taylor,  et 
désignant  par  M le  module,  on  a 


j'  — M cot*,  j" : 


M 


sin*  x ’ 


m iM  cas  x 


h?  cot  x 

log  sin  (x -4- A)  = loi;  sin* -J- A/A  cot  x — M -4-  etc. 

' ’ sin  ix 


Transposant  log  sin  x,  il  vient,  la  diff.  a entre  ce  log  et  celui 
de  sin  (x  -f-  ^)  * 


A/A> 


4 sin+  x 


(1  — jsin’x). 


/•  A A*  \ 

A = MA COt XI  I : f-  . — )• 

» \ sin  ax  3 sm*  x/ 

On  trouve  de  même  pour  les  diff.  A,  et  A,  entre  les  log.  des 
cos.  ou  des  tang.  de  x ■+•  A et  de  x; 

/ A A*  \ Mh)  , 


iMh  Y . a,  . 4i  .1  \ , iAfh*cosïx/  sin*  ax  \ 

A *=r=— : ( I— Acotîx-I—A’+ÏA*  cot’ax  1+2—7— ( I ), 

BinaxV.  3 3 / in«u  \ 6 / 


A représente  ici  la  longueur  de  l’arc  différentiel.  {V.  1. 1,  p.  366.) 
C'est  ainsi  que  pouravoir  log  sin  27°33',  connaissant  logarithme 
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sin  27°3o',  ou  fait  h ==  arc  de  3'a=3  sin  Voici  le  calcul  : 

h 4-9i°85  4.94085  — Ier  terme  = 0.00072803 

M 1.63778  * 4.86215  2e. =—0.00000078 

cotx....  o 28352  sin2x...— 1.91336  3“ = o. 

s ■ — 1 ■ ■■  - - 

1er terme  4 .8621 5 2® 7.88964  — A ..  ~ 0.0007273 

Le  3®  terme  ne  produit  rien  quand  log  sin x. . . = T 6644o56 

on  ne  prend  que  7 décimales . — 

■ . log  sin  27°  33' = t,665i329 

Cette  méthode  est  surtout  utile  lorsqu’on  veut  calculer  les  log. 

avec  une  grande  approximation. 

• , , ...**/ 

723.  Supposons  que  x soit  le  sinus  d’un  arc  j \ ce  qu’on 

écrit  ainsi  : 

j = arc  (sin  — x),  ou  x = siu^. 

I.a  variable  x qui  reçoit  l’accroissement  h,  n’est  plus  l’arc, 
mais  bien  le  sinus.  Or  l’équ.  x — sin^  donne 

1 y cosj-,  y=^  = _T-i_. 

* Z 

Pour  j ==  arc  (sin  = z) , on  a donc^'  = — — . 

Pour  j=  arc  (cos  = z),  on  aurait^'ss:  — — — - 

v(' — z 1 

( » Y* 

Prenons  r = arc  ( tang  = z)  j d’où  z = lang  r , z — — , 

cos  J' 

, , 1 , z' 

J —z  ■ cos* J-  ; et  puisque  cos’jr  = — — j = - 

Ainsi , la  dérivée  d'un  arc,  exprimée  par  son  sinus , est  1 di- 
visé par  le  cosinus  j celle  d’un  arc  exprimée  par  son  cosinus, 
est — 1 divisé  par  le  sinus  ; enfin,  celle  d’un  arc  exprimé  par 
sa  tangente  , est  1 divisé  par  1 -f~  le  carré  de  celle  tangente. 

Si  le  rayon,  au  lieu  d’être  1 , était  r,  on  aurait,  en  rendant 
les  formules  homogènes  ( n®  347,  20.) , 

j'  = arc(sm=z),  y — arc  (tang  =s),  j'rstangz, 

rz'  . r’s'  , rV 

jr=  y/(r*— s1)’  -r  — r‘  -f-  ï1  ’ J ~~  côîFz' 
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Dérivées  des  Équations. 

-*  ' * - 

724.  En  résolvant  l’équ.  F(x,jr)  = o sous  la  forme  jy= fx, 
il  serait  facile  d’en  tirer  jr\  y",^.  . s mais  celte  résolution, 
qui  est  rarement  possible,  n’est  nullement  nécessaire;  car  met- 
tons, pour j-,  sa  valeur Jx  dans  la  proposée  ; il  en  résultera  une 
fonction  de  x identiquement  nulle , que  nous  désignerons  par 
a =sF(x,  fx)  =0;  les  dérivées  z',  a",  a*...  seront  nulles 
(n°  704).  Or,  pour  obtenir  z',  il  convient,  d’après  ce  qu’on  a 
vu  n°  712,  de  simplifier  l’expression  compliquée  F(x,  fx ), 
eu  égalant  à y le  groupe  de  termes  fx,  et  d’appliquer  la  règle 
de  ce  n°  à l’équ.  z = F{x  ,j)  — o , qui  est  la  proposée  meme . 
Donc 


, dz  dz 

^ 3x  dy' 


Ces  deux  termes  sont  des  fonctions  counues  de  x et  jr,  qu’on 
nomme  Dijféreniiellesmpartiellcs . Par  exemple,  de  l’équatiou 
j-’-f-x’  — r*s=  a =0,  on  tire 

da  dz  . / , x 

=°.  J =-ÿ 

T*  — — « x 

De  même  x'-\-jr' — 2 rx=xr“  donne  y y'  — J-jc — . 

x*  -f  lax'j-  — aj3  ; (aux’—  3 ay%)f  +4*®  + kaxJ  = o. 

725.  Il  est  vrai  que  y est  exprimé  en  x etj-,  et  non  en  x 
seul,  comme  cela  serait  arrivé  si  l’on  eût  résolu  l’équation 
F(x ,jr)—o.  Si  l’on  veut  déduire,/  en  x seul,  il  reste  à éli- 
miner y entre  l’équ.  a = 0,  et  sa  dérivée  a’=  o. 

C'est  ainsi  que , dans  le  premier  exemple,  on  a x‘  +y,  = r*1 
* +fS=o;d’où  chassant j”,  x’==y\r’—x1),y=-~—ry 

Celte  élimination  , qui  est  rarement  utile , élève  y au  degré 
même  où  se  trouvait  y dans  la  proposée  z=o;  car  quand  il  y a 
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n valeurs  dey=fx,  comme  le  calcul  «le  la  dérivation  laisse  dans 
y'  les  mêmes  radicaux  que  dans  fx  (n°  710),/'  a aussi  n va- 
leurs. Si  /'  n’est  qu’au  1"  degré  dans  z'  = o,  cela  vient  de  ce 
que  y s’y  trouve  aussi,  et  comporte  les  mêmes  radicaux  que 
l’élimination  de/  doit  reproduire. 

726.  L’équ.  z'  — o renferme  x , /'  et  y,  qui  sont  des  fonc- 
tions de  x.  Le  raisonnement  du  n°  724  prouve  qu’on  peut  en 
tirer  l’équ.  z — o , en  regardant/  et/'  comme  contenant  x,  et 
appliquant  la  règle  n°  712.  La  notation  dont  on  s’est  servi  de- 

dy  J3v* 

vient  alors  plus  étendue.  Par  ex.,  -ypj—  , signifieront 

que  dans  la  première , la  dérivée  est  prise  d’abord  en  considé- 
rant x comme  variable,  et  <[u’on  a pris  ensuite  la  dérivée  du 
résultat  relativement  à/;  dans  la  deuxième,  on  prend  les  dé- 
rivées trois  fois  successives  : deux  fois  par  rapport  à x,  et  une 
fois  pour/.  Du  reste , il  suit  de  ce  qu’on  a dit  (n°  7 1 2) , que  ces 
dérivées  peuvent  être  prises  dans  tel  ordre  qu’on  veut:  dans  le 
2*  cas,  on  pourrait,  par  ex.,  les  prendre  par  rapport  à/,  puis 
deux  fois  pour  x,  ou  bien  une  fois  pour  x,  une  fois  pour/,  et 
enfin  une  pour  x.  ( Voy . n°  743.)  , 

- X f 

D’après  cela , l’équ  z/  = — - ^ = o donne 


d’z 


ir 

d*z  , dz  d’z  , 

dx.d/  dy*  d/“^  • 


Cette  équ.  du  i*'  degré  en/" donnera/"  exprimée  en  x,/  et/'; 
on  pourra  éliminer/'  4 l’aide  de  l'équ.  z'  — o ; et  si  l’on  veut 
chasser/  par  l’équ.  z = o,  alors  le  degré  dey"  s’élèvera. 

Le  dernier  ex.  n°  724  (aax4  — 3q7'4)/'  -f-  4*3  + 4axy—°  » 
en  prenant  les  dérivées  relativement  à x,  / et/',  comme  va- 
riables indépendantes,  donne 

• 

(2 ax% — 3a/4)/"  -1-  I2X1  -f-  4 oy  -f-8 axy'  — 6a//'1  = o. 


727.  Si  la  proposée  z = o renferme  un  terme  constant,  il 
disparaît  de  la  dérivée  z — o,  comme  on  l’a  vu  n°  702.  Ainsi, 
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x*-\-y*  — r*  donne  x 4 yy  = o,  qui  esl  indépendant  de/-,  et 
exprime  une  propriété  commune  à tous  les  cercles  dont  le  centre 
est  à l’origine.  11  est  même  permis  de  chasser  telle  constante 
qu’on  veut,  en  l’éliminant  à l’aide  des  équ.  z — o,  z'  — o,  sauf 
à faire  reparaître  celle  qu’on  aurait  chassée  d’a ho rd .y—  ax 4 b 

donne j'-'  = a,  qui  ne  contient  pas  b ; et  chassant  a,  on  a 

y =y’x  4-  b , qui  est  indépendante  de  a. 

La  dérivée  du  2e  ordre  perd  une  2'  constante;  celle  du  34 
ordre,  une  3’  constante,  etc.,  et  le  résultat  exprime  ainsi  une 
propriété  de  l’équ.  proposée,  quelles  que  soient  ces  constantes. 
y'  = a—bx*  donne  yy  = — bx , yy"-j-y'2  = — b ; et  chas- 
santé,  il  vient  cette  équ.  dégagée  de  a et  b ,yy'—[yy" -^■y,‘)x. 

O11  peut  encore  chasser  une  constante  c,  en  résolvant  la  pro- 
posée z = o,  sous  la  forme  c=/(x,  y),  et  différentiant. 
Comme  les  deux  procédés  doivent  conduire  à des  résultats  e'qui- 
valens,  et  que  celui  ci  introduit  des  radicaux  dépendans  du  de 
gré  de  c,  il  est  visible  que  si  l’on  préfère  éliminer  c entre  les 
équ.  z = 0,  z'"=iO,  le  degré  dej-'  doit  s’élever.  Par  ex. , 

j‘  — icy  4-  x’  = c‘,  'y  — c)  y -f  x = o 
donnent  (xJ  — 1 y)  y'*  — faj'ÿ  — x2  — o. 

728.  On  voit  donc  que  toute  dérivée  de  l’ordre  n,  de  l’équ. 
z = F(x,jr)  — o,  ne  doit  contenir^")  qu’au  1"  degré;  quand 

1 il  en  est  autrement,  l’équ.  ne  provient  pas  d’uue  dérivation 
immédiate,  mais  de  ce  qu’on  a éliminé  quelque  constante, 
ou  x,  ou_4,  à l’aide  de  l’équ.  proposée. 

Ai 

Changement  de  la  V ariable  indépendante.  ; 

729.  Toute  question  générale,  traitée  par  le  Calcul  différen- 
tiel, conduit  à une  expression  en  x,y , y , y"  . . , telle  que 

’K *,y,(y'),  (y") 

Lorsqu’on  veut  l’appliquer  ensuite  à un  ex.  proposé yz=Fx, 
il  faut  tirer  (y),  (y")...,  substituer  dans  et  cette  fonction 
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n’est  plus  exprimée  qu’en  ar.  Les  crochet s { ) sont  mis  pour  in- 
diquer que  x est  variable  principale  , et  reçoit  l’-accroisse- 
inent  h.  Mais  il  peut  arriver  qu’au  lieu  de  j — Fx,  on  donne 

deüx  équ.  qui  lientj'  et  a:  à une  3*  variable  t.  * 

> # 


J = çt,  x = /t...  (a). 


Il  faudrait  donc  éliminer  t entre  ces  deux  équ.  pour  obtenir 
jr=.Fx,  en  tirer  (ji ),  (j et  substituer  dans  4.  Ce  calcul , 
ordinairement  long , ou  même  impossible  à effectuer,  n'est  pas 
nécessaire;  il  suffit  d’exprimer  la  fonction  4 en  t,  à l'aide  des 
équ.  (a)  et  de  leurs  dérivées  p',  celles-ci  ne  sont  plus 

prises  par  rapport  à x,  mais  bien  à t,  devenue  variable  indé- 
pendante. Proposous-nous  donc  de  modifier  la  fonction  don- 
née^ pour  l’amener  à renfermer  ^ip', y'..,  au  lieu  de  x 
Soient  h,  k,  i les  accroissemens  que  prennent  ensemble’les  va- 
riables x,  jr,  t : * 

S=Fx  donne  k = (f)  h + J (y")  h’  +. . * (,), 
k=yi  -f  lyp  +...  {2)j 

x — ft: h = x'i  +ix v + ...  (3). 

Ces  dérivées  se  rapportent  aux  fonctions  respectives  F,  tp,  f • 
00  est  la  dérivée  de  Fx  relative  à x;  y et  xi  sont  celles’ des 
équ.  (a)  par  rapport  à t,  ou 


d y 

(jr')=di’ 


' d-r  — 

^ = dT  ^’ 


~=f't 
At  J 


La  fonction  4 est  donnée  en  {jr') , (j") . . . , et  l’on  veut  la 
traduire  ÿn  x',jr',x',jr'...,  qui  sont  des  fonctions  connues  de  /. 

Égalant  les  valeurs  de  k,  puis  mettant  pour  h la  série  (3),  en 
se  bornant  aux  deux  premières  puissances  de  A,  on  a 


, 00  *7+  [00  * + C r")  **]•  r *\ . . =y i + \ yt\ . . ; 

et  comme  i est  quelconque  (n°  6t6) , 


oo  *'  =y>  oo  + oo  -»'1  =y,  etc. 

Donc,  pour  exprimer  4 en  t seul,  il  faut  y substituer  à 
T II.  - a3 
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*,  J*  (J)>  Cr") • • • valeurs  x=Ji.,  y — ft,  .<*/*>  > 

V)=£  (ï)=&52ï...  m- 

• 

On  peut  tirer  (jr"),  fjr")- - • <î«  la  valeur  de  ( ÿ ),  qui  est  le  quo- 
tient des  dérivées  relatives  à t,  tirées  des  équations  (a); 

(^-')  = ^ ~ Car  (y)  représente  une  fonction 

de  x,  ( y ')  = F'x,  qu’on  peut  à son  tour  regarder  comme  une 
fonction  de  t,  telle  que  (y/)-=<p,t,  puisque  xz=  ft. 

Qu’on  raisonne  de  inênte  pour  ces  trois  dernières  équ.,  on  en 
conclura  que  (y")  doit  être  le  quotient  des  dérivées  de  t et  ft 

yf  x*  y*  m y‘t  X** 

relatives  à I.  Or,  celle  de  9,1= —,  est  — ~ ; donc , en 

X X 

divisant  p4r  x'  dérivée  de  ft,  on  retrouve  l’expression  D ci- 
dessus  de  (y")-  Pareillement,  la  dérivécryle  cette  valeur  de^*) 
étant  diviüét  par  x',  donne 


et  ainsi  des  autres.  On  peut  donc  employer  4 de  trois  manières; 

i*  Eu  éliminant  t entre  leséqu.  (a),  tirant  (y'),  ( y ’) 

del’e'qu.  résultante  j"  = Fx;  enfin,  substituant  dans  4; 

a°.  En  mettant  dans  4 pour  (y') , (y")  leurs  valeurs  ( D )*, 
(£)...,  ce  qui  exprime  4 en  x,y,y',y’...,  et  par  suite  en  t,  à 
l’aide  des  équ.  (a)  et  de  leurs  dérivées; 

3°.  Enfin , en  formant  en  fonction  de  1 la  fraction  (y")=—,  , 

X 

f 

puis  prenant  les  dérivées  relatives  à t,  divisant  chaque  fois  par 
x'  ou  ft  , et  enfin  substituant  dans  4 les  valeurs  ainsi  obtenues 
pour  (y),  (y") • • • 

>j3o.  Soit  r une  fonction  donnée  de  /,  r= ft  supposons  que 
les  équations  (a)  soient  x = cos  t,y=r  sin  1 (*);  d’où 


(’}  Cei  équ.  sont  celle*  qui  transforment  les  coordonnées  do  rectangulaires 
en  polaires  (n°385)  : lorsqu’une  formule  différentielle  .{.  aura  été  trouvée 
pour  le  ier  système , le  calcul  suivant  la  réduira  à être  propre  au  a*.  C’e»t  ce 
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*'=  r’  COS  t-rt\nt  y ~ ï si„  , + ’ rc0J  u 

r“2/  sin  ‘-r'cost,y=,''  s\Q  t+ar'  cos  /- rsin  t, 


» 

Substituant , dans  4,  d’abord  les  expressions  (Z?)  qui  y intro- 
duiront./, x’  y. . . , au  lieu  de  (y),  (y) puis  ceIIes 

nous  venons  d obtenir,  il  n’y  entrera  plus  que  i et  r,  r',  r’ 
qui  sont  connues  en  t,  par  l’équ.  r = ft.  Par  ex.,  si  * *' 

4 = T ‘r,  on  a 

d’après  la  valeur  (D)  de  (/)  : et  comme  celles  de  x'  et  / don- 
nentyx  - *>=1^ +*/=„/  (cette  èqu.  est  la  dérivée 

de  xa  +y  = r’),,  on  trouve  enfin  = 

. r' 

Pareillement , soit  J/  = O--  ) ] ’ (x  * -f-  /*)* 

(r*)  : 


on  a x 


•'*  +/’  = r‘  -f-  /*,  //  _ y*"  = y + ar',  _ . 

donc  .} /'*  + /-)? 

r?  -+-  a/*  — rr"  ’ 

• • 

^ est  donc  connu.pour  chaque  valeur  de  t,  puisque  les  for- 
mules seront  exprimées  en  t seul , lorsqu’on  aura  r ~ ft. 

j3 1.  Quand  4 a été  ainsi  transformé,  test  variable  indé- 
pendante ; et  si  l’on  veut  que  x soit  remis  dans  son  état  pri- 
mitif, il  suffira  de  poser  x’ = ,,  d’où  o = x"  = x"  = 
cary  redevient  y-') , et  par  suite./  se  change  en  y*),’  'eYc.’ 
C’est  ce  qu’on  peut  vérifier  sur  nos  exemples. 

Une  fois  que  4 est  généralisé  et  convient  à la  variable  princi- 


qu.  a lieu  pour  les  valeurs  suivantes  de  4 : l'une  exprime  la  Un-  de  lWle  ë 
que  fait  un  rayon  vecteur  avec  la  tan*,  à uue  courbe  quelconque,  l’autre  en  « 
le  rayon  de  courbure  (n-»  704,  ,33).  Ces  expressions  sont  donc,  par  notre 
calcul , traduites  en  coordonnées  polaires. 

23,  . 
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pale  t,  il  est  indifférenî  que  x l'ait  été  originairement , et  l’on 
peut  supposer  que  c’était  quelque.autre  variable  u qui  était  in- 
dépendante. Or,  en  faisant  x'±=  i.,  on  exprime  que  la  variable 
principale  est  .r  ;donc  t'  = t établit  la  même  chose  pour  l : la 
condition  qui  exprime  que  t est  variable  principale , est  t =i  ; 

0—  on  dit  alors  que  la  différentielle  de  t1  est  cons- 

tante. Lorsque  4a  é£é  généralisé  pour  convenir  à toute  variable 
principale , aucune  différentielle  n’y  est  constante. 

Puisque  la  série  (3)  p.  353,  dérive  de  l’éq.  x=ft,x'  désigne 

df  et  x'  = i montre  que  la  différentielle  de  x relative  à une 
d< ’ - ’ ’ 

3'  variable  t quelconque , est  constante.  De  meme , si  1 on  pose 
t'  = i , pour  que  t devienne  variable  principale , il  faut  entendre 
que  la  dérivée  de  t,  relative  à unexiulrc  variable  u,  est  constante. 

Voici  l’usage  de  cette  proposition.  • 

<j3a.  S’il  arrive  que  4 ne  contienne  pas  x,  4==Lr»  O"  )»0'  )■••]» 
l’équ.  x — fl  n’est  plus  nécessaire,  et  il  suffit  d’en  avoir  la  dé- 
rivée x' =/'«  ; car  les  relations  (D)  n’introduisent  pas  x dans  4, 
mais  seulement  x',/ , ....  et  les  calculs  précédens  sont  faciles. 
Or,  si  cette  équ.  dérivée  donnée  contenait  t,  au  lieu  de  x,  pour 
variable  dépendante,  qu’on  ait,  par  ex.,  F(t,t  ,x)—o,  il  fau- 
drait d’abord  généraliser  cette  équ.,  pour  qu’aucune  différen- 
tielle n’y  soit  constante  , en  incitant  p pour  t';  puis  faire  t'~t , 
pour  rendre  / variable  principale  ; ce  qui  revient  à remplacer  de 

suite  i par  — > 


Supposons,  par  ex.,  que  les  équ.  (a)  soient  y — <pt,  y — t , 
la  dérivée  étant  ici  relative  à x ; pour  qu’elle  le  devienne  à t, 

on  fera 


d’oux' 


Quand  4 aura  été  généralisé  parles  relations  (D),  on  y inlro- 


VARIAlftKS  INDEPENDANTES.  3 S) 

duira  ces  valeurs , et  4 se  trouvera  exprime'  en  I,  et  en  de'rivées 
relatives  à t,  6Î  x u’y  entre  pas.  C’est  ainsi  que 

, = [»+(/)•]•  devient  (*'  +S*f'  is  (±±rr’V 

* Cr">  xy— yx"tV  jij-y+j  ’)' 

On  voit  que  4 sera  exprime  en  fonction  de  t,  puisque  y,  y 
ont  des  dérivées  relatives  à l,  qu’on  tire  de  j = çt  ; 4-  sera  donc 
connu  pour  chaque  valeur  de  t. 

De  même,  si  les  équ.  (p)  sontj-=  çt,  tH  = i -f-  (y y,  les 
dérivées  étant  relatives  à x,  on  change  celle-ci  en 

posant  <’  = i , la  variable  indépendante  est  l,  et  l’on  a 

"'a/*  -j~y%  =b  i ; d’où  x'x"-f-  y y — o.  Notre  valeur  de  4 géné- 

• # • • • ^ V* 

ralisée  devient  donc,  en  éliminant  x"  ou  y,  4 = — -,  = — — 

jr  x 

Pour  ohtenir  4 en  fonction  de  t,  il  ne  reste  plus  qu’à  tirer  de 
= les  dérivées  y y,  relatives  à t,  puis  x’  — y/(i — y*), 
et  substituer  dans  4 = x'  i y.  Si  au  lieu  de  jr  =yi,  on  eut 
donné  x = fl , on  aurait  opéré  de  même  sur  la  a*  valeur  de  4- 

Prenons  encore  4 = xff*) ’ x etant  var*a^e  principale,  et 

• 

où  l’on  veut  que  t le  soit  à son  tour,  et  que  t'a  = i -j-  (j-')ajles 
formules  D,  E donnent,  après  avoir  multiplié  haut  et  bas  par  x's, 

, yva- 3 x'xfy  - yxx-  +*yx"> 

* xx%r y— y y y 

de  x'’-f-j',’=>i,on  ùrcx'x"fyy—o,x'xw-\-x’,,-\-yy-$-y,—o. 

Éliminant  de  cette  âernière  x",  puis  j-'5,  à l’aide  des  deux  pré- 

>*.-  * ^ r'r*  r«»  •_ 

cédentes , on  trouve  x*  = p py  Pat  là  l’expression 

4 devient  enfin  * * 

1 y .4 yr  f 

*—xxy"^~  r**'  * ' 

4 ' V 

j33.  Quelques  démonstrations  peuvent  être  simplifiées  pa£ 
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ccs  principes.  Si  l'on  a l’équ.  y=fx{f),  et  ses  dérivées (y),  (y'), 
relatives  à x,  et  qu’on  veuille  trouver. les  dérivées  de  x—yÿ 
relatives  à y , sans  résoudre  la  première  équation,  on  fera-- 
y = t , o = y s=  y. . . dans  les  équ.  (O) , c.-à-d.  qu’il  suf- 
fira déposer  (y)  = (y") 

X X 

* 

Par  exemple , y = a*  donne  (y)  = ka1  : on  en  tire 
— kax=ky,d’oùx'  = lorsque  y est  variable  indépen- 
dante. 11  est  visible  qu’on  a ainsi  la  dérivée  de  x = Log  y. 

Pour  y — siri  ï,  on  a (y')  = coS  x ; donc,  on  trouve 

•^=cosx,  x' —■ — î — = ■■■—  -,  dérivée  de  l’équation 

x cos  x 1/(1  — y *)’  ^ 

x = arc  (sin  = y)  p.  34q. 

Enfin , dey=  tang  x on  tire  la  dérivée  de  x=arc  (tang —y)  : 

, i i . ^ . i 

(y  ) = — = ~7,  x = COS1  X = r J. 

cos1  xx  t -y  y 

734.  Pour  généraliser  une  fonction  4 du  i*r  ordre,  on  change 


. /v  r dr  d y dx  d r d r 

(y)  en  —, , ou —•  , ou  = -f-, 

^ x dx  • d t ai  dx  dx 


en  supprimant  le  ^iviseur  commun  de  dr  ; mais  en  conservant 
le  souvenir  que,  dans  le  a'  membre,  d y et  dx  désignent  des 
différentielles  prises  relativement  à/.  Donc,  quand  une  fonction 
dérivée  est  du  1 " ordre,  et  qu’on  l’a  exprimée  par  la  notation 


(*)  Ceci  peut  se  démontrer  directement  ; car  soient  k et  k les  accroisse»  eoa 
que  prennent  ensomble  y et  x;  . ;i 

y ate fx  donne  k ss  /h  4.  - /'h* 

* a 

x =.  qj  donne  h = ifk  + - x*k* 

d’ou  h = xyit4.(*y-i-*y»).  I a*  +....  j 

puis  1 = x’y,  léy"  + xV*  = o,  etc 

Knfiu , on  a les  valeurs  de  )'  y’ .... 
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différentielle  d,  elle  ne  devra  éprouver  aucune  altération  lors- 
qu’on voudra  changer  de  variable  indépendante  ; seulement 
les  dy,  dx...  quijr  entrent  désigneront  les  différentielles  rela- 
tives à cette  nouvelle  variable.  C’est  ce  qui  rend  la  notation 
différentielle  très  commode  dans  le  Calcul  intégral , et  dans 
toute  opération  où  l’on  est  conduit  à changer  de  variable  prin- 
cipale, pourvu  qu’il  n’y  entre  que  des  dérivées  de  i"  ordre. 

Soit^  = sin  z ; jr‘—  cosz.z’,  revient  à djr  — cos  z.dz;  d’où 


cos  z y i — jr* 


i ce  calcul  est  préférable  à celui  du 


n°  733,  pour  obtenir  la  dérivée  de  l’équ.  z =arc  (sinsr^). 


Au  reste , l’avantage  dont  nous  parlons  n’a  plus  lieu  pour  le 
2*  ordre , car  la  a*  formule  (Z?)  devient  >( 

d1^ dx.  A*jr — d^.d’x- 

dx1  dx1  ’ 


Ici  les  dérivées  sont  relatives  à une  troisième  variable  t,  dont 
on  suppose  que  x et  jr  sont  des  fonctions  données.  Il  suit  des 
principes  d’où  nous  sommes  partis,  que  le  i*r  membre  n’est 

autre  chose  que  la  dérivée  de  qu’on  divise  ensuite  par  dx; 

et  qu’en  considérant  ces  d^et  dx  comme  des  fonctions  de  t,  on 
peut  poser  (n°  729;  3°.) 

<59  t 


dy  _ d (dx  \ d3J- 
dx*  dx  dx* 


dx 


en  sorte  q 
et  même  de 


ujast  bien  facile  de.retrouver  les  équ.  (0),  (£)..., 
le  les  conserver  dans  la  mémoire. 


Des  cas  où  la  Série  de  Taylor  est  en  défaut. 

735.  La  formule  {A,  n°  699)  peut  ne  pas  être  vraie,  quand 
on  mettra  pour  x un  nombre  a;  car  jr— fx,  devenant  f (a h) 
lorsqu’on  change  x en  a ■+•  h,  il  se  pourra  que,  x étant  engagé 
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sous  des  radicaux  , la  valeur  a + k,  qu’on  mettra  pour  x,  laisse 
h sous  quelque  radical , parce  que  les  constantes  de  la  fonctiou 
f auraient  détruit  a : ainsi  h aurait  des  puissances  fraction- 
naires. On  sent  d’ailleurs  que  /(a  + ij.ne  contenant  d’autre 
variable  que  h,  n’est  pas  toujours  développable  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  h.  C’est  ainsi  que  cotA,  logA... 
ont  des  exposans  négatifs  pour  h,  puisque  A = o les  rend  in- 
finis. 

Soit  y = \/x  -f-  {/(x  — a)4  ; pour  x=  a -f-  A on  a 

T=  »'<.+i)  +V‘<  = 


De  même  j^^^ÿx,tynne^+\/(a+h)...oVih-*+ÿa... 

< _i  ^ 

Enfin , — -f-  i/x  devient  A -4-  \/  a -J — . . . 

\/(x—a)  v ^ v r 2 y a 


Jusqu’ici  nos  règles  ont  été  sans  exception,  parce  que  x a 
conservé  sa  valeur  générale;  mais  quand  nous  voudrons  appli- 
quer ces  règles  à des  cas  particuliers  où  x sera  un  nombre 
donné,  il  se  pourra  qu’accidentelleinent  on  tombe  sur  une  ex- 
ception du  théorème  de  Taylor  ; il  convient  de  trouver  des  ca- 
ractères qui  annoncent  cette  circonstance,'  et  d’apprendre  ce 
qu’on  doit  faire  alors  pour  trouver  la  vraie  série  de  f(a  -J-  h). 

y36.  Ordonnons , suivant  A,  le  développement  de  f(a  -|-  A)  ; 
m étant  la  moindre  puissance  fractionnaire  de  A,  comprise 
entre  les  entiers  iet/+i;ona 

/(a  -f  h)  =z  A -f-  Bh  4.  CA1  4- Dh* . . . + Lh1  -f-  . 

Si  m est  négatif,  Mhm  est  le  1"  terme  de  la  séÆÊL4,ByC. . . 
sont  en  général , des  constantes  finies  et  inconnues.  • 
Puisque  cette  équ.  a lieu  , quel  que  soit  A,  prenons  les  déri- 
vées relatives  à celte  variable  : » 

/'  (n  + h)=B  + zCh  + ZDh'...  + lLhl-'  + mMhm-‘... 
f"  (a+h)=2C+2  3 D A. . .4.  /(/  - 1 ) — 1 ) Æf  A— ». . . 

f{a  Jfh)z=z2.W.  ..+1(1- 1 )(l  -2)  Lh>-i+m(m-i)(m-2)Mk”~*. . . 
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En  faisant  A = o,  on  trouve 

A=Jat  B =f'a , C = \f“a,  D — \J"a. . . 

Les  coefficiens  A ,B . . . L sont  donc  les  valeurs  que  prend  fx 
et  ses  dérivées,  lorsqu’on  y fait  x = a,  précisément  comme 
dans  la  série  de  Taylor.  Mais  à chaque  dérivation  , le  i*r  terme 
disparaît , parce  qu’il  est  constant  ; à la  l'  dérivation , on  ob- 
tient L;  à la  (/+  i)',  on  a 

/('+0  (a-f  A)  ==  m(m  — i). . . -f. ; 

et  comme  m est  une  fraction  <^Z  -J-  i , ce  itr  ternie  a un  expo- 
sant négatif,  et  hz=o  donne  /*'+l)a=  co.  A partir  de  y^‘\ 
toutes  les  dérivées  sont  de  même  infinies , parce  que  cet  expo- 
sant reste  sans  cesse  négatif  (n°  508,  a0.). 

Donc , t°.  si  la  valeur  a:  —a  11e  rend  infinie  aucune  des  fonc- 
tions y,  y‘,  y... , le  développement  de  Taylor  n’est  pas  fau- 
tif (n®  699). 

2<î.  Si  l’une  des  fonctions  y,  y',  y'...  devient  infinie  pour 
x = a,  toutes  les  suivantes  le  sont  aussi;  le  théorème  de  Taylor 
n'est  fautif  qu'à  partir  du  terme  qui  contient  la  première  dé- 
rivée infinie  ; li  reçoit  en  ce  lieu  un  exposant  fractionnaire. 

3°.  Si  y est  infini , y',  y“ . . . le  sont  aussi,  et  A a des  puis- 
sances négatives. 

4°.  Pour  y=.  xm,  comme  la  dérivée  de  l’ordre  ri  est  de  la 
forme  Axm~n , qu’aucune  valeur  de  x ne  rend  infinie,  si  ce 
n’est  x = o,  quand  m n’est  pas  entier  et  positif,  on  reconnaît 
que  la  formule  du  binôme  ( x -f-  h)m  n’est  jamais  fautive  (ce  cas 
.excepté). .On  en  dira  autant  des  série»  de  a',  Log  (i-j-x),  sin  x 
et  cos  x. 

ç3q.  11  reste  à trouver  le  développement  qui  doit  remplacer 
la  partie  fautive,  quand  ce  cas  existe  : à cet  effet,  changez  x 
ena-j-A  dans  fx,  et  faites  le  développement  de  f(a  -f-  A)  à 
l’aide  des  séries  connues.  Par  ex., 

3 je— f,  ci— “b 

y-c  + {x-b)  l/(x  - a)  donne  = 2^r(— • 
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x = a rend  jr*  infini  ; donc  y‘,  y" . . . le  sont  aussi , et  A doit 
avoir  un  exposant  entre  o et  i dans  le  de'veloppement  de 
y — fifl  + A)  : le  i*r  terme  est  y = c.  Qu’on  change  en  effet 

aren  a 4*  A dans  la  proposée,  on  a Y = c + (a  — b)h’ + A 


Soit  encore  / = c + x+(, r — b)  (x  — a) * ; 
d’où  • y—  i -f-  (*—  a)  » + 4 (a— A)  i/(*  — a) , 

y = 3^*~°)  + $çF=7y 


x=a  donne  jr=c-t~a,  y'=z\  ; les  autres  dérivées  sont  infinies. 
Le  développement  de  f(a  + h)  commence  par  (c-J-a)  4-  h , 
les  autres  termes  ne  procèdent  plus  selon  A*,  A3...  En  effet, 
mettons  a-f-  h pour  x,  y devient 


Y = (c  -f-  a)  + A + (a  — A)Aj  4-  A7. 

^38.  Lorsqu’on  a trouvé  les  divers  termes  non  fautifs  de  la 
série  Y,  pour  obtenir  les  suivans,  retranchez  de  f (a  -\-h)  la 
partie  connue,  le  reste  étant  réduit,  sera  une  fonction  S de  A, 
qu’il  s’agira  de  développer  en  une  série  qui  ne  procède  plus  se- 
lon les  puissances  entières  de  A. 

Soit  A la  valeur  de  S pour  A=o;  on  a S = A -f-  Mh1", 


m étant  la  plus  haute  puissance  de  A qui  divise  S— -A,  afin 

g A 

que  le  quotient  M — ■ — ^ — ne  soit  nul , ni  infini,  pour  A=o. 

Cette  condition  fera  connaître  le  nombre  m , et  la  fonction  M 
de  A.  De  même  on  fera  A ±=  o dans  M ; et  B étant  la  valeur  que 
prend  alors  M,  on  posera  M = B -f-  A’ A”,  et  l’on  trouvera  » 
et  N ; et  ainsi  de  suite.  Donc, 

S— A -f-  Bhm  4-  CA""***  4-  Dhm+m+r. . . 

sera  le  développement  demandé.  Si  S doit  avoir  des  puis- 
sances négatives  de  A,  on  fera  A=sA'_l,  et  l’on  développera 
selon  A'j  on  changera  ensuite  les  signes  des  exposans  de  A'. 
( Voyez  les  fond,  analyt.,  n”'  u et  120.) 
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739.  Examinons  ce  qui  arrive,  lorsque  x — a chasse  un 
terme  P de  la  fonction  fx\  P a pour  facteur  quelque  puissance 
m de  x — a (n°  520 ),  ou  P=  Q ( x — a)m. 

i°.  Si  mest  entier  et  positif,  la  dérivée  m‘  contient  un  terme 
dégagé  du  facteur  x — a,  puisque  l’exposant  s’abaisse  succes- 
sivement jusqu’à ...  a,  i,o;  ainsi  le  facteur  Q,  qui  a disparu  de 
toutes  les  dérivées  , réparai  t dans  la  m‘  et  les  suivantes  : le  théo- 
rème de  Taylor  n’est  pas  fautif,  et  il  no  se  présente  ici  rien  de 
particulier.  Soit  y =(•*  — a)’.(x  — b)  — ax';  on  a 

Y — — a1  — 2a* . h — bh * -J-  h3. 

2°.  Quandm  est  une  fraction  comprise  entre  l et  l-\-  1,  r=a 
fait  disparaître  Q de  toutes  les  dérivées  ; celle  de  l’ordre  l-\-  1 
prenant  le  facteur  ( x — l’exposant  est  négatif , la  dé- 

rivée infinie,  et  la  série  de  Taylor  fautive  à partir  de  ce  terme; 
et  en  efFet,  puisque  le  radical  indiqué  par  (x  — a)m  disparaît 
de  toute  la  série,  et  reste  cependant  dans  h),  les  deux 

membres  n’auraient  pas  autant  de  valeur?  l’un  que  l'autre,  si 
h ne  prenait  ce  même  radical. 

5 ''  1 

Ainsi  y = ^ 4-  (x  — b)  (x  — a)* 

donne  Y ?=»a3  + 3 a‘h  -f-  3 «À*-f-  (a — b)  h*  - f-  A3  -f- 

Voyez  aussi  les  exemples,  n0*  ^35  et  737. 

3°.  Si  m est  négatif  f P et  toutes  ses  dérivées,  ayant  x — a 
au  dénominateur,  sont  infinis  pour  x=«,  et  le  développe- 
ment de  Taylor  étant  fautif  dès  le  1"  terme,  h a des  puissances 
négatives.  C’est  ce  qui  arrive  pour 


x ■ 


d’où  Y = a*  hrl  + 2a  + A, 


3 


740.  Supposons  que  x = a fasse  disparaître  de  y un  radical 
qui  subsiste  dans  y',  c.-à-d.  que  la  impuissance  de  x — «soit 
facteur  de- ce  radical  : pour  x = a,  y se  trouve  avoir  plus  de 
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valeurs  que  y ',  à cause  du  radical,  qui  n’existe  que  dans  y' . 
Eu  élevant  l’ëqu.  y = fx  à la  puissance  convenable,  on  pourra 
détruire  ce  radical,  qui  n’entrera  plus  dans  l’équ.  z=F(xt y)=o. 

Prenons  la  dérivée  (n°  72/})  ^ -f-  y = o,  et  substituons 

a pour  x , et  pour  y la  valeur  unique  dont  il  s’agit  ; les  coefli- 
ciens  deviendront  des  nombres  A et  B , savoir , A-\-Byf  as  o. 
Mais  par  supposition , y'  a au  moins  deux  valeurs  correspon- 
dantes m et  Æ,  savoir,  A -f-  B\—  o,  A -f-  5/3  = o;  donc 
B(m  — /$)  = 0,  ou  5 = o et  A—o,  puisque  « est  différent 
de  j3.  Donc  notre  équ.  dérivée  de  z = o est  satisfaite  d’elle- 
même  et  indépendante  de  toute  valeur  de  y'  s 


dz 


dz 


dx  °’  d y 


= °>y  = ? 


Passons  à l’équ.  dérivée  du  a*  ordre  (n»  726),  qui  a la  forme 

^.y' + 3ty'»  + zNy'+L  = oi 

le  i,r  ternie  disparait  ; et  comme  M,N  et  L sont  des  fonctions 
de  .r ef^ sans  radicaux,  l’équ.  2 Ny~{-L—o  fera  con- 

naître les  deux  valeurs  de  y',  atteudu  que  M,N  et  L sont  des 
constantes  connues  : à moins  qu’il  ne  dût  y avoir  plus  de  deux 
valeurs  de  y',  contre  une  de  y,  pour  x = a ; car  M, N et  L de- 
vraient se  trouver  nuis  ensemble,  et  il  faudrait  recourir  à l’équ. 
du  3*  ordre,  y"  et  ym  s’en  iraient , parce  que  leurs  coefEciens 
cLs  * 

étant  3 {My'  + iV)  et  qui  sont  nuis , y entrerait  alors  au 

cube. 

En  général,  on  doit  remonter  à une  dérivée  de  l’ordr^  dura- 
dical  que  x = a chasse  de  y. 

Soit,  par  ex. , y — x + (x  — a)  | /(xt—ô), 
x=  a donne  y s=  a,  et  yxx  i dz  {/(a  — b).  Mais  la  proposée 


/ 
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revient  à 

ür  — *)•  = (x  — a)’.(x  — b)  ; 
d’où  i(y  — x)  y=  2 {y  — x)  -+■  ( x — a)  (3x  — ib  — a) . 
Chaque  membre  devient  nul  quand  x z=y—a.  La  dérivée  du 
2*  ordre  est  * ’ 

{J—  x)  y"  + {/  — 0*  — 3x—  2a  — b, 

qui  donne  (y  — i)*  = a — b,  et  la  même  valeur  de  y’  que  ci- 
dessus. 

De  même  y~{x — a) . (x — Z>)3 , donne  y=o,  y —\J  (a  — b), 
quand  x=a.  Mais  si  l’on  chasse  le  radical , et  qu’on  prenne 
les  dérivées  des  trois  premiers  ordres 

r3=  (x—  a)\  x—b ),  * < 

3yy=  (x—ay(4x—3b—a), 
y' y"  + vy'*=  (2X— a)(x—  a— b), 
yym+fyÿy  + vri  = 8x  — 6a  — 2 b. 

x=aetj-=o  satisfont  aux  trois  premières  équ.,  et  la  4'  donne 

y'=z\/a — b , comme  ci-devant. 

Si  le  radical  disparait  de  y et  y',  mais  reste  dans^",  (x — a)3 
est  facteur  de  y et  y',  qui  ont  un  égal  nombre  de  vaieUi$ , tan- 
dis que  y"  en  a davantage,  pour  x— a.  Si  donc  on  fait  évanouir 
le  radical  de  la  proposée  y=fx,  et  qu’on  cherche  y"  à l’aide 
de  la  dérivée  du  2*  ordre  de  l’équ.  implicite  z—o,  elle  devra 
donner  y"~  |,  comme  se  trouvant  satisfaite  d'elle-même. 
On  passera  aux  dérivées  3*,  4'-->  qui  seules  peuvent  faire  con- 
naître y. 

On  raisonne  de  même  quand  (x — a)3  est  facteur  d’un  radi- 
cal dans  y—fx,  etc.  ' ' ’ 

Par  exemple,  y=X- f-(x — a)’  j/x,  quand  x = a,  donne 
y— a,  y=  t,  y"  = ÜZ2\/a  : mais  la  proposée  revien.t  à 

(y—xy=  (x— a)*x\  ' 

d’ou  i{y'—i)  iy—x)  = (x— a)3(5x— a) , 

(y'—*Y+y’  (y—x)  =a(x— a)’(5x  — 2a), 
syty—  0 +y(y—x)  =6(x— a)(5x— 3 a), 

3j'”1  + 4.r’(y— 1)  +y’(y— x)  =i2(5x— 4a). 
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Quand  x=a,  on  trouve y—a\  tout  se  détruit  dans  l’équ.  du 
i*r  ordre;  celle  du  a*  donne  jr'~  i ; la  suivante  est  o=o,  et 
enfin  la  dernière  donne  y"  = ±2  l/a. 

Limites  de  la  Série  de  Taylor. 

A.  - ‘ 

741.  Prenons  un  terme  Ah * de  la  série  fa -f- A),  et  étant 
positif;  ce  terme  et  tous  ceux  qui  suivent  ont  une  somme  de  la 
forme  h*(A+Bhfl)  (n°  738).  Or,  A-\-BhP  se  réduit  à A lors- 
que h est  nul , et  croit  par  degrés  insensibles  avec  le  facteur  h : 
si  h est  très  petit,  A l’emporte  donc  sur  Bh&.  Ainsi , on  peut 
prendre  h assez  petit  pour  qu’un  terme  quelconque  de  la  série 
f (a  -f-  A)  surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent. 

. 742.  Quand  a croît  et  devient  <z+A,  fa  peut  être  de 
nature  à augmenter  ou  à diminuer,  A étant  positif.  Dans  la 
série  f(a  -\-h)—fa-\-hf  a. ..  comme  on  peut  prendre  A très 
petit,  le  signe  defa  détermine  celui  du  développement  de 
f{a  4-  A)  — ja\  si  fa  est  positif,  fa  est  donc  croissant  ; le 
contraire  arrive  quand  fa  a le  signe — . C’est  ainsi  que  sin  a 
croît  jusqu’à  go°,  pour  décroître  ensuite,  parce  que  la  dérivée 
cos  a est  positive  dans  le  Ier  quadrans,  négative  dans  le  2*. 
Donc,  si  f'x  reste  positif  depuis  x = a jusqu’à  x=a-f-b,  sans 
devenir  infini , fx  va  croissant  dans  toute  celte  étendue. 

Que  dans  f{a  + A)  on  fasse  croître  A de  zéro  à A,  et  que 
a-f*A=r/>  et  a-\-hz=q  soient  les  valeurs  qui  donnent  le 
moindre  et  le  plus  grand  résultat  : 

f(a+h)-fp,  fq-f(a+h) 
seront  positifs  : or , cè  sont  les  dérivées,  relatives  à A,  de  (*) 
fa  + h)  — fa  — hf  p , fa-\-  hfq—fa  + A). 


(*)  I^x-f-A)  devient  Fs,  quand  on  pose  x-f-A=s ; prenons  la  dérivée  re- 
lative soit  à x,  soit  à A,  comme  s'=\,  elle  sera  également  Fs  ( n°  71a).  On 
peut  donc  supposer  F(x-yh)  provenue  indilTéremment  de  la  variation  do 
x ou  de  A dans  F(x  +*:•  Ainsi , quoique  nous  considérions  ici  des  dérivées 
relatives  à A,  elles  se  trouvent  être  les  mêmes  que  si  on  les  eiU  prises  pour  x, 
et  (ait  ensuite  x—  a.  » 


*1 
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Ces  fonctions  doivent  donc  croitre  depuis  h—o  jusqu’à  h-=zb; 
et  comme  h—o  les  rend  nulles,  elles  sont  positives  dans  cette 
étendue,  ou 

7 r L 

f(a  + h)>fa+hfp  et  <Ja  + hf  q; 

ce  serait  le  contraire  si  h était  négatif  : donc  f(a  -f-  A)  = fa  4- 
un  nombre  compris  entre  hfpet  hfq,  c’est-à-d.  que  si  Von  borne 
la  série  f(a  -f-  b)  au  seul  premier  terme  fa , l'erreur  est  lif' ’ p 

et^hCq. 

Admettons  maintenant  que  la  série  de  Taylor  ne  soit  pas  fau- 
tive dansses  trois  t*”  termes f{a- f-  A)==/à-f-A/Tn  + i A^a.... 
Soient  p et  q les  valeurs  moindre  et  plus  grande  que  reçoit 
f (n-f-A) , depuis  A= o jusqu’à  h = b-,  dans  cette  étendue , les 
quantités 

fy+h)-J’p,  fq-f"{a+h) 

sont  positives,  ainsi  que  leurs  primitives 

f(a+h)-fa-hrPt  fa  + bfq-fia  + h), 

puisque  h=o  les  rend  nulles.  Il  faut  en  dire  autant  des  primi- 
tives de  ces  dernières,  qui  sont 

/(«  + h) -fa - hfa  -\hf"p , fa+hfa+Wq -fia  + A)  ; 
donc  . f(a  + h)z=fa+hfa+$h'A, 

A étant  un  nombre  compris  entre  fp  elf"q.  En  bornant  la 
série  de  Taylor  aux  deux  premiers  termes,  l’erreur  est  donc 
comprise  entre  les  limites  ■jhsf"p  et  f h*f*q. 

En  général,  si  l’on  arrête  la  série  de  f{a-\-h)  au  terme 
qui  précède  A",  Terreur  sera  comprise  entre  les  produits  de 
A* 

J— 2 3 par  flp  et  fWq , ou  par  des  nombres , l’un  plus 

grand  que  la  1”,  l’autre  inférieur  à la  2'  de  ces  quantités  :p  et  q 
sont  les  valeurs  dex-f-A,  qui  rendenty'^x-f-  h)  le  plus  petit 
et  le  plus  grand  dans  l’étendue  comprise  de  A=o  à A quelcon- 
que. Mais  il  faut  qu’aucune  des  fonctions fx,  fx, . . ./W*  ne 
devienne  infinie  depuis  i = n jusqu’à ,or  = n -f-  A. 

A 
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Et  puisque  p et  q sont  des  valeurs  intermédiaires  entre  a et 

h".  /X") (a +/)  f>  * 

a + h,  l’erreur  est  — — — , j étant  un  nombre  convena- 

bleinent  choisi  et  inconnu.  On  peut  donc  poser  exactement, 
pourvu  qu’aucune  des  dérivées  ne  soit  infinie, 

A*+h)=jx+hfx+-.rx.  • •+  ;.a.3;..-n:T+,;2.3:;.n- 

Nous  avons  ainsi  une  nouvelle  démonstration  de  la  Rerie  de 
Taylor,  et  nous  savons  mesurer  l’erreur  qu’on  commet  en  l’ar- 
rêtant à un  terme  désigné,  ou  obtenir  une  expression  finie  qui 
en  soit  la  valeur. 

Par  ex. , y — a1  donne  yWsxfr.a.1  ; J^n\x  -j-  A)s=A*.«x+*  : 

la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  répondent  à h=o  et  h 

\ . knhm 

quelconque.  Les  limites  de  l’erreur  sont  les  produits  de  — — - 

par  ax  et  ax+k.  Pour  a*,  ces  dernière  facteurrsont  i et  ak.  ' 

Jln  f J | V 

Pour  log  (x-\-h),  les  limites  sont  ih  — Xf  - et- — ■ 1. 

* R (x  -f-  A)V 

Enfin,  y — xm  donne j^'0=  [mPnJx*1-”  ( n°  475)  : l'erreur 

est  donc  entre  ces  limites 

h’-[mPn]_  x pjrm_n  et  > ou  \mCn\hx{xm-n,  x+  h)”-*. 

I • 2a  O a • »7l 

Développement  des  fonctions  de  plusieurs  Variables. 


743.  Soit*  z une  fonction  de  deux  variables  indépendantes 
x et  y,  z=zf(  x,  y)  ; proposons-nous  de  changer  x en  x -f-  7i , 
y en  j-  •+•  k , et  de  développer  selon  les  puissances  de  ces  ac- 
croissemens  arbitraires  h et  k.  Opérons  comme  nous  l’avous 
fait  n°  71a;  au  lieu  de  faire  à la  fois  ces  deux  changcmens, 
mettons  d’abord  x-\-h  pour  x,  sans  faire  varier^;  t,  considérée 
comme  fonction  d’une  seule  variable  x,  deviendra 


/v  , . , dz  , d’z 

A*.+*tf)  = *+teh+Ô&’ 

* 


2 dx'  ‘ 


h} 

2..  3 


-f  etc. 
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Dans  ce  résultat , mettons  partoutjr+A  pourjr,  sans  changer 
x.  D’abord  le  i"  terme  z deviendra 


/>  . dz  d’z  A1  d3z  A 3 

f(x,y+k)- * + ^-f-etc. 


De  même , représentons  par  u , la  fonction  de  x et  y désignée 
dz 

Pardi;  en  mettant  y k pour  jr,  u se  changera  en 

du  _ d’u  k 1 . . 

“ + jp  *+  • — 4-  etc.  Ainsi , remettant  pour  u sa  valeur 


A deviendra  ~ A • 
dx  dx 

r - ' 

deviendra 

dx*  a 


d*z 


dxdj"  **  "**  dxd y*  i 


d’z  k‘h 


d*z  A* 
dx*  ’ 2 dx’dj-  ~2 


d3*v  a»  A 

— +•  • •; 


ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  diverses  parties,  on  a 

d3z  A3: 
djr>  -ÏT! 

d3z  A’A 
dxdj1’  2 


/x+A,JH-A)=z+^A  + .f-f^ 

djr  d^J  2 


+ 


-f  .... 


i dz 

+ dî/‘ 


d*z  , , 
dïd  r'  kh  + 


+ 


d7z  A* 
dx’  2 


Le  terme  général  est  3 mJ  a X 


d3z  A’A 

dx’dj-  2 *”V.  " 

d3z  A3 

dx3  * 2. 3 ‘ ‘ ' 

Am.A* 


dp^dx’  (2.3...7W)  (2.3. . .«)" 

Il  est  visible  qu’on  aurait  pu  changer  d’abord  y en  y + A 
puis  dans  le  résultat  x en  x -f  A.  Mais  par  là  on  aurait  obtenu 
une  série  de  forme  differente  de  la  première,  qui  aurait  dû  lui 
être  identique  : toutes  les  dérivées  relatives  à x auraient  précédé 
celles  de  y.  Il  suffit,  pour  y parvenir,  de  changer  ci-dessus 
y en  x,  et  A en  A,  et  réciproquement.  L’identité  de  ce  nou- 
T.  IL  aiÇ 
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veau  résultat  avec  le  précédent , donne , en  comparant  terme 

à terme, 

d*z  ‘ d\z  d’z  d*t  à3 z d3z 

d/dx  dxcly’  dj-’dx  dxdj'’ ’ djràx*  dx’dy’ 


dm+"z 


d“+"z 


et  en  général 

Concluons  de  là  que  lorsqu’on  doit  prendre  les  dérivées  succès - 
sives  d une  fonction  1 relativement  à deux  variables , il  est  in- 
différent dans  quel  ordre  on  fera  cette  double  opération. 

_ x3  , dz  3x’  dz  ixs 

Parer.,  z=  — donne  -3—  = — - , 3-= -5-; 

J 1 dx  J'  àjr  ~ j3 

la  dérivée  de  la  i'* , par  rapport  à y,  ainsi  que  celle  de  la  a*, 

6x* 

relativement  à x , sont  également 

Jr 

Les  dérivées  du  a*  ordre  sont 


d*z 

dx* 


6x  d*z 

V’  W'~ 


6x3 

:7*: 


donc  — -^r  est  à la  fois  la  dérivéeUe  la  t1*,  relativement  àyr 

y2  - - - 

et  la  dérivée  du  a®  ordre  de^  relativement  à x ; est  la  dé- 

àr  J4 

rivée  de  par  rapport  à x , et  aussi  celle  du  a*  ordre  de  ~ 

par  rapport  à y ; et  ainsi  des  autres. 

744-  Puisque  x et  j' sont  indépendans  dans  l’équ.  z=f(xty)f 
on  peut  en  prendre  la  dérivée  relativement  à x seul,  ou  à y ; dé-  • 
signons  par  p et  q les  fonctions  connues  de  x et  y,  qu’on  trouve 

pour  ces  dérivées  respectives,  ^ —Pi  jjp  - Q-  Mais  s’il  y 

avait  une  dépendance  établie  entre  y et  x,  telle  que  y = $x, 
ces  différences  partielles  ne  pourraient  plus  être  prises  à part, 
puisque  la  variation  de  x entraînerait  celle  dey.  Pour  renfermer 
ces  deux  cas  en  un  seul , on  a coutume  de  supposer  que  cette 
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relation  y = ipx  existe,  et  la  dérivée  se  met  sous  la  forme 
dz  —pdx  -+•  qdy  (n°  724)  ; mais  comme  on  laisse  cette  fonc- 
tion <p  arbitraire,  il  faudra  y avoir  égard  dans  les  usages  aux- 
quels cette  équ.  sera  réservée.  Si  la  question  exige  que  la  dé- 
pendance soit  établie,  de  y=<px  on  tirera  Ay=  y Ax,  et 
substituant  on  aura  dz  ~ (p  •j-qy')  Ax.  Si  la  dépendance 
n’existe  pas , l’équ.  différentielle  se  partagera  d’elle-même  en 
deux  autres  : car  Az  représente  la  différentielle  de  z prise  rela- 
tivement à x et  y ensemble , ou  ^ dx  -f-  ^ dy,  et,  comme 
l’équ.  subsiste  quel  que  soit  <px , ou  sa  dérivée^',  on  aura 


dz  dz  , dz  dz 

Sj+ir' ='+*’'•  i°“  *:=/-•  ay=*- 

donne  d ,=  =2t+Si. 


équ.  qu’on  partage  en  deux  autres 

dz  axy  ydx — xdy  Az 

dx  .rM-x*  ’ dy 


•d’où  l’on  tire 


(**+.f>* 

— arc  ^tang  = ~')  donne 

dz  _ y 
dx  j'-'-f-x'1 


(*'+y’)’ 


(x'+y')>’ 


4 jrdx-xdy 
y>+x'  ’ 


d z 

d Ÿ 


— x 


Soit  en  général  u = o , une  équ.  entre  les  trois  variables  , 
x,  y et  z;  si  l’on  a en  outre  une  autre  relation  z=F(x, y), 
on  ne  doit  plus  considérer  dans  la  proposée  qu’une  seule  va- 
riable indépendante;  ainsi  l’on  a (n°  71 3) 

du  , du  , du 


d’où 


Æ+4)^4+4>=». . 


parce  que  z = F(x,  y)  donne  Az—pdx+qdy.  On  tirera  donc 
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aisément  la  valeur  de  , qui  est  la  dérivée  qu’on  aurait  otn* 

tenue  en  éliminant  s de  l’équ.  u = o. 

Mais  s’il  n’y  a aucune  autre  relation  que  u=o,  on  en  pourra 
supposer  une , pourvu  qu’elle  demeure  arbitraire  ; en  sorte  que 
notre  équ.  se  partagera  en  deux  autres,  à cause  que  y'  est 
quelconque, 

du  , du  du  . du 

di+^dT  = 0’  d^  + *d7=0' 


où.  j}  et  q sont  les  dérivées  ou  différentielles  partielles  de  z rela- 
tives àx  et  y.  C’est,  en  effet,  ce  qu’aurait  donné  l’équ.  u = o, 
si  l’on  y eut  regardé  tour  à tour  y et  x comme  constans,  ainsi 
qu’au  n°  724;  l’équ.  (t)  est  donc  la  dérivée  de  u — o,  qu’il  y 
ait  ou  nou  un  autre  dépendance  entre  les  variables  x,  y et  z. 

11  est  inutile  d’insister  sur  les  dérivées  des  ordres  supérieurs, 
et  il  est  évident  qu’on  pourra  différentiel'  chaque  équ.  du  i*' 
ordre,  soit  par  rapport  à x,  soit  relativement  à j*,  ce  qui  en 
donnera  trois  du  2e  ordre  : et  ainsi  des  autres  ordres. 

On  pourra  aisément  trouver  le  développement  des  fonctions 
de  3,4- . - , variables  suivant  les  puissances  de  leurs  accroisse- 
mens,  puisqu’il  ne  s’agira  que  de  répéter  les  mêmes  opérations 
séparément  pour  chaque  variable. 


745.  Nous  avons  dit  que  la  dérivée  d’une  équ.  entre  deux 
variables  peut  servir  à l’élimination  d'une  constante.  lise  pré- 
sente quelque  chose  de  plus  étendu  dans  le  cas  de  trois  va- 
riables : c’est  ici  le  germe  du  calcul  aux  différences  partielles, 
devenu  si  célèbre  par  ses  applications  à la  Mécanique,  à l’As- 
tronomie, etc. 

Soit  z==/i,  t désignant  ici  une  fonction  connue  de  deux  va- 
riables, t — F(x,y).  Les  dérivées  relatives  à x et  y séparément 
sont  (n°  711) 


d*  ,, 

-ou  P=ftX 


c U_ 
dx  ’ 


dz  ~ df 


la  fonction/'/  est  la  même  de  part  et  d’autre,  et  les  dérivée» 
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jj^,  sont  supposées  connues  en  x etj.  En  divisant,/' tdis- 

» ,,  dt  dt  . . 

parait,  et  Ion  trouve  p.  -^—q.  g— , relation  qui  exprime 

que  z est  une  fonction  de  t,  z=f  t , quelle  que  soit  d’ailleurs  la 
forme  de  cette  fonction  f 


Par  exemple,  î=/(i’+/’)  donne 

P =/(•*’  +J’)  X ix,  q — X 27  ; 

d’où  pjr  — qx  = o. 

Or,  de  quelque  manière  que  x'-j-j'2  entre  dans  la  valeur  de  z, 
cette  dernière  équ.  demeurera  la  même  ; elle  s’accordera  avec 


s = log(x,+7*)>  z=[/(x'+s’),  z ~ 


etc. 


sin  (x1  +jr‘)  ’ 

D’où  il  suit  que  toute  fonction  dex*  +jr*  doit  être  un  cas  par- 
ticulier de  l’équalion  aux  différentielles  partielles  py — qx=o. 

De  même_7 — bz  = f(x — az),  lorsqu’on  diflérentie  séparé- 
ment par  rapport  à z et  x,  puis  à z etj-,  donne 

— bp  = (i  — ap)Xf , (i  — bq)=—aqXf. 

Éliminant/’,  on  a ap  -f-  bq  = 1 pour  l’équ.  aux  différentielles, 
partielles  de  la  proposée,  quelque  forme  qu’ait  d’ailleurs  la 
fonction  f. 

_ , r — b _/x — a\ 

En  traitant  de  meme  - =/ 1 1,  on  trouve 

Z — C \Z  — C / 

z — c—p(x  — a)  -\-q(y—b). 


Nous  aurons  par  la  suite  occasion  de  faire  sentir  l'importance 
de  cette  théorie  ; nous  nous  bornerons  ici  à dire  que  les  trois 
équ.  du  2*  ordre  peuvent  servir  à éliminer  deux  fonctions  ar- 
bitraires fl,  q>t,  qui  existeraient  dans  l’équ.  proposée,  etc. 
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II.  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


Développement  en  séries  des  fonctions  d’une  seule 
Variable. 

746.  Faisous  xr=o  dans  la  sérié  de  Taylor  (page  33 1),  et 
de'signous  par/,  f f"  ■ ■ ■ les  valeurs  constantes  que  prennent 
fx,  f x , f“x, ....  lorsqu’on  y inet  zéro  pour  x,  on  a 

/h=f+hf  + 1 h>f  + ••  • 

Il  est  vrai  que  cette  formule  n’a  lieu  qu’autant  que  x = o ne 
rend  infinie  aucune  des  quantités/r,/':r...  (p.  36i).  Chan-, 
géant  ici  h en  x ,/,  f" . . . sont  indépendans  de  h,  il  vient 

T1  7^  T*  l 

Telle  est  la  formule,  duc  à Maclaurin,  qui  sert  à développer 
toute  fonction  de  x en  série  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x,  lorsqu’elle  en  est  susceptible. 

Par  exemple,  jr  — ( a -J- x)m  donne 
y s=  m (a  + x)”-  ' , y=  m (m  — 1)  (a  -f-  *)m-J ...  ; 
d’où  f=am,f'  = Tnam~',  f—  m (m — i)am— 

ce  qui  reproduit  la  série  de  Newton  (p.  1 1). 

Dej'sssin  x,  ontirey=cosx,y= — si»  x,  /"=  — cos  x; 
d’où  o , 1 , o et  — 1 pour  les  valeurs  alternatives  de/,/',  f . . . 
jusqu’à  l’infini.  En  substituant  ci-dessus,  on  trouve  la  série  de 
sin  x (p.  249). 

On  appliquera  aisément  les  mêmes  calculs  à cos  x,  ax, 
log  ( 1 4-  x) . , . , et , en  général , à toute  fonction  de  x.  Si  l’on 
prend  y — arc  ( tang  = .r),  on  retrouvera  la  série  N (p.  2 54). 
{f'oy.  n°  84o.) 

74? • Si  l’une  des  fonctions/,/',/'. . . est  infinie , la  formule 

t « 


DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIES.  ^5 

de  Maclaurin  ne  peut  plus  être  employée,  parce  que  la  fonction 
proposée  ne  procède  pas  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  la  variable.  Il  faut  alors,  ou  la  soumettre  aux  procédés 
du  n°  38,  ou  plutôt  lui  faire  subir  une  transformation  qui  la 
rende  propre  à notre  calcul  : la  supposition  d ey=.xtz  remplit 
souvent  ce  but,  en  déterminant  la  constante  k,  de  sorte  que 
r = one  rende  infinie  aucune  des  fonctions  z,  z',z". . . 

Par  ex. , la  série  de  cot  x ne  peut  procéder  suivant  les  puis- 
sances positives  dex,  puisque  cot  o=oo.  Faisons y=.  1 =cotx; 

3C  COS  X 

d’où  z — — : ou , à cause  des  formules  G et  U , p.  aAq , 

sin  x > r 


f * 


»— ixM-^x1 


4_ 


> — g^'+rïô^— ••• 

fonction  dont  on  aura  aisément  les  dérivées  successives,  qui  ne 
sont  pas  infinies  lorsque  x est  nul.  On  trouve  /==  i ,/*  = o , 
/*=— f,/*  = o...;  d’où 

x* 


x* 

Z—I~"3 


et  - ou  cot  x = x~‘ — - 
x 3 


3*. 5 *■ 

:3  2X5 


3*. 5 33.5.7  33.5\7’;*'  * 

Ce  procédé  a d’ailleurs  l’inconvénient  de  ne  pas  faire  connaître 
la  loi  de  la  série,  quoiqu’elle  soit  mise  ici  en  évidence. 

Nous  enseignerons  bientôt  les  moyens  d’employer  le  Calcul 
différentiel  au  développement  de  y en  une  fraction  continue 
fonction  de  x.  n°  8y5.)  On  en  tire  inême^ sous  la  forme 
de  série,  d'après  le  procédé  de  la  note  p.  180. 

748.  On  peut  appliquer  aussi  le  théorème  de  Maclaurin  aux 
équ.  à deux  variables.  Ainsi,  pour  mz3  — zz  = m,  on  prendra 
s' , z". . . (n°  724)  * on  fera  * = o , et  l’on  aura 


271 


„3'  1 


d’on 


z = 1 + 


x* 


3m  81  mJ 


243m< 
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On  peut  même  développer  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  x.  On  mettra  t~‘  pour  x;  et  après  avoir  obtenu  la 
série  selon  les  exposans  croissans  de  t,  on  remettra  x~'  pour  » 

t,  et  l’on  aura  celle  qu’on  demande.  Par  exemple,  pour 

mjr'i  — x'y  — o,  on  fera  x3=  f;  d’où  myll? — y = m ; 

on  prendra  les  dérivées  y1 , y". . . , relatives  à /,  puis  on  fera 
partout  t=o  ; enfin,  on  mettra  les  résultats  pour . . 
dans  la  série  de  Maclaurin,  où  t tiendra  lieu  de  x.  Ce  calcul 
donnera,  en  remettant  x-3  pour  t, 

y= ni 771  'x~3 3m7  X~6 1277l'°X~S-J-5577l,SX~1*... 

7^9.  On  propose  de  développer  u=Jy  suivant  les  puissances 
de  x,  y étant  lié  q x par  l’équation 

y=zt+x.$y...  (1), 


les  fonctions  fy  et  tpy  sont  données.  Observons  que  si,  à l’aide 
de  l’équ.  (1),  on  éliminait  y,  u ne  contiendrait  plus  que  x,  et 
la  formule  de  Maclaurin  deviendrait  applicable.  On  cherche- 
rait alors  u,  u',  u’...  ; puis  en  faisant  x = o.  Or,  le 

calcul  différentiel  sert  à trouver  les  dérivées  u"...  sans  re- 
courir à l’élimination.  En  effet,  les  dérivées  (n°  71 1}  relatives 
à x et  t de  l’équ.  u=  Jy , sont 


1^-^:  f'r  àu  ày 
dx-dx’7^’  dt 


du  dj*  du  dy 

57  ' dx  — dx  ’ 57  ’ 


en  éliminant/Y  Or  les  dérivées  de  l’équ.  (1)  relatives  à t et  à 
x sont  = i,  — =W>  et  l’équ.  précédente  devient 


du  dt7 

5x  “57' 


.(3) 


Nous  pouvons  tirer  de  là  toutes  les  dérivées  successives  de  u par 
rapport  à x;  car  preuons-en  les  dérivées  relativement  à x et  à. 


i 


t 
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t,  nous  aurons  > 

d’u  d’n  du  dy  , 

ÂZ,  = ÂZÂ,  + Â7  ■ Â7-V-r ’ 
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dxdt 

d’n 


dx’ 

d’n 
dxdf  dé 

d’u  d’n 


= 7Ï7T  4^  + a 


dt  ' dx' 
du  dy  , 


dt  ' dt 
du  (dy 


Vf, 


d’u  d'u  . . du  (dy  dyN  , 

s?-  •3?^+drU«'+c),J'; 

<b\ 


d’où 

niais  — = 1 el  = çy;  donc  la  parenthèse  se  réduit  à 
d t d.r 

et  le  produit  par  q'yy  a wy.Ç>fy=  dérivée  de  <p'y  relative  à t; 

du 


ainsi 


d’u  d’u  . . du  d (ÿy)  aCd/  **îr) 


“ u u 1 u“  u\VJj  

^J'dt  d/ 


dx’  di 


d* 


••(4); 


Donc,  en  multipliant  une  dérive'e  par  <py,  et  prenant  de 

nouveau  la  de'rive'e  de  ce  produit  par  rapport  à t , on  passe  à 

du 

la  dérive’e  de  l'ordre  suivant.  Maintenant  représentons  — .ç*jr 

d’u  de  , 

pare,  nous  avons  ^ , et  d apres  la  règle  qu  on  vient 

de  trouver 


d’e 


donc 


de  même 


dw  _ 

\ir*) 

d'u 

(51  • 

1 ^ p-i 

1 K « 1 

'1  1 

dr 

*<£■*) 

dx' 

d<’ 

d4u 

■Kar 

> (6) 

dx* 

dt’ 

et  aiusi  de  suite  ; la  loi  est  manifeste. 

Faisons  maintenant  x=o  dans  la  fonction  Jy  qu’on  veut 
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développer,  et  dans  ses  dérivées  successives,  pour  obtenir  le» 
expressions  qui  ont  été  désignées  par  jf dans  la  série 
de  Maclaurin  (n°  746)  ; l’équ.  (1)  se  réduit  kj=t,  d’où  fj—ftj, 

^-(équ.  a)  devient/'/  ou  f't-,  ainsi ^ =ft.<pt (équ.  3);j^ 

devient  ■ (équ.  4),  3^3  = — g—  (equ.  4);  etc.,  eton 

a enfin,  les  accens  désignant  des  dérivées  prises  par  rap- 
port à t , 

fjr=  ft+  xçt.ft  4 ~ (pt.f'ty  4.  {ÿt.ft)'  4 etc; 

Telle  estla formule  de  Lagrange.  (V oy.  Méc.  cil.,  1. 1,  p.  1 77.) 
Si  fjr  est  = / , d’où  f'j  r=  1 = f't , on  a simplement 

/ = | + (<P’0'  4-  A (<P30’  4-  etc. 

Soit  demandée  la  valeur  développée  de  u = /m,  en  suppo- 
sant / = t 4 xj *.  Comparant  à l’équation  (1),  on  a 


fl  as  tm,  f't  = mi"-1,  çt  = £",  tptf't  = mlM+B-'; 

Q't.fl  E=  THtm+%a-‘  , çh.ft  = mlM+3‘~'...-, 

771  l 071  — I 

d’où  jm  = 1"  -j-  mxiln+"-'  -}-  m.  — — 4 „ , , 

On  aurait  aussi  la  valeur  de^*,  dans  le  cas  où  l’équ.  (1)  se- 
rait remplacée  par  a.  4 Pj  4 Vjm  =0  ; il  suffirait  de  faire  ici 


75o.  En  faisant  ci-devant  x=  1,  on  trouve  le  développe- 
ment d efj,  lorsque  j — t + çj, 

fj  =ft  4 çtft  4 * {9'tfV  4 i tfl  fV  4 

On  tirede  là  la  puissance  n delà  moindre  racine,/  de  l’équation 
jz=t  + (pj,  en  faisant  fj=jn,ft=tn,ft  — nta-,i 

/ = !*  + " [?<■<—  4 ï &t.ety+  g (^.1"-)*...]. 

Tes  traits  indiquent  des  dérivées  relatives  à /;  on  ne  met  pour. 
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I sa  valeur  numérique  , qu’après  les  calculs  ( voye*  Résol. 
numér. , note  XI  ). 

Par  ex. , l’équ.  y y'  — /Sj-  -f-  <*=  o est  ramenée  à la  forme 
y — t + tpy  en  posant 

l==i’*<==I <;„¥<•  t—l=*  | *•+’,  = ^ t-M...  ; 

prenant  les  dérivées  convenables , on  trouve  enfin 

terme  général  Q)  . ".  X [(a*  + n — 1)  C (i—  1)]  X (^7) . 

Pour  avoir  la  puissance  n de  la  plus  grande  racine  il  faudrait 
changer  y en y~\  c.-à-d.  remplacer,  dans  le  résultat,  et  par  y, 
y par  «,  etya  pary~m. 

j5i.  Lorsqu'on  veut  la  iT?  puissance  de  y,  l’équation  étant 
y r=  t -J-  çy,  on  fait  ci-dessus  n — 1 , 

«r  = £4’W  = t + f*  + ï to'tf  + i (p3*)"  + • • ■ 

Celte  suite  s’applique  surtout  à la  méthode  inverse  des  séries, 
qui  consiste  à tirer  la  valeur  dey  de  l’équ.  •+i?y-(-yj',+. . .=0, 
qu’on  réduit  à la  forme  y — t-\-çy,  en  posant 

* yt*  + t[  _ >*<*  -f  uyJt5... 

— g’ * — /S  ’ ? fi'  ' ' * ’ 

il  vient  enfin 

a'y  a}$~  aU  '2m' y'  5afyi'  5 **y3 


a cry  etT  cft  , 

^ ï W ‘'T*  ïi5- 


fi 


fi 


Sur  la  Résolution  des  Équations. 

75a.  Démontrons  de  nouveau  plusieurs  théorèmes  sur  les 
équations. 

I.  Soit  y tine  fonction  de  x,  qui  admet  les  facteurs  ( x — a)"V 
(x — b)n,.. , en  sorte  qu’on  ait 

y = (x  — o)m.  (x  — b)*.  i.xP, 
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P ne  contenant  que  des  facteurs  du  i*r  degré  inégaux  ; prenant 
les  log.  des  deux  membres  et  leurs  denrées,  on  trouve 

y = (x — à)m~'(x — — b)...  -f-  nP(jx — a)...  etc.] 

Ainsi,  la  fonction  de  x proposée  a (x  — a)"1-1  (x  — b)m~‘.. . 
pour  plus  grand  commun  diviseur,  avec  sa  dérivée , ce  qui  re- 
produit le  théorème  des  racines  égales  (p.  61). 

II.  La  dérivée  de  1 (cos  x sin  x.  j/ — i),  est  (n°  719I 

— sinxzfccosx.l/—  1 . _ 

— - : ; , qui  se  reduitazr:  l/—  1.  Or,  1/ — 1 est 

cosx^smar.  v/— 1 1 v 1 v 

aussi  la  dérivée  de  xy/ — 1 donc  (n°  808) 

1 ( cos  x sin  x.  1/  — 1)  = ±:  x[/  — 1 . 

Comme  cette  équ.  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  x,  on  n’ajoute 
pas  de  constante  arbitraire  A , puisque  x=o  donnerait  A~o. 
O11  en  conclut  le  théorème  ( I , p.  a5a  ) , d’où  il  sera  aisé  de 
tirer  les  formules  K , L,  M,  et  par  suite  les  facteurs  de  xn±a'n 
(p.  i43). 

, III.  L’équ.  x1"-}-  pxm~  ' + -I-  u=ao,  étant  décomposée 

en  ses  facteurs  simples  (x  ~a)  (x — b (x  — c)...,  les  log.  de  ces 
deux  fonctions  de  x sont  identiques;  d’où 

1 (xm  -f- pxm~'  -f-  ...)  — 1 (x  — a)  + 1 (x  — b)  -f-  ...  ; 

et  prenant  les  dérivées  de  part  et  d’autre , on  retrouve  l’équ. 
de  la  page  164,  et  par  suite  le  théorème  de  Newton  sur  les 
sommes  des  puissances  des  racines,  qui  forment  une  série  ré- 
currente dont l’cchellé  de  relation  est  — p,  — y...,  — u. 

IV.  Fx  désignant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x, 
soit  h la  partie  approchée  cl’une  des  racines  de  l’équ.  Fx=o, 
et  y la  correction  qu’elle  doit  subir  ; d’où  x = k -f- J",  et 

F {k  + y — Fk  + ?Fk  4.  iyF"b  + . . . = O. 

Lorsqu’on  néglige  y,  y.-.,  attendu  que  jr  est  une  petite 
quantité,  on  trouve  la  méthode  de  Newton  (p.  86). 

En  ne  négligeant  aucun  terme  , on  peut  tirer  la  valeur  de  y 
de  cette  équ. , à l’aide  de  la  série  n’  751 . On  y fera  « = Fk , 
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Fk 


fi  = F'k...}  et  posant,  pour  abréger,  z~  ^jr,  qui  est  la  pre- 
mière correction  en  signe  contraire,  il  vient 

z*  F"k  . z’ 

— * a 'F' A- + 2.3"' 

La  racine  cherchée,  ou  k-\-jr,  est  donc 

, z>  F"k  z*  p F-k  , /F'k\>  -1  , 

x — k z a * Fk  +2.3Lf'*  3\F'k)  J + -- 

C’est  ainsi  que  de  l’équ.  x1  — 2x=5,  on  tire  kx=  2,1  pout 
valeur  approchée  de  l’une  de  ses  racines  (p.  87);  or 

Fk=k 3 — a k — 5=o,o6i,  F'k=3k* — 2=1  iflZ,F"k=.&k=zii1&-, 

, Fk  61  F"k  1260 

onc  z ua3o  ’ F k ua3’ 

et  x = 2, 1 — o,oo543 188  — o,ooooi655  = 3,09455i57. 

Sur  les  Valeurs  o,  f , o x «,  etc. 

753.  Nous  avons  dit  ( p.  43,  2°.)  que  quand  x = a change  une 
fraction  proposée  en  J,  x — a est  facteur  commun  des  deux  ’ 
termes,  et  qu’il  faut  la  dégager  de  ce  facteur,  qui  peut  y entrer 
à des  puissances  différentes.  Le  calcul  différentiel  donne  un 
moyen  facile  d’atteindre  ce  bq£,  et  d’avoir  la  valeur  de  cette 
fraction,  dans  le  cas  de  x — a,  valeur  qui  est  nulle,  ou  finie, 
ou  infinie.  Changeons  x en  x -f-  h ; la  fraction  proposée 


P , . , P +hP'  + \h>P’  + . 


faisons  ensuite  x = a : P et  Q sont  nuis;  on  divise  ensuite  haut 
et  bas  par  h,  et  l’on  a 

p'  4.  A hP"  H _ P' 

FW+"  ~ or 

quand  h — o ; les  suppositions  de  x=.  a et  Ar=*o  reviennent 

P P' 

à avoir  changé  x en  a.  Ainsi , lorsque  x=  a , — = S’il  ar- 
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rive  que  P ou  Q’  soit  encore  = o,  la  fraction  est  donc  nulle  ou 
infinie  ; et  si  P*  et  Q'  disparaissent  ensemble  des  développe- 
mens  {A),  il  faudra  les  diviser  par  i A*  et  faire  h = o ; on  aura , 
P P’  . 

pour  x=  a,  — = ; et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  avoir  la  valeur  Aune  fraction  qui  devient  \ lors* 
que  x = a,  on  dijfèrenliera  le  numérateur  et  le  dénominateur 
un  même  nombre  de  fois,  jusqu’à  ce  que  Vun  ou  l’autre  ne 
devienne  plus  zéro  lorsqu’on  mettra  a pour  x.  Il  ne  faut  pas 
craindre  que  toutes  les  dérivées  P',  Q',  P",  Q". . . soient  nulles, 
car  alors,  quel  que  soit  h,  on  aurai t/£a h)  — o,  ce  qui  est 
, impossible.  , 

« . 

754.  Voici  quelques  exemples  de  cette  théorie. 

’ ’ . 

I.  La  somme  des  n premiers  termes  de  la  progression..  1 . , 

wC*  1 

ri  1 : x : x1  : x3. . . , est  ( n°  144 ) ; si  x = I , cette 

fraction  devient  | ; prenant  les  dérivées  des  deux  termes,  qui 
sont  n**-1  et  i,  puis  faisant  x=s  1,  il  vient  n pour  la  somme 
cherchée,  ce  qui  est  évident. 

”•  ^bx'-ïbcx+bc"  q~de^ôP°ur*«=c;  les  dé- 

ax — ac 

rivées  du  ifr  ordre  donnent  encore  g» — ^ ; il  faut  pro- 

céder  à une  nouvelle  dérivation , et  l’on  a Il  a fallu  deux 
opérations  successives,  parce  que  (x — c)3  était  facteur  commun. 


III.  De  même 


x3  — ax * — a*x-f-o3 


donne  £ pour  x = a ; les 


x3 — a* 

dérivées  des  deux  termes  sont  3x3 — aux  — a*,  et  jx;  la  i”  est 
nulle  quand  x = a;  zéro  est  donc  la  valeur  cherchée,  ce  qui 
Vient  de  ce  que  le  facteur  du  numérateur  est  (x  — a)*,  et  que 
celui  du  dénominateur  est  (x— a).  Pour  la  même  fraction  ren- 
versée, on  aurait  trouvé  l’infini,  par  une  raison  semblable.  C’est 
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Cf  qui  arrive  pour  x = a dans 

ax  — x* 


a*  — 2a3x  -f-  2flj5  — x*’ 


a*  — b * 

IV.  x = o rend — = §;  les  de'rivées  donnent 


x 

a*  la — bx\b 


— la — \b  = 1(7). 


_r  n 1 — smx+cosix  , . . .. 

V.  Pour  y — - : , dans  le  cas  ou  1 arc  x est 

* sin  x H-  cos  x — 1 

le  quadrans,  on  a 

— cosx — sinx 

J— : = I. 

cos  x — sin  x ■» 


VI.  Quand x = a,  l/Ç^x— x*)  —a y /{a'x)  deyient 

a — ^/(ax3) 

dérivées  des  deux  termes  donnent 


a 3 — ax3 


3a 


16a 


\Z(aa’x  x*)  3 y/fax»)  ■ 4t/(a3x)  9 

VII.  On  verra  de  même  que  x = i donne  f pour 


1 — x-4-  lx 
I |/(2X X*) 


= — 1 . et 


I — X -f-  lx 


les 


y 55.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  cessera  d’être 
applicable  si  le  théorème  de  Taylor  est  fautif  dans  V ordre  des 
termes  qu'on  est  obligé  de  conserver:  ce  qu’on  reconnaîtra  ai- 
sément, puisque  l’une  des  dérivées  auxquelles  on  sera  conduit 
deviendra  infinie.  Alors  il  faudra  changer  x en  a -f-  h dans  P 
et  Q , et  effectuer  les  développemens  (n°  738),  en  se  bornant  au 

i*r  terme  de  chacun.  On  aura  — = — *■— , m ou  n étant 


fractionnaire  ou  négatif.  On  divisera  les  deux  termes  par  la 
puissance  la  plus  basse  de  h,  et  l’on  fera  fi  — o.  Si  m=  n,  on  » 
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A 

la  valeur  finie  ^ ; la  proposée  est  nulle  ou  infinie , suivant  que 
m est  > ou  <[  ni 

j 

I.  Soit (x* — x = a donne  §,  et  il  est  inutile  de  re- 

ï 

(x  — a y 

courir  aux  dérivées  des  deux  termes,  puisqu’elles  deviennent  in- 
finies (n°  739,  20.).  Faisant  x=«-f**>  on  trouve  pour  fi  = o, 

(2 ah  + h'y  _ {ia  + hy  _ | 

A‘  1 

II.  — 77~r— — ~ devient  | pour  x—a\  faisons 

' VV — aj 

x = a -f-  A ; nous  avons 

(a  -f-  fi)»  — a » -f-  A»  __  A»  -f-  -’a~*fi  + • • ■ 

(aafi-f-fi1)»  A^aa-f-fi)* 


V'C*®)» 

en  développant  par  la  formule  du  binôme,  divisant  haut  et  bas 

a 

par  h »,  et  faisant  ensuite  h=xo. 

III.  Pour  x — c dans  ~ — — V on 

V/ac — 1/  (x-j-c)-f-  \/(x — c) 

mettra  c-^-h.  pour  x ; on  pourra  même  employer  la  formule  de 
Taylor  à la  recherche  des  termes  provenus  de  (x — c)[/(x — b ) 
et  ÿ{x  -f-  c) , pour  lesquels  felle  n’est  pas  fautive  ( n°  739)  ; on 
fiy/(c— fi)4- ... 

aUra  vh  _ ifi(  2C  )-t+  . , . '•  divisant  Par  et  faisant  en- 

suite  A = o , on  trouve  1 pour  la  valeur  cherchée. 


IV. 


(x1 — a*)»-{-x — a fi  •+■  (aafi)» . . . , 


, en  changeant  x 


(1  +x — a)s — 1 3A-f-3fi\ ... 

en  a -f-  fi,  et  développant;  divisant  ensuite  haut  et  bas  par  fi, 
et  faisant  fi=o,  on  a j pour  valeur  de  la  proposée  quand  x—a. 

756.  Lorsque  xz=a  donne  à un  produit  P X Q la  forme 
o X « , on  met  pour  Q une  valeur  ~ , telle  que  R soit  nul 
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pour  x — a ; alors  on  a la  fraction  — qui  devient  Par  ex . , 
j-  = (i — x ).  tang  (-jw*),  est  dans  ce  cas  quand  x=  i ; comme 


-,en  traitant  cette  fraction 


i i — x 

tang  = — -,on  a f—  — — : 

" cot  cot(j*a:) 

par  les  règles  prescrites. 

Quand  devient  — , P et  O ont  la  forme  4;,  R devenant 
Q co  v R’ 

nul  pour  x = a ; ainsi  la  proposée  rentre  dans  le  cas  de  f . 

Soit  par  ex. , P=  tang  (J.^) , et  Q = ; la  frac- 

tion ^ devient  ^ lorsque  x-a-,  mais  elle  se  change  en 


P a{x' — a1) 


ou 


2 aa 


4« 


Enfin , si  l’on  a oo  — oo  pour  x=a , on  transformera  l’expres- 
sion en  — -q,P  et  Q étant  nuis, ou  —jjqP>  q«*  rentre  dans 

ce  qu’on  vient  de  dire.  C’est  ainsi  que  x tang  x — i»  séc  x , 
dans  le  cas  où  ar=c)o0,  devient 

xsinx — J w „ , arcosx+sinx 

: — = | , d ou : = — i . 

cos  x — sin  x 


Des  Maxiina  et  Minima. 

•757 . Lorsqu’en  attribuant  à x différentes  Valeurs  successives 
dans  une  fonction  jr=fx,c lie  croît  d’abord  pour  diminuer 
ensuite,  on  donne  le  nom  de  maximum  à l’état  de  la  fonction 
qui  sépare  les  accroisseinens  des  décroissemens  ; et  si  fx  di* 
minue d’abord  pour  croître  ensuite  , le  minimum  est  la  valeur 
qui  sépare  ces  deux  états.  On  dit  donc  qu’une  fonction  fx  est 
rendue  un  maximum  ou  un  minimum/?#;'  la  supposition  de  x=a, 
lorsqu’elle  est  plus  grande  (fans  le  Ier  cas,  et  plus  petite  dans  le 
T.  II.  • 25  . 
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a*,  que  les  valeurs  qu’elle  aurait  en  prenant  pour  x deux  nom- 
bres, l’un  a , l’autre  < a , immédiatement. 

Ainsi,  pour  juger  si  fa  est  un  maximum  ou  un  minimum , 
il  faut  que  f{a  + h)  et  f(a — h)  soient  tous  deux  ~j>fa , ou  tou» 
deux  <Cfa,  quelque  petit  que  soit  h.  Mais 

f(a±h)  —fa  ± hf'a  -}-  ’^f'a  ± etc. 

Dans  ces  développemens , on  pourra  toujours  prendre  h assez 
petit  pour  que  le  ternie  hfa  l’emporte  sur  la  somme  de  ceux 
qui  le  suivent  ( n°  74 0»  en  sorte  que  le  signe  de  hf  a sera 
celui  de  toute  la  suite  à partir  de  ce  ternie.  On  aura  donc 
f(a±.h)—fadz3-h-,  fa  ne  pouvant  pas  être  compris- entre  ces 
deux  valeurs,  n’est  ni  maximum  ni  minimum  : ainsi , il  faut  que 
fa  = o.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x , qui  sont  seules  capables 
de  rendre  fx  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut  donc  ré- 
soudre l’équation  y'  = fx  •-=  o. 

Alors  nos  de'veloppemens  sont 

j\azth)  =fa  -f-  a hfa  db  \ hfa+. . . 

* 

Si  fa  est  positif,  on  voit  que  f(a  ±h)—fa-\-ah'>  ; d’où  il  suit 
qu’il  y a minimum;  on  a un  maximum  quand  fa  est  négatif. 

Mais  si  fa  = o , 

fa  ±L  h)  —fa  ± ’ hfa  +^hf"a±.  ., 

et  l’on  retombe  sur  un  développement  semblable  à celui  du 
Ie'  cas,  d’où  il  résulte  qu’il  n’y  a ni  maximum,  ni  minimum, 
quand  f a n’est  pas  nul  : et  si  fma=o,  f "a  est  négatif  pour  le 
i'f  de  ces  états,  et  positif  pour  le  2e;  et  ainsi  de  suiteï 

Après  avoir  trouvé  les  racines  de  l’équation  f x = o , on 
substituera  chacune  dans  fx , f'"x . . . , jusqu’à  la  première 
dérivée  qui  n’est  pas  nulle  : la  racine  a correspondra  à un 
maximum  si  celle  dérivée  est  de  signe  contraire  à celui  de 
fa , et  ù un  minimum  si  les  signes  sont  les  memes  ; mais 
. il  faut  que  cette  dérivée  soit  d’ordre  pair,  car  sans  cela  la 
racine  a ne  répondrait  ni  à un  maximum,  ni  à un  minimum. 
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758.  Présentons  quelques  exemples. 

I.  Pour  v/  (?px),  on  a y = . ceUe  quantité  ne 

pouvant  être  rendue  nulle,  la  fonction  {/  (ipx)  n’est  suscep- 
tible, ni  de  maximum,  ni  de  minimum. 

U.j=b—  (. r— o)*  donne y=—2(x  — a)=:o, d’où x=a, 

J""— — 2;  ainsi  x — a donne  le  maximum  y = b , puisque  y 
est  négatif;  c’est  ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 

T ~b-\-  (x — a y a au  contraire  un  minimum. 

En  général  y'=X  (x—a)"é~  6 donne  x=za, 

J ==[X'  (•* — a)+nA'J  ( x — a)"—,,y=:etc. 

Il  sera  facile  de  voir  que  x — a donne  un  maximum  ou  un 
minimum , suivant  que  X devient  par  là  négatif  où  positif, 
pourvu  que  n soit  impair. 

III.  Soit  jr  = ; on  en  tire  ( nM  706  et  705) , 

jf—  '~x'  ’+’y  d+g’) 

(I  + ‘ïl)'’  (i-j-‘x‘)*  ’ 

r —o  donne  a*ii;  mais  alors  r=-f-  - et  »»— . 

",  , J » 1 J hîi 

donc  x=  1 répond  au  maximum  ± ; et  j au  mini- 

mum—'--, ou  plu  tôt  au  maximum  négatif,  puisque  nous  sommes 
convenus  de  regarder  les  quantités  comme  plus  petites  quand 
elles  sont  plus  avancées  vers  l’infini  négatif. 

IV.  Pour  y — imxy  -f  x“  = on  trouve  (n°*  724  et  7o5) 

,_jny—x  __  am/  — 1 

JT  ne  • ’ j — nu  

y — o donne  mj-=  x ; éliminant  x etj-  à l’aide  de  la  proposée, 
on  trouve 


± ma 


X (1 — \/(t — m’) 

on  a donc  un  maximum  et  un  minimum. 


v"  _ 

* y — 


ay  (1  — m*;  ’ 

. \ 

a5.. 
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V.  Pareillement  xs — 3axy+y*  = o donne 

' r>—  v—  **  r._  — . .. 

JT7  — ox'  J . y — ax  *■*•» 

on  voit  que  x = o répond  an  minimum y=o,et  x=  a j/2  au 
maximum  y = aV^  i.f'oy.  p.  461  etfig.  47.) 

VI.  Partager  un  nombre  a en  deux  parties,  de  sorte  que  le 
produit  de  la  puissance  m de  l’une,  par  la  puissance  « de 
l’autre, soit  le  plus  grand  possible.  En  prenant  x pour  l’une  des 
parties,  il  faudra  rendre  un  maximum  la  quantité  ’ 

y = x-(a  — *)■; 

d’oùy=x— 1 (a  — *}»~*  [ma — xfm.-f-n)], 

y"  = xm-’  (a—x)’~’  [(m  + n— 1)  (m 4.  n)x‘~ etc.]: 

J 

j'= o donne  x — o,  x = a et  x — ~^a  ■ ; cette  dernière 

m 4-  n 

. ' • • , . fa  \m+» 

racine  convient  au  maximum  qui  est  m”n*  ( ] • les 

\m  + n) 

* • , * / 

deux  autres  répondent  à des  minima  quand  m et  n sont  pairs. 

Pour  partager  un  nombre  a en  deux  parties  dont  le  pro- 
duit soit  le  plus  grand  possible,  il  faut  en  prendre  la  moitié 
( n°  97,  3°.),  C’est  ce  qu’on  voit  quand  m=n=  t. 

VII.  Quel  est  le  nombre  x dont  la  racine  x‘  est  un  maximum? 
On  a (n°  720)  < 


y=  Ÿx,y—y. 


1 — \x 

x ’ 


= 0 et  lx  = l; 


le  nombre  cherché  est  donc  la  base  des  logarithmes  népériens , 
ou  x = e=a, 71828. . . 

VIH.  De  toutes  les  fraclious  quelle  est  celle  qui  surpasse  sa 
, puissance  m*  du  plus  grand  nombre  possible  ? Soit  x cette  frac- 
tion ; On  a y=z  x — x™, 

m — 1 

: y = ï — wt"'1  = o , d’où  x = • . 

V m 
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IX.  De  toutes  les  cordes  supplémentaires  d’une  ellipse, 
quelles. sont  celles  qui  forment  le  plus  grand  angle?  En  dési- 
gnant par  a et  ?»  les  demi-axes,  « la  tangente  de  l’angle  que  l'une 
de  ces  cordes  fait  avec  les  x , l’angle  des  cordes  ( n°  4°9)  a pour 


a%a*  -4-  A* 

tangente  ^ ; c’est  cette  quantité  qu’il  s’agit  de  rendre 

un  maximum  par  une  valeur  convenable  de  a. , ou- plutôt  (en 
négligeant  le  diviseur  constant  a*  — b1)  * 


b',,,  b 4 _^b 

Jx=a'a+—,  d OU  J'  ifl1-  — =0,  a=dt  - 


donc  les  cordes  dont  il  s’agit  sont  dirigées  à l’une  des  extrémités 
du  petit  axe  s leurs  parallèles,  menées  par  le  centre,  sont  les 
diamètres  conjugués  qui  forment  le  plus  grand  angle  possible  : 
ces  diamètres  sont  égaux.  ( Voy.  p.  452  du  1er  vol.) 

t 

X.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base  a,  et 
Jsopërimètres,  c.-à-d.  de  même  contour  ip , quel  esteelui  dont 
l’aire  est  la  pins  grande  ? On  a (n°  3i8,  III  ) 

jr'=p(p—a)  {p  — x)  (a  + x—p), 

eu  désignant  l’àire  par  y,  et  l’un  des  côtés  inconnus  par  x ; car- 
ie 3e côté  est  2 p — a — x.  Pour  rendre^*  un  maximum,  pre- 
nons les  log.  et  la  dérivée,  nous  aurons 


+■  = 0 > d’où  2X = w - a '• 


ainsi  le  triangle  cherché  est  isoscèle. 

En  général,  de  tous  les  polygones  isopérimètres,  celui  dont 
l’aire  est  la  plus  grande  est  équilatéral  ; car  soit  ABCDE  (fig.  4 1) 
le  polynôme  maximum,  si  AB  n’est  pas=  BC,  faisons  le  trian- 
t gle  isoscèle  A1C,  tel  que  AI-\- 1 C=x  AB BC\  nous  aurons  le 
triangle  AIC~y>  ABC , d’où  AICDE^>  ABCDE , ce  qui  est 
contraire  à l’hypotlrèse. 

XI.  Sur  une  base  donnée  AC  = a ( Gg.  4a),  quel  est  le  plus 
petit  des  triangles  circonscrits  au  cercle  OF1  Soit  le  rayon 
OF—r , AF=AD=x,  le  périmètre  2 p,CF  sera  =CE=a—x  ; 
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BE=BD  sera  — p — a.  Les  trois  côtes  étant  a,  p — x et 
p — a -J-  x,  on  a pour  l’aire  y du  triangle  (n°  3i8,  III  ) 


y%  =px{p—  a)  (a— x), 
d’où  yr*—  x{y — ar)  (a  — x)  ; 

à cause  de  y=pr  (n°  3i8,  IV)  : prenant  la  dérive'e,  et  faisant 
y=o,  on  trouvera  (y — ar)  (a— -2x)  = oj  d’oùx  = la; 
F est  le  milieu  de  AC  ; les  deux  autres  côtés  sont  égaux , et  le 
triangle  est  isoscèle. 


XII.  Sur  les  côtés  d’un  carré  A B CD  (fig.  35),  prenons  les 
parties  égales  quelconques  Aa,Bb ,Cc,Dd;  la  figure  abcd  sera 
un  carré;  car,  i°.  aB=bC. . .,  le  triangle  dAa=aBb=t.  .. , 
d’où  ab=zbc  = cd=ad ; 2°.  a est  le  sommet  de  deux  angles 
compléinens,et  de  l’angle  dab  ; donc  celui-ci  est  droit  ; de  même 
pour  l'angle  abc  ,■  etc. . . . 

Cela  posé,  de  tous  les  carres  inscrits  dans  un  carré  donné, 
on  demande  quel  est  le  plus  petit?  Soit  AB — a,  Aa  — x , 
d’où  aBz=.a — x;  puis  le  triangle  Aad  donne 

ad‘=  2X*  — aax-f-a’,  4^  — 2a  = o; 


donc  x=>  4 d;  ainsi  le  point  a est  au  milieu  de  AB. 

XIII.  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  égaux  à un  cube 
donné  a’,  et  dont  la  ligne  b est  une  arête,  quel  est  celui  dont  la 
surface  est  la  plus  petite  ? Soient  x et  x les  autres  arêtes , bxz  sera 
le  volume  = a3:  donc,  les  dimensions  du  parallélépipède  sont 

(£  CL*  C&  * 

b.x  et  — ; vi  bx  et  — sont  donc  les  aires  des  faces  ; le  dou- 
bx  b1  x 

ble  de  leur  somme  est  l’aire  totale, 


2 a3  . 2 o3  , 2 a1  /a3 

y=1-+2bx+-r,y=2b-  — =o,x=  y/ 

( loue  les  deux  autres  dimensions  x et  2 doivent  être  égales. 

Si  lé  côté  b n’est  pas  donné,  x étant  toujours  l’un  d'eux,  les 

/ Q?  * . 1 

autres  doivent  être  * / — +4  \Za^x  est  donc  l’aire  totale, 


MAXIM  A HT  MINIMA. 


Sgi 

le  cube  proposé  est  donc  le  parallélépipède  rectangle  de  moindre 
surface. 


■j 5g.  Lorsqu'on  veut  appliquer  cette  théorie  aux  courbes, on 
forme  (n“  724)  la  dérivée  de  leur  équ.  les  racines  réelles  de  x 
et  y , qui  satisfont  à la  proposée  et  à sa  dérivée,. s’obtiennent 
par  l’élimination  ; elles  peuvent  seules  répondre  à des  maxinia 
ou  minima  d’ordonnées.  On  prendra  la  dérivée  du  a®  ordre , 
et  faisant  y = o,puis  mettant  pour  x et  y l’une  des  couples  de 
racines  obtenues , si  x = Aj>  et  y—pO  (fi  g.  t)  rendent  y"  né- 
' galif,  le  point  O sera  un  maximum  : si  les  coordonnées  Ap“, 
p“o * rendent  y"  positif,  0“  sera  au  contraire  un  minimum. 

Quand  les  développemens  Aef(a  ± h)  sont  fautifs  dans  les 
termes  auxquels  ou  est  forcé  de  recourir  pour  reconnaître  les 
maxima  ou  minima,  il  faut  cliercber  ces  développemens  tels 
qu’ils  doivent  être  (n°  738), et  voir  s’ils  sont  en  effet  l'un  et 

5 

l’autre  > ou  <^fa.  Ainsi  y = b-\-  {x  — o)s  doune 


y — j » y—  ^'ix—ay-i , 


y'=o  donne  x=a,qui  rend  y"  = oo;  ainsi  la  formule  de 
Taylor  est  fautive.  Mau/fart  h)  — b ±;  /J,  donc  il  n’y  a ni 

4 

maximum  ni  minimum.  Au  contraire  de  y—b-\-(x — c)J , on 
tire 

/(a  + A)  = 5 + Aï  ==/(?“*); 

donc  x — a et  y—  b répondent  à un  minimum.  On  aurait  un 

’ A s 

maximum  pour  y=b  — ( x — a)*. 


760.  Quant  aux  fonctions  de  deux  variables,  z—  f(,x,y)y 
imitons  les  raisonnemens  du  n°  767.  Changeons  x en  x-f-  li,  et 
J eu  y + * et  développons  comme  n®  743  j en  faisant  k — <th , 
nous  aurons 


Z = 


dz\  A1  /d’z 

d y)  2 Vdx1 


-f-  2 a 


d’z 

d/dx 


\ 
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1 


dz 

et  t-  — o. 
cLr 
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Or,  pour  qu’on  ait  toujours  Z<^z,ou  Z>  z,  quelque  petits 
que  soient  h et  k,  il  faut  que  le  second  ternie  soit  nul  indé- 
pendamment de  «,  d’où  ! 

dz 

4r“ 

« ® 

mais  en  outre,  le  terme  suivant  doit  être  positif  dans  le  cas  du 
thinimum,  et  négatif  pour  le  maximum.  On  éliminera  doncx  et 
j^untre  les  équ.  (1),  et  leurs  racines  pourront  seules  convenir  au 
but  proposé  : il  faudra  substituer  ces  racines  dans  le  terme  sui- 
vant ~ • *)>  <lu*  devra  être  perpétuellement  de  même 

signe, quelque  valeur  qu’on  attribue  à «,et  quel  qu’en  soit  le 
signe.  Or,  une  quantité  A -f-  i*B  -f-  CWa  ne  peut  conserver  son 
signe  quel  que  soit  «,à  moins  que  ses  facteurs  ne  soient  ima- 
ginaires (n°  i3g,  g'.),  ce  qui  exige  que  AC  — B%  soit  > 0.  Il 
faut  donc  qu’on  ait  • 


d'z  ePz  ( d*z 

dï''dr~\te5x)>> 


(>)• 


^ [ et  devront  donc  être  de  même  signe  : s’il  est  négatif, 

pour  k — o , ou  et ~ o , notre  trinôme  devenant  c.-à-d. 

négatif  ,1c  trinôme  conserve  toujours  ce  signe  ; il  y a donc  maxi- 

. . , d’z  daz  . ..  _ 

mum ; il  y a minimum  quand  ^ et  sont  positifs.  Et  si 

la  condition  (a)  n’est 'pas  remplie,  il  n’y  a ni  maximum,  ni 
minimum. 

Quand  le#  racines  des  équ.  (1)  rendent  nuis  les  termes  de 
notre  trinôme,  il  faut  recourir  au  4*  terme  du  développement 
qui  doit  aussi  être  nul, puis  au  5*,  et  ainsi  de  suite. 

761.  Quelle  est,  par  ex. , lli  plus  courte  distance  entre  deux 
droites  données?  Nous  prendrons  l’une  de  ces  lignes  pour  axe 
des  x,et  l’autre  aura  pour  équation 

zsau-r  + jt,  yxzbx  -f-  0. 
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Prenons  sur  lai"  un  point,  dont  a/  soit  l’abscisse  : sa  distance 
à ud  point  quelconque  de  la  seconde  sera  R .savoir  (n°  654  ) 

= :0*+.r’  + z\ 

ou  R'=fx—  x')*-f  (.l>x+fiy  + (ax  + *)'. 

Désignons  ce  2e  membre  par  t,nous  aurons 

2^=2  (x— X')  + 2(bx-f-/3)b  ■+■  2 (ax-f-a)  a=so, 

/ J.  ./*»**. 

TT/  =—  2 (*— x')  = o;  d’où  x=x'=s=  — + 

u t . a‘  - j-  b*  ' 

Puisque  x=x',  la  ligne  cherchée  est  perpend.  à l’axe  des  x, 
et  par  conséquent  elle  1 est  aussi  a la  ua  droite  qu’on  aurait  pu 
prendre  pour  cet  axe  s c’est  ce  qu’on  sait  déjà  (n°  274).  Du 
reste 

la  condition  (2)  est  satisfaite,  puisque  4 (a*  -J-ù1)  > o ; il  y a 

minimum.  La  longueur  de  la  ligne  cherchée  est  R = - aP~b* 

L equ.  de  sa  projection  sur  le  plan  jrz  étant  y=Az,  comme 
elle  passe  par  un  point  {x,y,z)  de  la  2*  droite, 

A*=z  r-  = _ _ a 

. z ax-\-tt  b' 

donc  ces  lignes  satisfont  à la  condition  (n°  673, 6*.), et  sont  per- 
pend.  entre  elles  ; ce  qu’on  avait  déjà  prouvé. 


Méthode  des  Tangentes. 

762.  Soit  proposé  de  mener  une  tangente  TM  (fig.  40)  au 
point  M(x,jr)  de  la  courbe  BMM\ dont  l’équation  est  donnée 
y =fx  s celle  de  la  droite  TMH  est  , . . , * 

Y—jr=  tang«(X— x),  ■ } 
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X et  Y étaut  les  coordonne'es  variables  de  la  droite,  x et  y 
celles  du  point  de  contact  M,  » l’angle  11  a été  prouvé, 
n°  Gg5,  que  la  dérivée  y'=/'a rest  la  tangente  de  l’angle  7’, 
la  limite  du  rapport  des  accroisseuicus  MQ  et  M'Q  des  coor- 
données xety.  C’est  même  sur  ce  principe  que  nous  avons  établi 
l'existence  des  dérivées  (tour  toute  fonction  de  x,  et  par  suite 
le  Calcul  différentiel  entier.  Donc  (n“  346) 

y 


tang  *=y , cos<*  = 


W+yy  sma_i/(i  +y> 

Y-J=y  (A-x). 

i°.  La  normale  MN  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  ( n°  3^0) 
dont  la  tangente  est  — — ; son  équation  est  donc 

y 

y(Y—jr)  + X — x = o. 

*°.  En  faisant  Y = o,  on  a les  abscisses  AT,  AN,  des  pieds 
de  la  tangente  et  de  la  normale  ; d’où  l’on  tire  x — A, ou 

y 

sous-tangente  TP  — — , sous-normale  PN= yy  . 

Lorsque  ces  valeurs  ont  un  signe  négatif,  cela  indique  que  ces 
lignes  tombent  en  sens  opposé  à celui  de  notre  ligure  ; il  suffit 
alors  d’examiner  si  c’est  y ou  y qui  est  négatif,  pour  reconnaître 
la  situation  de  ces  lignes.  ( Voy . n°  33g.  ) 

3J.  Les  hypoténuses  TM  et  MN  donnent  les  longueurs 


tangente  TM  = l/(i-f -y'‘), 

J ■-  ' 

normale  MN—y  y/(i  i 

4°.  En  appliquant  le  raisonnement  ci-dessus  ( voyez  n“  420) 
au  cas  où  l’angle  des  coordonnées  est  quelconque, on  trouvera 
que  l’équation  de  la  tangente  et  la  valeur  de  la  sous-tangente 
restent  les  mêmes. 

763.  Voici  quelques  exemples  de  ces  formules  : , 

I.  Dans- la  parabole  y%=  2/*r,  d’od  yy  z=p,—,  =*.t;  la 
normale  MN=y(,*px+pt)  (u?  4°4)- 
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II.  Pour  l’ellipse  et  l'hyperbole  a‘y'Jib,x,z=Jza'‘bt  ; d’où 

b'x 

y ==+  ; on  tire  de  là  les  sous-tangentes,  etc.  {Voy.  n°’4o8 

^ J 

et  4«4  ) l>ar  ex.,  on  trouve  ppur  la  longueur  de  la  normale, 
en  faisant  c*  = a’ 

y b[/32(a'— c'x7) 

a* 

y T713C 

III.  Pour  l'équ.  ym=x"am~ ",  on  trouve  y,  = La  pa- 
rabole eu  est  un  cas  particulier  : c’est  ce  qui  a fait  donner  aux 
courbes  renfermées  dans  cette  équ.  le  nom  de  paraboles,  m 
et  n étant  positifs.  yz=  a'x  s'appelle  la  première  parabole  cu- 
bique; y'=ax'  est  la  seconde. 

De  même,  on  donne  le  nom  d 'hyperboles  aux  courbes  dont 

, , , y mx 

lequ.  est  x*ym—am+m  ; leur  sous-tangente  est  J?  — — ; 

elle  est  la  même, prise  en  signe  contraire, que  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

IV.  Pour  la  courbe  dont  l'équ.  est  x 3 3 axjr  + y*  — o, 

on  a * -, 

, ajr' — x'  r5 — axy 

y — — , sous-tangente  = . etc. 

y'  — ax  ° qy — x1  ‘ 

V.  Dans  la  logarithmique  (n°  (fief) , y sqz  a?  donne 

^7=j—  ; la  sous-tangente  est  égale  au  module  (n°  6a5). 

VI.  Soient  AP  — x,  PM— y,  MQ  — z=ÿ  (iry — y7) 
(fig.  43),  l’équ.  de  la  cyclo'ide  AMF  est  x=arc  (sin  = z) — z, 
(n1*  47a)  ; l’arc  est  ici  pris  dans  le  cercle  générateur  MGD , dont 
le  rayon  = r.  La  dérivée  est  donc  (n°  723) 

(r—r)  y' 

V^rï—y‘) 


— z , équ.  où  z'  : 


V(  r*  — z*) 

Donc, chassant  z et  z\  la  cycloïdc  a pour  équation  dérivée 

jj  = V (açr  — j') , ou  J —\J (y~~)  1 

l’origine  étant  au  point  de  rebroussement  A. 
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Pour  mener  uue  tangente  TM,  on  remarquera  que 
sous-normale=^'>7/=  \/(  iry — y,)~z=MÇ). 

Ainsi, la  ligne  MD  mene’e  au  point  de  contact  D du  cercle  gé- 
nérateur avec  l’axe  AE,e st  la  normale.  La  corde  MD  en  est  la 
longueur;  on  obtient,  en  effet,  y[/(i  +y'’)  = y/(2ry).  La 
corde  supplémentaire  MG  est  la  tangente.  On  voit  donc  que 
pour  mener  une  tang.  en  M , on  décrira  MN  parallèle  à l’axe 
^l£,puis  la  cordc  K F,  et  enlin  MG  parallèle  in  KF. 

Si  l’origine  est  située  au  point  le  plus  élevé  F,  en  sorte  qu’011 

prenne  FS=x,  SM— y,  l’équation  de  la  cycloïde  est 

x = arc  (sin=z)  -J-  z (n°  47a)  ; la  dérivée  est 

y=  \/ 

On  aurait  aussi  trouvé  cette  équ.  en  transportant  l’origine  en  F 
(changeant  x en  wr — x,et  y en  21 — y). 

<j64-  On  peut  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  rela- 
tifs aux  tangentes,  tels  que  de  les  tracer  par  un  point  extérieur» 
ou  parallèleinentîune  droite  donnée , ou  etc.  ( V . n°*  4°7  et  4 1 3.)  - 
Cherchons, par  ex., l’angle  fi  formé  par  la  tang.  TM  (fig.  4 4)». 
et  le  rayon  vecteur  AM  mené  de  l’origine  au  point  de  contact 
M(x,y).  L’angle  0 que  ce  rayon  vecteur faitavec  les  x est  donné 


par  tang  0 =*2-  ; d'ailleurs  tang  <t  —y'-,  donc 

» 

tang  (a—  0)  ou  tang0=^p^. 

» 

Dans  les  applications,  il  faut  avoir  attention  au  signe  que  prend, 
cette  fraction. 

Pour  l’équ.  y'  + x’  = r*,  qui  appartient  au  cercle , on  trouve 
tang  /3  = oo,  ce  qui  est  d’ailleurs  évident. 

765.  Lorsqu’une  courbe  BM  ( fig.  44)  est  rapportée  à des 
coordonnées  polaires  AMx=  r,  MAP  = 0,  les  formules  pré- 
cédentes ne  peuvent  servir  qu’autant  qu’on  traduit  préalable- 
ment l’équ.  r==/Ô  de  la  courbe, eu  x et  y,à  l’aide  des  relations 
(n*  385) 

x=rcos0,  j-=rsinfl,  xi-\-y,=rt. 


D« 


JbvG 


METHODE  DES  TANGENTES.  3q7 

Transformons,  au  contraire,  en  r et  0 les  formules  de  tang.  ,etc. 
Prenons  donc  0 pour  variable  indépendante  au  lieu  de  a:;  et  ce 
calcul,  qu’on  a déjà  fait  page  355,  donne 

. i yn  iu ' ■)  r 

tang  /3  = 

766.  On  pourrait  de  même  traduire  en  r,  / et  ô les  valeurs 

* r , 

yj , -—r , etc.  ; mais,  à cause  de  leur  complication , on  préfère 

& 

le  procédé  suivant.  On  nomme  sous-tangente  la  longueur  de  la 
partie  AT,  prise  sur  la  perpend.  à AM  ; le  Mfijit  T étant  ainsi 
déterminé,  la  tangente  TM  s’ensuit.  Or,  le  triangle  T AM 

donne  AT=  AM  tang.  /S,  Ou 

' 1 

r* 

sous-tang  = AT—  -y . • 
r 

Pour  la  spirale  d’Archimède  (n°  473,  Cg.  45),  on  a 
a6  r*  r 

’ r = — * 7 = 6r>  7= 

a t / r 

Ainsi  la  sous-tangente  AT  est  égale  eu  longueur  à l’arc  de  cercle 
décrit  du  rayon  r,  et  qui  mesure  l’angle  MAx=Q.  Quant 

à l’angle  Æ,  il  croît  sans  cesse  avec  l’arc  0 ; et  comme  ce  n’est 
qu’après  une  infiuilé  de  révolutions  du  rayon  vecteur  que 
6 devient  infini, l’angle  droit  est  la  limite  de  /3. 

Dans  la  spirale  hyperbolique  (n°  474) 

r=#  j,  sous-tang  = — a,  tang(S  = — fl; 

la  sous-tangente  est  constante  ; l’asymptote  est  la  limite  de 
toutes  les  tangentes;  enfin,  l’angle  du  rayon  vecteur  avec  la 
tangente  est  obtus  et  décroît  à mesure  que  0 augmente.  ( Voyez 
dans  le  1"  volume, la  figure  287.) 

Pour  la  spirale  logarithmique  (u°  474) 

r—  a$,  tangj3=jj-,  sous-tang  = ^. 


la’ 
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La  courbe  coupe  tous  ses  rayons  vecteurs  sous  le  même  angle, 
qui  est  de 45®,  quand  a est  la  base  des  log.  népériens  : la  sous- 
tang.  croît  proportionnellement  au  rayon  vecteur. 


Des  Rectifications  et  Quadratures. 

767.  Lorsque  l’équ.  y~fx  d’une  courbe  BMM!  (fig.  40)  e%t 
donnée,  la  longueur  BM  — s d’un  arc  développé  est  déter- 
minée quand  ses  extrémités  B et  M sont  connues  : cherchons 
cette  longueur.  Pour  cela,  remarquons  que  B restant  fixe,  s 
varie  avec  le  pd^kt  M\  ainsi  j est  une  fonctionne  x — AP, 
qu'il  s’agit  de  trouver,  s=Fx.  Si  x croît  de  h=PP',  y croîtra 
de  M'Q=zk,e t s de  MM’ =.l;  donc  ,f 

y—fx  donne  f(x  -Jrh)z=y-\-ÿh-{-\y''h‘-\-.  . 
s =Fx,  F(x  + h)=zs  + sh +\s"h% 

d’où  k=yh+$y’h*+...,  l = s'h+{s'h'+...i 


corde  MM'  — \/ih'+k')=h\/(i+ÿ*+y  y"h+. . 
D’un  autre  côté,  la  tangente  MH  donne  (n°  76a) 

QH—y'ht  3fH=*i/(i+y'a),  M'H=-\y"h\ 

corde  MM' [/(i  +y  '+/ y"h  + . • •) 

donc  MH+MH'~  — 


Plus  h décroît, plus  ce  rapport  approche  de  l’unité  ; t est  donc 
aussi  la  limite  du  itr  membre;  et  puisque  l’arc  MM'  est  compris 
entre  sa  corde  et  la  ligne  brisée  MH-\-M'H , 1 esLaussi  la  li- 
mite du  rapport  de  la  corde  à l’arc, ou  de 


corde  . 

- ■ ‘ / . ï f.  f 

arc  '*•  • • 


_ Vl'+JP) 


/ = V/(i4*jr'a)  ou  ds=  \/(àx'  + ày*). 

Cette  fonnule  sert  i rectifier  tous  les  arcs  de  courbe.  On  y 
met  pour  y’  sa  valeur  fx,  tirée  de  l’équ.  donnée  y—fx  de 
la  courbe, et  l’on  obtient  la  dérivée  s'  de  l’équ.  s = Fx;  il  faut 
ensuite  intégrer  F'x,  c.-à-d.  remonter  de  cette  dc'rivce  à sa 
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fonction  primitive  Fx.  Nous  donnerons  bientôt  (n*84g)  les 
moyens  de  faire  ce  calcul. 

✓ 

L’équ.  du  cercle, dont  le  centre  est  à l’origine,  est 
jr'+x'ssr',  d’où  yy'+x=  o; 

s'=  — rES- ; 

v \ y)  y v (r’ — x‘  ) ’ 


c’est  la  dérivée  de  l’arc  de  cercle  s,  exprimée  en  fonction  de 
son  sinus  ou  cosinus  ( qui  est  x , voyez  n°  7 23).  Pour  rectifier 
l’arc  de  cercle,  il  faudrait  donc  intégrer  cette  fonction  (n® 

849,  ni). 

D’après  notre  valeur  de  V,  on  peut  simplifier  les  formules  de 
la  page  3g4;  qui  deviennent 


, dr 
tang  a.  —y  = £, 


cos  « = = 


da: 

d7’ 


dr’ 


Y s'  Y&s  , , rds 

tangente  = — ^-r—  , normale  rx.  rs  — ~ — . 

y Ay  - da: 

768.  Pour  obtenir  l’aire  BCPM  = 1 (fig.  40),  imitons  les 
raisonnemens  précédens;  nous  verrons  que  test  fonction  de  x, 
ou  t = çx;  que  les  accroissemens  k et  i de  l’ordonnée  et  de 
l’aire  pour  l’abscisse  * -f-  A, sont  * 

k—M'Q  =y'h  + . . .,  i^MPP'M'—{h+. . . 

' On  a rectangle  MPP'Q—yh,  LP  P'  M’=(y-\-k)h-,  l’unité est  la 

limite  de  leur  rapport  — ; , 1 est  donc  aussi  la  limite  du 
J + k 

rapport  entre  le  rectangle  MPP'Q=:yh  et  l’accroissement. . . 
MPP’M'  — i de  l’aire  t.  Ce  rapport  est 


r-rr — ; donc^==i,  ou  ixxy. 

Il  faudra  mettre  ici  fx  pour^-,  et  intégrer  l’équation  t'=Jx. 
Si  les  coordonnées  faisaient  l’angle  <1,  on  trouverait 
1'  =y  sin  «t.  , 
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769.  Cherchons  l’aire  AKM—r  (fig.  44),  comprise  entra' 
deux  rayons  vecteurs  AM,  AK,  dont  le  dernier  demeure  fixe,  * 
l’autre  variant  avec  M.  On  a l’aire  AKM  ou 

t — ABMK  — ABM, 

mais 

ABM— ABCD  + DCMP  — AMP=ABCD  + t—{xji 
donc  t — ABM  K — ABCD  — t -f-  -}xf. 

Or , la  variation  du  point  M ne  change  pas  les  points  B , C et 
K : prenant  la  dérivée , en  regardant  ABM  K et  ABCD  comme 
constans , 

r '=_<’+ 1 (xf+jr)  — 1 (Xy  _j,). 

Traduisons  les  valeurs  de  /,  f et  r en  coordonnées  polaires/  r 

r'  y'  r' 

et, 6;  en  mettant  g,  , - , pour  f',  y et  / (n°  729), 

la  variable  principale  est  devenue  quelconque  ; pour  quelle 
soit  »,  il  suffit  de  mettre  ici,  pour  x,  y,  x'  et  y.  les  valeurs 
du  n°  730,  et  il  viendra 

, T=ir\ 

qui  sont  les  formules  des  rectifications  et  des  quadratures  de 
courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires,  l’équ.  étant 
r=/8  : on  aurait  d’ailleurs  pu  les  obtenir  directement  par  la 
méthode  des  limites. 

i » 

. Des  Osculations. 

770.  Si  l’on  prend  un  point  M ( fig.  46)  sur  une  courbe  BMZ, 
et  qu’on  mène  une  tangente  TM  et  une  normale  MN;  puis, 
des  différens  centres  a,  b...  pris  sur  la  normale  , si  l’on  décrit 
des  cercles  qui  passent  en  M,  TM  sera  leur  tangente  commune. 

Or,  il  est  clair  que,  par  la  disposition  de  ces  cercles,  les  uns 
sont  en  dedans,  les  autres  en  dehors  de  la  courbe;  en  sorte 
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qu’il  en  est  un  qui  approche  plus  que  tout  autre  de  la  courbe 
BMZ , de  part  et  d’autee  du  point  M.  C’est  ce  qu’on  nomme 
le  Cercle  oscillateur  ; son  centre  D et  son  rayon  DM  sont 
appelés  Centre  et  Rayon  de  courbure  ; et  comme  en  changeant 
le  point  M y le  cercle  change  aussi  de  centre  et  de  rayon,  on 
nomme  Développée  la  courbe  JOD,  qui  passe  par  tous  les 
centres  de  courbure  : la  ligne  donnée  BMZ  est  la  Dévelop- 
pante de  JOD. 

Pour  trouver  le  cercle  osculateur  d’une  courbe,  en  un  point 
donné  M,  il  faudra  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  le 
déterminent  t généralisons  ces  considérations.  Concevons  deux 
courbes  qui  se  coupent;  leurs  équ.  y—fx,  Y=xFX  donnent 
y = Y pour  la  même  abscisse  x = X , qui  est  celle  du  point 
commun  : jusqu’ici  il  n’y  a qu’une  simple  intersection.  Com- 
parons le  cours  des  deux  lignes  de  part  et  d’autre  de  ce  point, 
et  pour  cela;  mettons  x -f-  h pour  x et  X , dansj-  et  Y ; les 
ordonnées  correspondantes  sont 

S+fh+  kS*  • • • , Y+Y’h+'~  Y’h'+ 

d’où  ï=h(y—Y')  4. iftqy'—r* 

pour  la  distance  entre  les  deux  points  de  nos  courbes  dont 
l’abscisse  est  x -f-  b : *1  faut  dans  Y' , Y" , remplacer  X par 
x.  Plus  i'  sera  petit  pour  une  valeur  donnée  de  h,  plus  les 
points  correspondons  seront  voisins  , de  sorte  que  le  degré  de 
rapprochement  de  nos  courbes  dépend  de  la  peti  tesse  de  ï,  dans 
une  étendue  déterminée  h.  < 

Or,  s’il  arrive  que  la  valeur  de  x,  pour  laquelle  y=  Y,  rend 
aussi  y'~Y’,  on  a 

»=  a*  o"— r ) A*ty— D+. . . ; 

et  nos  deux  courbes  approchent  plus  l’une  de  l’autre  que  ne  le 
ferait  Une  troisième  qui,  passant  par  le  même  point  (x,y),ne 
remplirait  pas  cette  même  condition.  Car,  soity=9$  l’équ.  de 
celle-ci,  la  distance  A,  entre  les  points  de  cette  courbe  et  de 
la  première,  qui  ont  pour  abscisse  x -f-  A,  est 

a = A (y'— y ) + i A*  (/  -y")  + . . . , 
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en  supposant  :px=fx,  pour  qu’elles  aient  le  point  commun 
(x,y).  Or,  les  valeurs  de  / et  A ont  la  forme 

t-=bh--{rciï  + .. A = Ah  -f  Dh'  + Ch\. 

d’où  A — S"—  Ah  -f-  ( B — b)  h'  + (C  — c ) h3  -f-  • • . . 

Si  donc  on  prend  h assez  petit  (n°  741)  pour  que  le  terme  Ah 
donne  son  signe  à cette  série,  A — 3 ayant  le  signe  de  A , on 
aura  A i'  pour  cette  valeur  de  h , et  pour  toutes  celles  qui 
sontmoindres,  quel  que  soit  le  signe  de  A.  Ainsi  la  courhej'=/<,.r 
approche  de  celle  y=zfx,  dans  toute  cette  étendue  h , et  de 
part  et  d’autre  du  poiut  commun  , plus  que  ne  le  fait  la  3* 
courbe  y = q>i,  quelle  qu’en  soit  la  nature. 

Si , outre y=Y\  on  a aussi  y“  ~Y",  ou  verra  de  même  que 
nos  deux  courbes  approchent  l’une  de  l’autre,  dans  les  points 
voisins  de  celui  qui  est  commun  , plus  qu’une  troisième  qui  ne 
remplirait  pas  ces  deux  conditions  , et  ainsi  de  suite.  Nous  di- 
rons de  deux  lignes  qu’elles  ont  un  Contact  ou  une  Osculation 
du  1"  ordre,  lorsqu’elles  satisfont  aux  conditions  jr—  Y,y'—Y‘; 
pour  la  même  abscisse  x De  mème  /==  Y, y'—  Y',  y"  — F" se- 
ront les  conditions  du  contact  du  2°  ordre , etc  ; et  il  est  dé- 
montré que  ces  deux  courbes  sont  plus  proches  l’une  de  l’autre 
vers  le  point  commun  , qu’une  3*  courbe,  à moins  que  celle-ci 
ne  forme  une  semblable  osculation. 

771.  Ces  principes  posés  , si  quelques-unes  des  constantes 
Ui,b,c....  que  renferment  les  équ.  y-=fx , Y — FX  des 

deux  courbes,  sont  arbitraires,  la  nature  de  ces  lignes  est  fixée, 
mais  leur  position  et  certaines  dimensions  ne  le  sont  pas.  On 
peut  donc  déterminer  n-J-i  decescunstantes  parun  nombre  égal 
de  conditions  ye=z  Y, y'  — Y’ ,y” —Y’ . . . . , et  les  courbés  aut 
ront  ainsi  un  contact  du  n‘  ordre  : elles  approcheront  plus  près 
l’une  del’autre  que  toute  autre  courbe  qui  ne  formerait  pas  une 
osculation  du  même  ordre. 

772.  Appliquons  ceci  à la  ligne  droite  î soit  y=~fx  l'équ.  don- 
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mie  d’une  courbe.  Prenons  une  droite  dont  la  situation  soit  in- 
déterminée-, nos  équ.  sont 

J=fx,  Y = aX  -f-  b , 

a et  Zi  étant  quelconques.  Si  l’on  pose  y — F et  y'=zV , ou 
y=ax  + b,  f = a, 

il  y aura  osculation  du  icr  ordre  ; la  droite  sera  tangedfte  : en 
effet,  pour  qu’une  autre  droite  approchât  plus  qu’elle  de  la 
courbe,  de  part  et  d’autre  du  point  commun  , il  faudrait  que 
celle-ci  remplît  les  mêmes  conditions  , c.-à-d.  qu’elle  eût  les 
mêmes  valeurs  pour  ses  constantes.  Ainsi,  y'  est  la  tangente 
de  l’angle  que  fait  notre  droite  avec  les  axes  ; éliminant  a et  b, 
l’équ.  de  la  tangente  est 


r-y^y  (x  -y, 


comme  n°  762.  On  tire  aisément  de  là  l’équ.  de  la  normale,  la 
valeur  de  la  sous-tangenle,  etc. 

•j’j'i.  Raisonnons  de  même  pour  le  cercle  : les  équ.  de  la 
courbe  donnée,  et  d’un  cercle  considéré  dans  une  situation 
quelconque,  sont 

y=fx,  ( Y-by+(X-a)'=R 

a et  b sont  les  coordonnées  du  centre,  R est  le  rayon.  Nous 
établirons  un  contact  du  2e  ordre  pour  déterminer  ces  trois 
constantes.  Les  dérivées  de  cette  dernière  équ.  sont 

(Y—b)r+x—a=:o,  (Y—  b)  r + r*+ 1=0; 

donc  (y  — b)2  -f-  (x  — ay  = Ri (1), 

(y—b)y'  + x — a=zo (2), 

{y  — b) y"  +y ‘4-1=0 (3). 

Tirant  y — b et  x — a des  deux  dernières, 


(i+y*) 

y ‘ 


x — a 


+/»),■ 


X 


2(3  . 
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la  i”  donne  ^ (*): 

On  a donc  ainsi  le  rayon  et  le  centre  de  courbure.  Tout  autre 
cercle  approchera  moins  de  notre  courbe  que  celui-ci , parce 
qu’il  devrait  remplir  les  mêmes  conditions,  c,-à-d.  coïncider 
avec  lui. 

« 

774.  voit  que,  *°-  tangente  à la  courbe  l’est  aussi  an 
cercle  osculateur,  puisque  y'  a la  même  valeur  pour  l’une  et 
l’autre. 

a“.  L’êqu.  de  la  normale  est  jr'  (F — ^-f-X — x-o-,  si  l’on 
y met  a et  b pour  X et  Y , elle  est  satisfaite,  puisqu’on  retrouve 
la  relation  (2),  qui  ne  suppose  qu’un  contact  du  1"  ordre  entre 
la  courbe  et  le  cercle  : donc  le  centre  de  courbure  est  sur  la 
normale , ainsi  que  le  centre  de  tout  cercle  qui  a la  même  tan- 
gente TM  (fig.  4^), 

3°.  Si  l’on  élimine  x ety  entre  Yétpi.  y=.fx  de  la  courbe,  ét 
celles  2 et  3 qui  déterminent  a et  b , on  aura  une  relation  entre 
les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  quel  que  soit  le  point  M-, 
ce  sera  donc  l'équ.  de  la  développée. 

4°.  Puisque  R,  a et  b sont  des  fonctions  de  x,  que  le  calcul 
détermine  aisément , si  on  les  substituait  dans  les'équ.  1 et  2, 
elles  seraient  identiques  : on  peut  donc  les  différentier  en  regar- 
dant fl,  a et  b comme  variables.  Opérons  d’abord  sur  l’équ.  (2); 
il  vient 

iy—l>)  y" + y%—b'y' —a'  -H— » j 
d’où  b' y’  -f-  a'  = o , 


(*)  La  valeur  de  il  doit  comporter  le  signe  rt  ; mais  comme  cette  expression 
n’a  de  sens  que  lorsqu’elle  est  positive  (n°  330),  on  devra  préférer  celui  de 
ces  deux  signes  qui  donnera  h la  valeur  de  R le  signe  -+•.  Si  y"  est  positif,  ce 
qui  arrive  lorsque  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  l’axe  des  x,  on  prendra 
le  signe  -f-  ; il  faudra  préférer  le  signe  — dans  le  cas  contraire.  (Vor.  n°  783.) 
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en  retranchant  de  (3)  : c’est,  comme  on  devait  s’y  attendre,  la 
dérivée  de  l’équ.  (a)  par  rapport  à a et  b seuls.  On  a donc 

— ~ = ^7  pour  la  tangente  de  L’angle  que  fait  la  normale  avec 

. l’axe  des  x.  Soit  b—$a  l’équ.  de  la  développée  ; sa  tangente  au 
point  (a,  b)  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  dont  la  tang.  trigo- 
db  b'  i ' . 

nometnque  est  — = — p-(n°  729),  puisque,  dans  notre 

calcul,  nous  avons  regardé  b et  a comme  des  fonctions  où  x est 
variable  principale.  Donc  la  normale  à la  développante  est  tan- 
gente à la  développée. 

5°.  Faisons  la  même  chose  pourl’équ.  (i) , c’est-à-dire  pre- 
nons-en  la  dérivée  en  faisant  tout  varier,  et  ôtons  le  résultat  de 
l’équ.  (2);  ou  plutôt  prenons  la  dérivée  de  (1)  relativement  à 
a,  b cl  11  seuls.  11  vient 

— {y  — b)  b'  — {x  — a)  al  — RK . 


Pour  eu  tirer  une  relation  qui  appartienne  à tous  les  poiuts  de 
la  développée , il  faut  éliminer  x et  y.  Mettons  donc  pour 

x — a et  y — b leurs  valeurs  tirées  de  (1)  et  (2)  ; après  y avoir 

1 

substitué  — jypour  y , on  trouve 


donc 


y—b  — 
a'‘R-\-b'*R 


y R a'R 

+ *•*)’ 

R b'R 

v(«  + y ‘)~  vv'+vÿ 


VW+V) 


■RR',  ou/i'=  i/(a’’  -f  b '•). 


Si  l’on  prend  a pour  variable  principale,  R'  = \/(i  -f-  b'1) 
est  la  dérivée  du  rayon  de  courbure  relativement  à a.  Mais  celle 
de  l’arc  j de  la  développée  est  aussi  s = \/{i  -|-  ô'")  (n°  767)  ; 
donc  R!  = s , équ.  qui  est  la  dérivée  de  R = « + A,  A étant 
une  constante  arbitraire  (n°  808). 

Pour  un4utre  arc  S de  développée,  le  rayon  de  courbure  est 
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S A , l’origine  fixe  de  cet  arç  e'tant  la  même  ; ainsi  s — S est 
|a  différence  des  deux  rayons.  Il  suit  de  là  que  si  O et  1)  (fig.  4 fi) 
sont  les  centres  de  courbure  des  points  B et  M , l’arc  OD  de  la 
développée  est  la  différence  des  rayons  de  courbure  B O,  MD. 
Donc,  si  l’on  cçurbe  un  fil  sur  la  développée.  OD,  et  si  on  le 
tçnd  suivant  BO,  en  le  déroulant  de  dessus  OD,  l'extrémité  H 
décrira  la  développante  BM  : c’est  sur  cette  propriété  qu’est 
fondée  la  dénomination  de  ces  courbes. 

6°.  Les  expressions  du,  rayon  de  courbure  et  des  coordonnées 
du  centre  se  présentent  sous  diverses  formes,  suivant  qu’on  y 
prend  telle  ou  telle  variable  pour  indépendante.  C’est  ainsi  qu’on 
a,  vu  (u“  73a)  que 


„ (*'•  +y *)* 

~ x'ÿ'—fx" 


suivant  que  la  variable  principale  est  arbitraire,  ou  bien  est 
l’arc  £ : si  celte  variable  est  l’abscisse  x,  on  peut  écrire  ainsi  les 
valeurs  de  U,  2 et  b. 


l>  = y + 


70.  Si  les  coordonnées  sont  polaires,  on  exprimera  x et  r 
en  fonction  de  ces  nouvelles  coordonnées  AM~r,  MAP=^i 
(fig.  44)i  P11*8  on  substituera  pour  .r,  x' . . . . leurs  valeurs 
dans  celle  de  R où  aucune  variable  11’est  principale.  (Voy . les 
formules,  n°  730.)  On  a,  toutes  réductions  faites, 

R _ (r  + 

2 r'*  — rr*  -J-  r*  2 r * — rr “ -+■  r’* 

77 5 Appliquons  cette  théorie  à quelques  exemples. 


J . Pour  la  parabole  y*  = ipx,  y 


V 

y 


y— 


— en  subs- 

y 


tituant  dans  nos  formules,  on  trouve 


R__  (y>x-\-p  Yi 
P‘ 


* 


% 
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A étant  la  longueur  de  la  normale  ( n°  y63,  I).  Donc  le  rayon 
de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la  normale , di- 
visé par  le  carré  du  demi-paramètre . Au  sommet  A ( fig.  46), 
où  ar  = o,  on  a R-p-,  ainsi,  la  distance  Al  du  sommet  à 
son  centre  de  courbure  est  le  double  de  celle  du  foyer.  Plus 
x croît,  plus  la  courbure  diminue  , et  cela  indéfiniment.  Les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 


a — 3x  + p,  b = ~^. 

Éliminant  x et  y Aey‘—ipx,  on  a,  pour  équ.  de  la  développée, 

8 v gû3 

b‘  — (a — p)J,  d’où  b1  = — - , en  transportant  l’origine 

iW  r 21p 

en  / : c’est  la  seconde  parabole  cubique.  Nous  apprendrons 
bientôt  à la  discuter  (p.  4 1 8 ) . 

II.  Pour  l’ellipse  on  a m%y%  -J- n'x‘  = 


»»’ r y 4 n'r  — ° » m\ry + »»*y *'+  «’=<>» 

n’x  n* 

-,  r — : . i-+-y'  = 

m 


m’y  - m-y1’  " m>'  y * 

* 

c étant  la  distance  du  foyer  au  centre,  c‘z=:m% — n\ 


, n*  m4 — c\ra 


m* 


b=-c2ll. 


Telles  sont  les  valeurs  du  rayon  et  des  coordonnées  du  centre 
de  courbure  pour  l’ellipse.  %*  comparant  les  valeurs  de  R,  de 
la  normale  (p.  3g5)  et  du  paramètre  p,  on  reconnaît  que 
m'N1  1VJ 

/{=  ■=  — : c’est  le  même  théorème  que  pour  la  uarn- 

m (ip)* 

bole.  Puisqu’un  arc  de  la  développée  est  la  différence  entre  les 
rayons  de  courbure  qui  partent  de  ses  extrémités  ( p.  4°6),  et 
que  ces  rayons  sont  des  quantités  finies,  cet  arc  est  rectifiable. 
La  même  chose  arrive  pour  toutes  les  courbes  algébriques;  on 
peut  trouver  une  droite  de  même  longueur  qu’un  arc  donné 
de  la  développée. 

Comme  R décroît  quand  x augmente  , c’estaux  quatre  ex- 


j|o8 


I 
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trémilés  des  axes  que  R est  maximum  ou  minimum aux  som- 
mets O,  O!  de  l’ellipse  ( fig.  73)  la  courbure  est  la  plus  grande, 


JJ*  Q*  t 

/î  = — , a = ± — , b — o;  en  D et  D\  elle  y est  la  moins 
m m 

fYi 7 

grande  , R — — , b — ±—,a  — o ; les  points  h,  h' , i,  i\ 


ainsi  déterminés,  sont  les  centres  de  courbure  des  extre'inite's 
des  axes.  Pour  avoir  l’équ.  de  la  développée,  tirons  les  valeurs 
de  x et  y de  celles  de  a et  b,  et  substituons  dans  l’équ.  de 
l’ellipse  ; nous  avons 

3 3 3 3 


v/(">v/C")="“VO'+t/(i)'= 


en  faisant  Ch  — q,  Cix=p.  D’après  ce  qui  sera  dit  ( p.  4*9)» 
on  trouve  que  la  courbe  a des  rebroussemens  aux  quatre  points 
h , h',  i,  2* , et  qu’elle  est  formée  de  quatre  arcs  convexes  vers  les 
deux  axes,  à l’égard  desquelselle  est  symétrique  : ladéveloppée 
est  dessinée  au  ponctué  dans  la  figure  73. 

Pour  l’hyperbole  (n°  397),  changez  n eu  nÿ — 1 . 


III.  La  cycloïde  (fig.  43)  donne  (p.  3g5) 


d’où 


j’’  = — , et  R =^y(2/y)  = a N.. 


i 

Le  rayon  de  courbure  étant  double  de  la  normale,  prolon- 
geons MD , et  prenons  M’D  = MD,  M’  sera  le  centre  de  cour- 
bure ; il  serait  aisé  d’en  déduire  la  figure  delà  développée,  mais 
nous  préférerons  suivre  la  méthode  générale , qui  donne 


a=x  + n\/\2.rjr— y),  ù=—j, 


pour  éliminer  x et  j.  Comme  l’équ.  de  la  cycloïde  est  une  dé- 

2/1— y 

îivée,  nous  prendrons  celle  de  a et  b,  a’  = , b' — y. 


1 


OSCULATIONS. 


« 


Divisant  ces  valeurs  , on  a 

ï _ . /.JL. = _ . /_nL 

a'  2r — jr  \ ir — y 2r-f-ô’ 

en  mettant — b pour  jr-  Or,  si  l’on  prend  les  ordonnées  posi- 

...  . . b'  ‘ / b 

tivesû  en  sens  contraire,  il  vient —=i/ qui  est  préci- 

sément l’équ.  de  la  même  cycloïde , lorsque  l’origine  est  en  F. 
Donc  la  développée  LA  de  la  cycloïde  est  une  cycloïde  égale  ; 
l’arc  AL  est  identique  avec  FA' , le  sommet  F est  porté  en  A. 

IV.  Dans  la  spirale  logarithmique  (fig.  45), 

f* 

d’où  -•  R = rt/(i  4-laa)  =rséc  <>  = , 

cos* 

la  tangente  de  l'angle  AMN  — 1 du  rayon  vecteur  avec  la  nor- 
male étant  = l<r(n°  766).  La  projection  du  rayon  de  courbure 
MN  sut  le  rayon  vecteur  est  = r ; ainsi,  laperpeud.  AN , élevée 
sur  ce  rayon  au  pôle,  rencontre  la  normale  au  centre  IVde  cour- 
bure. AM  est  donc  la  sous-tangente  de  la  développée,  et  AN  son 
rayon  vecteur;  AM  forme  avec  la  courbe  MJ,  en  chaque  point, 
le  même  angle  H que  A N Sait  avec  la  développée.  Donc , la  dé- 
veloppée est  cette  même  courbe  placée  en  sens  différent. 

On  appliquerait  de  même  la  théorie  des  osculations  à des  cour- 
bes d’un  ordre  plus  élevé  (voy.  Fond,  anal.,  n°  11 7);  et  il  est 
visible  que  deux  courbes  qui  ont  un  contact  du  2e,  3',  4*.  • • * 
ordre,  ont  même  tangente  et  même  cercle  osculateur  à ce 
point.  - * 

776.  La  différence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes  étant 
S'z=  Mhm-\-  ... , suivant  que  Mhm  est  positif  ou  né- 

gatif, comme  le  signe  de  & est  celui  de  ce  terme  quand  h est 
très  petit,  l’ordonnée  delà  courbe  est  plus  grande  ou  moindre 
que  celle  de  son  osculatrice  : ce  qui  fait  j ugêr  si  la  1'“  est  en-dessus 
ou  en-dessous  de  l’autre.  Mettant — h pour  h,  le  signe  de  Mhla 
changera  lorsque  m sera  impair,  et  la  courbe  sera  coupée  par  son 
ôsculatrice  au  point  commun.  On  voit  donc  qu’une  courbe  est 
toujours  couple  par  son  cercle  oscillateur. 
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Des  Asymptotes . . 

777.  Si  le  développement  Aef{x  ■+■  h)  est  fautif, alors  on  ne 
peut  établir  une  osculation  qu’autantque  la  série  de  F(x-pti) 
procède  suivant  la  même  loi,  du  moins  dans  l’ordre  des  premiers 
termes  qu’on  doit  comparer  : celte  condition  dépend  de  la 
nature  des  fonctions  fx  et  F. r,  et  11e  peut  avoir  lieu  qn’acci- 
dentellement,c.-à-d.  pour  de  certaines  valeurs  de  x ; le  même 
raisonnement  exige  alors  qu’on  égale  les  premiers  coefficiens 
pour  qu’il  y ait  osculation.  (Voy.  Fond,  analyt , il"  120.) 

Soient  fx,  y.~  Fx  les  équ.  de  deux  courbes  : supposons 
qu’on  ait  développé  fx  et  Fx  en  séries,  suivant  les  puissances 
descendantes  de  x ( voy . p.  376),  en  sorte  que  chacune  de  ces 
fonctions  soit  mise  sous  la  forme 

Àxa  4-  Bxa~h  -f . . . -f-  Mx~m  -f-  Nx~m~m  + 

Si  les  exposans  de  ces  deux  développemens  sont  les  mêmes  jus- 
qu’à un  certain  terme  Mx~m,  et  qu’on  puisse  disposer  de  quel- 
ques constantes  pour  rendre  aussi  les  Ie™  coefficiens  égaux  sans 
introduire  d’imaginaires,  la  différence  entre  deux  ordonnées 
quelconques  sera  M'x Il  suit  de  là  que  l’une  de  nos 
courbes  ira  en  s’approchant  continuellement  de  l’autre, à me- 
sure que  x croîtra,  mais  sans  jamais  l’atteindre  : et  il  y aura 
un  terme,  passé  lequel  aucune  autre  courbe, qui  ne  remplirait 
pas  ces  conditions,  ne  pourra  en  approcher  davantage.  Nos  . 
courbes  seront  donc  des  Asymptotes  l’une  de  l’autre. 

Ainsi,  quand  une  courbe  s’étend  indéfiniment,  elle  a une  in- 
finité d’asymptotes,  qu’on  trouve  en  développant  y=fx  eu 
série  descendante, et  prenant  pour  ordonnée  de  la  ligne  cher- 
chée la  somme  des  premiers  termes, jusqu’à  un  rang  quelconque 
dont  l’exposant  soit  négatif;  ou  bien  en  composant  une  fonc- 
tion Fx,  dont  le  développement  commence  par  ces  incmes 
premiers  termes. 

I.  Par  exemple, pour  l’hyperbole  (n°  4'^) 

b bx 

Ÿ(x’—a’)  — ±.—  4:  j bax~ 
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bx 

Donc  les  droites  qui  ont  pour  équ.  y—±-  — sont  les  asymp 

totes  rectilignes,  et  jouissent  seules  de  cette  propriété. 

Il  en  est  de  même  de  x = o et  y — o , pour  xy  = m ’ . 

k 

II.  La  courbe  dont  l’équ.  est  r—  est  formée 

n J y (x*  — a‘) 

de  quatre  branches  symétriques  par  rapport  aux  axes, et  dont 
nous  pourrons  bientôt  trouver  la  figure.  On  a (n°  t35) 

A’’1 

y = kx~'  + eU.,  ^=0  + ;.-^-'  + ... 


selon  qu’on  forme  le  développement  suivant  les  puissances  de 
x ou  de  y.  Les  droites  qui  ont  pour  équ.  y=o  ci  x-=a, 
sont  donc  des  asymptotes.  L’hyperbole  qui  a pour  asymptotes 
les  axes  des  x et  des  y,eik  pour  puissance,  l’est  aussi  ; mais  le 
rapprochement  est  ici  beaucoup  plus  grand. 

III.  Soit  y3 — 3axy+  x^'-sso ,Gq.  4y  (n°  748)  ; 011  a 

y — — x~a-+-£  ayx~‘  — j a*x-- .... 

La  droite  y=  — x—a  est  donc  une  asymptote  ; elle  se  cous* 
truil  en  prenant  AB—  AC=a,  et  tirant  BC. 


IV.  Soit  enfin  y<  — zx'y2  — x^  -f-  laxy*  — 5ax'  ---  o ; 

a(3  : 2 — 4) 


y ~ —px  xi 


4-  Ax~'  -j- . 


p désignant  \/(i±  [/ 2).  Donc,  en  construisant  les  droites 
GF,  GH  (fig.  48 ),  qui  ont  pour  ordonnées  ce-s  deux  premiers 
termes , on  aura  les  asymptotes  rectilignes  de  la  courbe  pro- 
posée. 

» 

Des  Points  multiples  et  conjugués. 


778.  Lorsque  les  branches  d’une  courbe  passent  par  un  même 
point,  soit  en  se  coupant,  soit  en  se  touchant,  ce  point  est  ap- 
pelé double,  triple.  . . . , multiple,  suivant  qu’il  est  commun  à 
deux , trois , ou  plusieurs  branches.  Etant  donnée'  l'équ.  ' 
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d’uuc  courbe, proposons-nous  de  déterminer  ces  points,  si  cite 
en  a,  et  leur  nature. 

Soient  V—  o , My'-\-  N=  o 

l’équ.  en  x et  y de  la  courbe,  et  sa  dérivée  : on  suppose  V 
délivré  de  radicaux. 

i"  cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  coupent  au  point 
cherché,  il  y a plusieurs  tangentes  en  ce  point  : ainsi,  pour  une 
valeur  de  x et  celle  de  y qui  y répond,  y'  doit  avoir  autant  de 
valeurs  qu’il  y a de  branches.  Or,  on  a vu  (n°  740)  que  cette 
condition  rend  M et  N nuis. 

2*  cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  touchent,  il  n’y  a 
qu’une  valeur  de  et  même  quand  le  contact  est  du  (n — 1)* 
ordre, il  n’y  a (n°  771)  qu’une  valeur  dej-',  y" . . ,y(*~ 0 ; mais 
ou  doit  en  trouver  plusieurs  pour  yW.  Or,  l’équation  dérivée 
de  l’ordre  n a la  forme  MyW-^. . . = 0 ,M  étant  ici  le  même 
coefficient  (n°  726)  que  pour  y' , y" . . .,  dans  les  dérivées  suc- 
cessives; et  comme  cette  équation  est  du  1"  degré, et  exempte 
de  radicaux  ; elle  ne  peut  donner  plusieurs  valeurs  dej^*)  pour 
une  seule  de  x et  dey  : on  a donc  encore  J/=o,e t par  consé- 
quent JV=  o,  par  la  même  raison  qu’au  n°  740. 

Concluons  de  là  que,/>our  trouver  les  points  multiples  d’une 
courbe,  on  égalera  à zéro  les  dérivées  M.  et  N de  son  équ.  V=  o , 
prises  tour  à tour  par  rapport  à y et  à x.  Puis,  éliminant  x et  y 
entre  deux  de  ces  équ. 

M=o , N—o,  o . . . (1)  ; 

les  valeurs  réelles  qui  satisferont  à la  3e,  pourront  seules  ap- 
partenir aux  points  multiples. 

Je  dis  pourront  appartenir,  parce  que  ces  points  peuvent  aussi 
ne  pas  exister  avec  ces  équ.  .ainsi  qu’on  va  le  voir.  On  passera 
à la  dérivée  du  2e  ordre  (n°  726) , My“  -f  ^"'“-f-etc.  =0  ; et 
prenant  l’une  des  couples  de  valeûrs  de  x et  y qu’on  vient  de 
trouver,  on  les  substituerajci  : y"  disparaîtra,  et  y'  sera  donné 
par  une  équ.  du  2'  degré.  Si  les  racines  sont  réelles,  il  y aura  un 
point  double ; les  deux  tangentes  à ces  branches  seront  détermi- 


POINTS  MULTIPLES  ET  CONJUGUÉS. 
nées  par  ces  valeurs  dey,  et  donneront  la  direction  des  courbes 
eh  ce  lieu.  > , 

779.  Mais  si  les  racines  sont  imaginaires,  il  y aura  un  point 
sans  tangente, et  par  conséquent  tout-à-fait  isolé  des  branches 
de  la  courbe;  c’est  ce  qu’on  nomme  un  Point  conjugué.  En  effet, 
s’il  y a un  tel  point  pour  l’abscisse  a,  les  ordonnées  voisines 
doivent  être  imaginaires;  en  supposant  l’équ.  /^=  o, mise  sous 
la  forme  y=fx,  si  l’on  y met  a ■il  h pour  x , la  valeur  corres- 
pondante de  y,  ou  /(a±/i),  sera  imaginaire  pour  h très 
petit.  Soity*)  le  i*r  coefficient  qui  sera  imaginaire  dans  cette 
série;  comme  l’équ.  My^ -{-etc. =0  ne  peut  présenter  j-(’)  sous 
cette  forme, attendu  qu’elle  ne  contient  pas  de  radicaux , même 
après  en  avoir  éliminé  y',  y’ . . .y(n~l) , il  faut  donc  que  l’on 
ait  M=  o, et  par  suite  N — o. 

Ainsi,  les  points  conjugués  sont  compris  parmi  ceux  qhc 
donnent  les  équ.  (t);  mais  on  les  distingue  en  ce  que  la  courbe 
n’y  peut  avoir  de  tangente  : y'  doit  être  imaginaire  , x et  y 
étant  réels. 

780.  Il  pourrait  arriver  que  tous  les  termes  de  la  dérivée  du 
2*  ordre  disparussent  : alors  il  faudrait  recourir  à celle  du  3*, 
d’où  y*  et  y"  s’en  iraient,  et  qui  contiendrait  y'  au  3e  degré.  Il 
y aurait  un  point  triple,  si  les  trois  racines  étaient  réelles , et 
il  n’y  aurait  pas  de  point  multiple  dans  le  cas  contraire. 

Quand  on  estforcé  de  recourir  à l’e'qu.  du  4'  ordre,  où  y est 
au  4'  degré , la  courbe  a un  point  quadruple,  double  ou  con- 
jugué, suivant  que  les  quatre  racines  sont  réelles, ou  que  deux 
sont  imaginaires  , ou  qu’enfin  aucune  n’est  réelle  ; et  ainsi  de 
suite. 

781.  Voici  quelques  exemples. 

, I.  Soit  «y — x3y  — ùx3  = o;  d’où 

i°...  (3 ay%  — x3)y  — 3x’(y+b)  = o, 
i°...  6ayyr‘ — 6 x'y'  — 6ar  (y-f-6)  = o, 

3° . . . 6ay'3  — 1 8xy'  — 6y  — 6b  = o. 
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Nous  avons  omis  les  termes  en  y“ , y" , qui  disparaîtraient 

par  la  suite  du  calcul,  üe 

3ay  — x3  = o,  x(y-^b)-=o, 

3 

on  tire  i7'=  — A,  x=  \Z(3ab‘),  qui  ne  satisfont  pas  à la 
proposée  ; et  x = o , y — o : l'origine  peut  donc  être  un  point 
multiple.  Mais  tous  les  termes  de  la  dérivée  du  2'  ordre  dispa- 
raissent; celle  du  3*  devient  ay'3=b,  qui  ne  donne  pour  y 
qu’une  seule  racine  réelle  ; donc  notre  courbe  n’a  pas  de  point 
multiple. 

II.  Prenons  y * — ar5  -f-  x*  4 3x’y=  o , 

d’où  iyf  (a \f  4-  3xs)  4-  4.r?— 4 6y‘x  = o 

En  posant  y ( zy* -(- 3ars ) = o , x(\x‘— 5x’  4-  6r4)  = o, 
on  trouve  que  x = o ety=o  peuvent  seules  remplir  ces 
conditions  et  satisfaire  à la  proposée.  Les  dérivées  des  2'  et  3' 
ordres  sont  par  là  nulles  d’elles-mêmes  ; celle  du  4'  devient 
J'/44'3j/>4-1=0>  dont  les  racines  sont  imaginaires;  ainsi, 
l’origine  est  un  point  conjugué. 

III.  Pour  x*—  aay3  — 3ay>—  ia‘x'  + al=o  (fig.  49), 
ou  a —6a  (y  + a)yf  + ^x  (x‘  — a*)  = o 

— 6a  (y  + a)  ya4-  izx'  — 4a5  = o. 

Voici  comment  on  trouvera  la  figure  de  la  courbe,  qui  d’ailleurs 
est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  y,  puisque  x n’entre 
dans  la  proposée  qu’avec  des  puissances  paires.  On  fera 

(j'4-«)^  = o,  .r(x’—  a’)  = o; 

et  combinant  ces  équ.  avec  la  proposée,  on  trouvera  qu’il  11e 
peut  y avoir  que  trois  points  multiples,  savoir, 

en  D et  D\  où^'=o  et  x — -t-  n , 
eten/?,  où  o et  y ~ — a. 

Ces  points  sont  doubles;  les  tangentes  Ec,  Ef,  Da,  Db 

font,  avec  Ax,  dès  angles  qui  ont  pour  tangentes  y' = ± y ’ 
pour  le  point  E , ety=  ± y/ j pour  D et  D'. 


Digitized  by  Google 


POINTS  M0LT1PLKS  liT  C^fc.1  UGUÉS*.  4*5 

Pour  les  points  ou  la  tangente  est  parallèle  aux  x,  on  fera  y' 
nul,  ou  o — x(x*  — ai).  i°.  x — o répond  ky  — — a,  ce  qui  re- 
donne le  point  E,  pour  lequel  y est  |,et  non  pas=r  o;  on  trouve 
aussi  le  maximum  en  F, y—  [a.  2°.  x —±.  a donne,  outre  les 
points  D et  D' , les  miuima  O et  H pour  lesquels^-  = — ~a. 

En6n, y —<x> , ou  y(y +a)=o  fait  connaître  les  points 
/ et  G,  où  la  courbe  a sa  tangente  parallèle  aux  : on  trouve 
AU  — AC  - DE. 

IV.  Soit  encore  x*  -\-iax''y — ays  — o (fig.  5o); 
d’où  a/  (xr’  — 3y%  ) -j-  4*  (-r‘  + ay  ) = o. 

Après  avoir  trouvé  que  l’origine  peut  seule  être  un  point  inul- 
tiple,  on  est  conduit  à la  dérivée  du  3*  ordre,  qui  bonite 
•/ ■=  o et  y — ± V/2.  Ainsi , en  A il  y a un  point  triple  : la 
courbe  a pour  tangentes  l’axe  des  x , et  les  ligues  AB  ,Ac  à 45°. 

On  a les  minima  H et  O en  faisantvy'=o  ; ou  x(x‘‘-\-ay)-=o , 
d’où  y — — aetr  = ±tf. 

Enfin  les  litnitesG  et  F se  trouvent  enposantj-'=oo, ou  aar’=3 ’y*; 
d’où  x = ± §a(/6,  et y~ — jja. 

V L’équ. y*  — axy’  + xt—o  (Gg.  5i)  donnp 

-iyÿ{iy% — ax)+£x'—ay'  = o, 

2° . . . 2 (6^’  — a£)y'* — /[ayy  -\-i2X^=o, 

3°. . . — 6<y'’-f-24x=0- 

On  trouve  que  l’origine  est  un  point  triple  ; et  comme  l’on  a 
y = o et  y— co,  les  axes  sont  tangens  à la  courbe. 

VI.  On  pourra  s’exercer  (fig.  5î)  Ifcr  l’équation 

— 3ay3 -f- 7.bx'y  = o ; la  courbe  a aussi  un  point  triple 
à l’origine.  (Eoy.  encore  l’ex.  IV,  p . 4 1 1 i %•  4®*) 

782.  Lorsque  l’éq.  est  explicite,  la  recherche  des  points 
multiples  est  bien  plus  aisée.  On  a vu  (p.  363)  que  l’abscisse 
correspondante  doit  chasser  un  radical  de  la  valeur  de  y , en 
rendant  nul  son  coefficient.  Le  degré  de  ce  radical  dépend  du 
nombre  des  branches,  et  l’exposant  du  coefficient  détermine 
s’il  y a simple  intersection  ou  osculation. 
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L’équ.  jr=  ( i — x)  v/(2  — x)  donne  f = 

j-  perd  un  radical  pourx  = i,  qui  ne  disparaîl  pas  dey.  Ainsi, 
l’origine  étant  en  I (fig.  53)  , IC  = i donne  un  point  double 
en  C,pour  lequel  les  branches  se  coupent  sous  un  angle  droit, 
puisque  J''=  àzi . D’ailleurs, x=|  donne  les  maxima  vers  D 
et  D';  7/4=2  fixe  la  limite  A de  la  courbe. 

Pour  l’équ.  yz=i  (2  — x)  [/(i  — x),la  courbe  a un  point 
conjugué  dont  l’abscisse  est  x = 2 , parce  que  jr  est  imaginaire 
dans  les  points  voisins.  L’origine  est  de  même  un  point  conju- 
gué pour  la  courbe  dont  l’équ.  est  y = xÿ  (x  — b). 

Enfin,^-  = (x — a)'  \/(x— b)  + c , oùa>A,  estl’équ.  de  la 
courîe  EDF  G (fig.  54)  formée  de  deux  branches  qui  ont  en  D 
la  même  tangente  ED.  Si  x—  a eût  été  au  cube,  les  deux 
branches  auraient  eu  même  cercle  osculateur,  etc. . . 

Du  reste,  un  point  triple,  quadruple. . . est  annoncé  par  un 
radical  du  3e,  4'  degré. . . . 

On  a décrit  un  cercle  du  diamètre  Alxszir  (fig.  53);  une 
droite  AF  tourne  en  A , tandis  que  PlV,perpend.  à AI , glisse 
parallèlement.  On  demande  quelle  est  la  courbe  AMC  des  points 
M de  section  de  ces  deux  droites  mobiles,  le  point  N étant  sans 
cesse  au  milieu  de  l’arc  ANF  sous-entendu  par  AF.  L’origine 
étant  en  C,leséqu.  des  droites  mobiles  PN,AF  sont  x = ct, 
j-—fi(x — r);  les  coordonnées  du  point  M sont  CP  = », 
PM  = fi  (a. — r)  : comme  PN  est  une  ordonnée  au  cercle, 
p/Va=  r’  — Or,  N étant  le  milieu  de  l’arc  ANF,  le  rayon 
CN  est  perpend.  sur  AF,  et  les  triangles  APM,  CPN  sont 
semblables  : d’où 

AP  __  PN  r— « _ y/(r*— «■)  __  — 1 . 

PM  PC  ’ fi{»  — r)  « fi 

telle  est  l’équ.  de  condition  entre  les  constantes  a et  fi  (n°  462); 
en  les  éliminant,  à l’aide  de  x=«,  jr=fi  (x  — r),  il  vient, 
pour  l’équ.  de  la  courbe  proposée , 


^=±*v/,(?+3i  d'oi,y=<ï+ 


r“ — x’  — rx 


x ) — x*)’ 
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Ï1  est  aisé  de  reconnaître  la  fig.  53.  L’origine  C a un  point 
double, pour  lequel  y = ±i  : les  tangentes  y sont  inclinées  à 
45  degrés  sur  AI.  ha.  feuille  AC  a un  maximum  vers  D , et 
ne  s’étend  pas  au-delà  du  sommet  A,  qui  est  une  limite.  De 
même  que  le  point  Af est  donné  par  le  milieu  IV de  Pafc  ANF, 
le  milieu  N'  de  l’arc  AN' F donne  M'  : on  a ainsi  deux  branches 
infinies  CO,  CO  ; les  points  O et  O'  de  section  avec  le  cercle 
ont  pour  abscisse  — fr.  Ces  branches  ont  pour  asymptotes,  la 
tangente  du  cercle  au  point  J. 


y*?..  : 


k 


^ Concavité , convexité  et  points  singuliers  fies 
,w  Courbes. 

783.  On  peut  employer  les  situations  diverses  de  la  tangente 
à la  recherche  de  la  figure  des  courbes  (nos  406, 4i  1).  Étant  don- 
née léqu.  y=zfx,  et  sa  tang.  au  point  (x,  y),  comparons 
les  ordonnées  pour  la  même  abscisse  x-f-  h (n°  722) , fig.  22. 

yP’H=j+yh,  f(x  -f-  h) — P'M'=j  +. . . . 

Comme  on  peut  prendre  h assez  petit  pour  que  le  signe  de 
iy"h'  soit  celui  du  reste  de  la  série , l’ordonnée  de  la  courbe  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  la  tangente, suivant  que 
y * est  positif  ou  négatif;  eu  sorte  que  la  courbe  tourne  vers 
l’axe  des  x sa  convexité  dans  le  i,r  cas,  et  sa  concavité  dans 
le  2e.  Si  les  ordonnées  étaient  négatives,  ce  serait  visiblement 
le  contraire  : donc  une  courbe  tourne  vers  l'axe  des  x sa  con- 
vexité ou  sa  concavité,  suivant  que  y et  y"  sont  de  mêmes  signes 
ou  de  signes  contraires.  (V.  p.  76.) 

Il  est  aisé  de  voir  qu’au  point  d’inflexion  M (fig.  5g  et  60), 
où  la  courbe  change  sa  concavité  en  convexité, y"  doit  aussi 
changer  de  signe,  ce  qui  exige  qu’en  ce  point  y soit  nul  ou 
infini  : à moins  cependant  Quej-  ne  change  de  signe  en  même 
temps  quey,  le  point  qu’on  considère  se  trouvant  dans  ce  cas 
sur  l’axe  des  x.  C’est  au  reste  ce  qui  va  être  développé. 

784.  Après  avoir  pris  un  point  («,0)  sur  notre  courbe  , pour 
T.  II. 
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juger  s’il  présente  quelque  particularité,  c’est-à-dire  s’il  est 
Singulier,  il  faut  comparer  les  parties  de  la  courbe  de  part  et 
d’autre  de  ce  point,  pour  les  ordonnées  f(*3zh  ) . Distinguons 
deux  cas.  ' ^ 

i •*  cas  . Le  développement  .de  f ( a -f-  h ) ne  contenant  pour  h 
aucun  exposant  fractionnaire  dont  le  dénominateur  soit  pair,  ■ 

on  a f( * -f-  h)  = /3  Ah11  -f-  B h11  -f-  ... 

Les  coefficiens  sont  réels,  puisque,  s’ils  étaient  imaginaires,  le 
point  (<t,  jS)  serait  conjugué  (n°  779).  De  plus  (quel  que  soit 
le  signe  de  h)  h“,  hb. . . sont  réels,  eu  sorte  que  la  courbe  s’é- 
tend de  part  et  d'autre  du  point  («,  *).  -,  - , 

1 °.  Si  le  développement  de  f (*+A)  est  fautif  dès  le  deuxième 
terme  Ah a , ou  si  a est  une  fraction  ]>  o et  < 1 ,jr'  est  infini 
( n0  736),  et  au  point  («,  (3)  la  tang.  est  perpend.  aux  x.  En 
» prenant  les  dérivées  relatives  à h,  on  a 
f'{a  + h)=aAh-‘  + ....  f(*+h)=a(a-i)Ah‘-..: 

La  valeur  de (*+A)  est  destinée  à donner  la  direction  de  la 
tang.  au  point  de  la  courbe  dont  l’abscisse  est  a + h,  puisqu’il 
est  indifférent  que  x ou  h ait  varié  dans  f(x  + h).  (Jfojrcz 
la  note,  p.  366.) 

Cela  posé,  le  signe  de  Ah « et  de  ses  dérivées  décide  de  celui 
des  séries  entières,  lorsque  h est  très  petit.  Que  a soit  une  frac- 

tiou—  , où  n est  impair  : si  m l’est  aussi,  l’ordonnée  f(x-{-h) 

» . , , 

croît  d’un  côté  et  décroit  de  l’autre  côté  de  l’ordonnée  tangente, 

n _ - A 

parce  que  Aÿhm  change  de  signe  avec  h.  11  y a donc  une  in- 
flexion, disposée  comme  le  montrent  les  fig.  55  et  56,  suivant 
que  A est  positif  ou  négatif. 

En  efFet ,f"  («-+-  h ) change  aussi  de  signe  avec  h,  parce  que 
a — 2 donne  à h,  dans  le  i,r  terme,  un  exposant  impair  m — a n : 
ainsi,  la  courbe  présente  d’un  côté  sa  concavité,  et  de  l’autre  sa  , 
convexité  à l’axe  desx  (nu  783).  Nous  avons  construit  les  équ. 

y — fi  + (x  — • )%-..  (fig.  55), 
jr  = @ — (x-~  • )»,. . (fig.  56). 
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On  en  dira  autant  pour^',  = n,x,  et  ( y — i)5  = i — x. 

V „ 

Mais  si  m est  pair,  A\/hm  a toujours  le  même  signe  que  A, 
quel  que  soit  celui  de  h,  en  sorte  que  les  ordonnées,  voisines  de 
» notre  tangente  de  part  et  d’autre,  croissent  lorsque  A est  posi- 
tif, et  décroissent  dans  le  cas  contraire,  à peu  près  comme  pour 
les  maxima.  La  courbe  prend  la  forme  indiquée  fig.  et  58. 
qne  nous  appellerons  Cératoide  {*).  Le  signe  de  f (<*  h)  est 
visiblement  négatif  pour  l’un  et  positif  pour  l’autre,  en  sorte 
que  la  courbe  doit  présenter  à l’axe  des  x,  des  deux  côtés  de 
l’ordonnée  tangente,  sa  concavité  ou  sa  convexité,  suivant  que 
A a le  signe  4-  ou  le  signe  — . 

Les  équ.  y~i 8 + ( x — dp  et  y —fi — (x  — ap  donnent  les 
fig.  5^  et  58.  On  en  trouve  un  autre  exemple  dans  la  Cycloïde. 

2°  Mais  si  le  développement  n’est  pas  fautif  dans  les  deux 
premiers  termes,  a—t,  b > 1,  y'  n’est  plus  infini,  et  l’on  a 
A pour  la  tang.  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  xla  droite  qui 
touche  la  courbe  au  point  (a,  ,8)  :/elle  est  parallèle  aux  x , si 
A — o ; inclinée  à ^5°,  si  A = 1 , etc. 

■>  / (*  4-  h)  = fi  4-  Ah  -h  Bhb  -f- 

, f{»  + h)=A  + bBh>~'  + .... 

f{.  + h)  = b{b—  .) 

K ' ».  - ^ j 

D’après  cela,  si  l’exposant  b est  un  nombre  pair,  ou  une 
fraction  dont  le  numérateur  soit  pair,  la  courbe  ne  présente  au 
point  («,  /3)  rien  de  particulier,  puisqu’elle  s’étend,  de  part  et 
d’autre,  au-dessus  de  la  tangente  si  B est  positif,  et  au-des- 
sous si  B est  négatif;  la  différence  entre  les  ordonnées  de  ces 
deux  lignes  étant  Bhh  -j-  etc.  On  voit  d’ailleurs  qu’alors  le  signe 
de/"  («  -j-  h)  est  le  même  que  celui  de  B. 

4 

C’est  ce  qui  a lieu  pour  l’équ.  S>  + x1  -f-  (x  — *)3, 


(*)  Nous  ayons  préféré  les  dénominations  de  Cératoide  et  Ramphoïde  ù 
celles  de  rebroussement  de  la  ire  et  de  la  ac  espèce  sous  lesquelles  ces  points 
sont  connus.  Ces  mot9  sont  dérivés  de  , corne  , P'et^uçoç,  bec  d oiseau  , 
EtjQÇjJbmit.  - 
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Cependant,  si  A=zo,  il  y a maximun  ou  minimum.  {P'ojr.  ‘ 
p.  3gi .)  Cela  arrive  pour  y = + £ {x — «)a.  ‘ • 

Quand  b cft  un  nombre  impair,  ou  une  fraction  dont  le  nu- 

TW  n 

mérateur  m est  impair,  b = — ; Bhh,  ou  B\/hm , change  de  ( 

signe  avec  h,  les  ordonuées  croissent  d’un  côte'  et  décroissent  , 
de  l’autre  : de  plus,/'  ( a + h)  est  dans  le  même  cas,  puisque 
l’exposant  de  son  terme  est  aussi  un  nombre  impair  b — 2, 
ou  une  fraction  dont  le  numérateur  m — 2 n est  impair  : donc 
il  y a une  inflexion  au  point  («,  £),  dont  la  disposition  dépend  .■* 
de  la  direction  de  la  tangente,  et  du  signe  de  /?.. 

Voici  plusieurs  exemples. 

t°.  y = x + (x  — a)3;  2“.  y={x+(x—m)i  (fig.  5g); 

3°.  y = x—  (x  — *)Y  4°.  j-=— (a:— «)s(fig.  60); 

5°.  y — — * + (x  — «O3  : (fiS-  63) 
la  tangente  est  inclinée  à 45°  dans  les  exemples  i°,  et  3*  ; à 1 35° 
'dans  le  5e ; elle  est  parallèle  aux  x dans  le  4e- 

Si  b est  entier  (c.-à-d.,  3,  5,  y*  est  nul  ; on  pourra  rap- 
procher notre  théorème  de  celui  des  maxima  (n°  Chacune  » 
des  racines  de y“  =0  ne  peut  répondre  à une  inflexion,  qu’au- 
tant  que  la  ire  des  dérivées  y”,  y™ ...  t qu’elle  ne  rend  pas 
nulle,  est  d’ordre  impair.  Si  b n’est  pas  entier,  comme  il  est 
1 fy"  est  nul  ou  infini , suivant  que  b est  > ou  < 2. 

■j85.  2e  cas.  Le  développement  de  {(m-f-h)  contenant  un 
radical  pair , l'une  des  ordonnées  /(<*  -}-  h)  ou  /(«  — h)  est 
imaginaire  ; l’autre  est  double,  à cause  du  radical  pair  qui  y in- 
troduit le  signe  ±.  Ainsi,  la  courbe  ne  s’étend  que  d’un  côté 
de  l’ordonnée  Æ , et  elle  a deux  branches. 

i°.  Si  le  développement  est  fautif  dès  le  2e  terme,  a est 

entre  o et  1 ; l’ordonnée  (S  est  tangente.  Supposons  que 

./  .v  * n. 

a=—  n étant  pair,  le  terme  ±:  A\/h f montre  que  le 

. ->  -in/*  r _ * 

point  (a,  fi)  est  une  Limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  x ; elle 

> " •'  -t 


> A 


J 


K-  '.  I 


>.  «f  " * ' 


V-„r*  \ 

•i.  • 

. ■».  1 


*>, 


l ■ 


. • POINTS  SINGULIERS.  /f  21 

la  forme  NMQ  ou  N'MQ'  (fig.  61  ),  suivant  que  A doit 
être  pris  en  -j-  ou  en  — ; lpune  des  ordonnées  est  > /3,  l’autre 
est  < |S  ou  PM  : d’ailleurs,  pour  les  points  voisins  de  M,  l’une 
des  valeurs  de  f"{ * + h)  est  positive,  l’autre  est  négative  ; ce 
qui  prouve  que  l’une  des  branches  NM  est  convexe , et  que 
l’autre  QM  est  concave  vers  l’axe  des  x. 


. Les  équ.^=A  + x — — •)*,  et  y = k +i±(«  — a:)* 

, donnent,  l’une  QMN,  l’autre  Ç>' MN' . Nous  en  avons  trouvé 
plusieurs  exemples  (n®  78 1). 

’ . " Mais  si  le  radical  pair  affecte  un  des  termes  qui  suivent  Ah*, 
i.  . pour  les  ordonnées  voisines  de  celle  qui  est  tangente,  $ est 

■ ‘à  </ («  + h)  quand  A est  positif  ; le  contraire  a lieu  lorsque  A 
, jp  est  négatif  ; en  sorte  que  les  branches  de  courbe  ont  ( fig.  62  ) 

■ > la  forme  QMN  dans  un  cas,  Q'MN'  dans  l’autre.  On  voit  d’ail- 
« % leurs  qu’alors  f"  («-f-  A)  étant  de  signe  contraire  à A,  la  courbe 
doit  affecter  cette  figure,  que  nous  nommerons  une  Ramphoïde. 

/ * .1  .1 

j.  .Ç’est  ce  qui  a lieu  pour  jr  = (3  4-  k (x  — 4)3  — «*)*. 

■ Quand  h doit  être  négatif , pour  que  + h)  soit  réel , la 
courbe  est  à gauche  de  l'ordonnée  tangente  PM. 

’ a°.  Lorsque  le  développement  n’est  fautif  qu’au-delà  du  2e 

« terme,  a=i , et  la  tangente  à la  courbe  au  point  (4,  /S)  sera  fa- 
cile à construire.  Si  le  terme  Bhb  porte  le  radical  pair,  il  a là' 

. n.-  .r 

forme  ± Bÿhm  ; l’une  des  branches  est  au-dessus  de  la  Lang, 
l’autre  s’abaisse  au-dessous,  puisquecette  droite  a pour  ordonnée 
Y — l 3 + Ah  f il  y ai  donc  une  Céraloide.  On  a jr"  nul  ou  infini, 

v suivant  que  b est  > ou  < 1.  Pour  l’équ.  y=!Z  +x  -f-  (ar — 4)’ , 

• (fig.  65)  la  tangente  est  inclinée  à 45®,  quand  x=a. 

I*  t.  . - / 

Pour  1 — ar-f- 2 ( 1— ar)»,  on  a la  fig.  64. 

‘ , A; 

Mais  si  l’exposant,  dont  le  dénominateur  est  pair,  est  au-delà 
de  Bhly  le  signe  de  B suffit  pour  décider  quelle  est  la  plus 
grande , de  l’ordonnée  de  la  courbe , ou  de  celle  (3  -f-  Ah  de  la 
tangente.  On  voit  donc  qu’il  y a une  Ramphoïde.  On  a (fig.  66) 

• ■ r * ^ - * . » 

• • » ‘ - % " 

• ,r.f  >:•*’  i.  > ♦.  • 
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pour  l’équation 

y = (S  -f-  x -f-  or1  -f-  bÿx*. 
y = /3  -f-  x — ax * -f-  b ^/x5 . 


la  courbe  QMN, 
la  courbe  Q'MN1. 


-j86.  Concluons  de  là  que,  i®  aux  limites,  dans  le  sens  des  x 
ou  dans  le  sens  des  y,  y est  nul  ou  infini. 

2°.  Aux  inflexions  et  aux  cératoïdes,  y"  est  nul  ou  infini. 

3®.  Pour  trouver  les  points  singuliers,  il  faut  prendre  la  dé- 
rivée My  -f  2V=  o de  l’équ.  p (x,jr)  = o de  la  courbe  ; faire 
M = o ou  N=o : en  tirer,  à l’aide  de  p (x,  y)  =o,  les  racines 
qui  peuvent  seules  appartenir  aux  limites. 

4°.  On  prendra  de  même  la  dérivée  du  2*  ordre,  ou  celle  ■ r.t 
IMF 

de  y'  = — — , qui  donne  y"  = ~ (on  suivra  la  ir*  règle  du  * 

n“  7o5),  puis  on  posera  Q=o,  ouiV=o:  ces  équ.  feront  con-  , . 
naître  l’x  et  l’y  des  points  qui  sont  des  inflexions  ou  des  céra-  > *. 
toïdes.  , 

5®.  11  faudra  ensuite  chercher  le  développement  de  f(x  4 b) 
pour  chacune  des  valeurs  de  x ainsi  obtenues,  ou  plutôt  recon- 
naître le  cours  de  la  courbe  de  part  et  d’autre  du  point  qu’elles  _ > 

déterminent. 

*,  , 

6®.  Les ramphoides  et  les  cératoïdes  peuvent  être  considérées 
comme  des  points  multiples  et  soumis  à la  même  analyse  : elles 
ont  une  tangente  commune  à leurs  deux  branches  au  point  de 
rebroussement. 

y®.  On  peut  encore,  dans  la  discussion  des  équations,  s’aider, 
du  développement  de  y en  série  ascendante  ou  descendante 
(n°  74?)  suivant  les  puissances  de  x ; on  aura  aisément  les  limites 
de  la  courbe,  si  elle  en  comporte  ; et  pour  les  branches  infinies, 
on  obtiendra  leurs  asymptotes  courbes  ou  droites  J etc. 

Voici  encore  quelques  exemples  : on  en  trouvera  beaucoup 
d’autres  dans  le  Traité  de  Cramer. 


V-  " 4 

J =*  + V(x—  0» 

>=*+  Vfr—  o3» 

y=  x' 4-  vy  - 1)5, 
» . 


y = x'+  \/(x  — 2)  (fig.  6i), 

y — x*  + Vxi  (fi6-  65)» 

y = ax‘+  y/xi  (fig.  66), 
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X — \/x*  + «*, 


X — \/{x — «),0  + X (flfl.  44), 


yz=\/{x—\f  (fig.  57),  jr=/5— v/at* 


(fi®.  58), 


y—*'  4-  V(x  — O5  (fig  5g),  x — *3  + r‘  — Vx ’ (f,g  6°)- 


Des  Surfaces  et  des  Courbes  dans  l’espace. 
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787.  Soient  z = f(x,x)t  Z=F(X,  Y)  les  équations  de 
deux  surfaces  courbes  ; pour  qu’elles  aient  un  poin£  commun 
(x,j,  z),  il  faut  que  pour  les  mêmes  ordonnées  Z = z,  on  ait 
x = X,  j-  = F.  Prenons  sur  chacune  un  autre  point  répon- 
dant aux  abscisses  x 4-  h et  x 4-  Æ ; nous  représenterons,  pour 
abréger,  les  z correspondans  (n°  743)  par 

z + ph  + '-rh'  + ..:  Z + Ph  + {Rh'+  ... 

-P ■ qk  shk  -f-  . . . -f-  Qk  -f-  Shk  -J-  . . . 

4 -\tk*+...  4-  { Tk‘  4-  • • • 

La  distance  entre  les  deux  points  dont  il  s’agit  est 
{P-py-h  + (Q-q)k+\  ( fl-r ) /»*+... 

Si  P— pet  Ç = c.-à-d.  si  les  différentielles  partielles  du 

1er  ordre  de  nos  fonctions  f et  Z7  sont  respectivement  égales,  les 
raisonnemens  dun°  770  feront  voir  qu’une  3*  surface  ne  pourra 
approcher  des  premières  autant  qu’elles  approchent  l’une  de 
l’autre,  à moins  que  celle-là  ne  remplisse  les  mêmes  conditions 
à leur  égard  : il  y a alors  contact  du  1"  ordre.  Pour  le  contact 
du  a*  ordre,  il  faudrait  en  outre  que  les  différences  partielles 
du  2'  ordre  fussent  aussi  égales  entre  elles,  où 

R — r,  S — s,  P — t. 

Par  ex  , tout  plan  a pour  équ.  (n°659)  Z = AX  + BY  + C ; 
sa  position  dépend  des  constantes  A,  B,  C,  qu’on  peut  déter- 
miner en  établissant  une  osculation  du  i"  ordre,  x,  x et. a, 
étant  les  coordonnées  du  point  de  contact,  il  vient 

zx=Ax+  Bx -\  P,  p — A y q = B, 
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j)  et  q désignant  toujours  les  fonctions  — , —,  tirées  de  l’équ.  .V’.^.  *-•£ 
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zxffay)  de  la  surface  courbe  ; cette équ.  ayant  par  conséquent 
pour  dérivée  dz  = pdx  -}-  qdy. 

Si  l’on  ëlim^ie  A , B,  C,  on  trouve,  pour  le  plan  tangent, 

Z — Z=sp(X  — x)  + q(V—  y)..,  (A). 

Une  fois  l’équ.  du  plan  tangent  obtenue,  il  sera  facile  de 
trouver  tout  ce  qui  se  rapporte  à sa  position.  Par  ex.,  le  cos.  de 


l’angle  <p  qu’il  fai  t avec  le  plan  xy,  est  cos  p 


j % * 1 


V ( 

La  normale  qui  passe  par  le  point  (x, y,  z)  est  de  plus  per- 
pendiculaire au  plan  tangent  ; ces  conditions,  exprimées  en 
analyse  ( n°  668),  donnent,  pour  les  équ.  de  la  normale, 

X — x-\-q>{Z—z)—o,  Y—j  + q (Z  — z)  = o. . .'(B). 

788.  Voici  plusieurs  exemples  de  l’usage  qu’on  peut  faire  des 
équations  A et  B. 

I.  Tous  les  cylindres  ont  cette  propriété  distinctive,  que  le 

an  qui  les  touche  en  un  point,  touche  selon  une  génératrice  ; 

cette  droite  est  parallèle  à une  autre  (n°  680)  dont  on  donne  les 
cq.  x=az,y=:bz.  Énonçons  ce  fait  en  analyse,  et  nous  aurons 
exprimé  que  la  surface  touchée  est  un  cylindre,  sans  avoir  par- 
ticularisé la  courbe  directrice;  nous  aurons  donc  l’équation  de 
toute  espèce  de  cylindre.  On  a donné  (n°  667)  la  condition  du 
parallélisme  d’un  plan  avec  une  droite  : elle  devient  ici  ( où 
A — p 1 B — q),  ap-\-bq=x  1 , équ.  cherchée.  {Voy.  p.  373.) 

II.  Le  plan  tangent  au  cône  passe  par  le  sommet.  Mettons 
pour  X , F et  Z,  dans  l’équ.  ( A ),  les  coordonnées  a , b , c de 
ce  point,  et  l’cqu.  z — c~p{x — a)-t-q(y  — b),  exprimant 
la  propriété  qui  caractérise  toute  surface  conique,  quelle  qu’en 
soit  fa  base,  sera l’équ.  de  celte  surface  (n°  745). 

III.  Imaginons  qu’une  droite  coupe  sans  cesse  l’axe  des  zet 
demeure  horizontale,  tandis  qu’elle  glisse  le  long  d’une  courbe: 
elle  engendre  une  surface  nommée  Conoïde , à cause  de  sa  res-' 
semblance  avec  un  cône  dont  le  sommet  aurait  une  arête.  Ce 
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qui  caractérisé  ces  surfaces,  c’est  qu’un  plan  les  touche  selon 
une  génératrice  horizontale  : exprimons  analytiquement  cette 
propriété.  En  faisant  Z=xz,  dans  l’équation  ( A ),  nous  avons 
(.Y — x)p-\-(Y — j)  q = o;  ce  sont  les  équ.  (l’une  horizon- 
tale tracée  dans  le  plan  tangent.  Pour  que  cette  droite  coupe 
l’axe  des  z,  il  faut  que  sa  projection  sur  le  plan  xy  passe  par 
l’origine,  ou  bien  que px-\-qy  = o : telle  est  l’équ.  de  tous  les 
conoïdes. 

IV.  Toute  normale  d’une  surface  quelconque  de  révolution 
va  couper  Taxe  ; donc  , si  Ton  élimine  X,  Y,  Z,  entre  les  équa- 
tions ( B ) de  la  normale  et  celles  de  Taxe  de  révolution,  l’équ. 
résultante  en  x,  y,  z,  exprimant  la  propriété  énoncée,  sera  celle 
delà  surface  de  révolution,  quel  qu’en  soit  le  méridien.  Par  ex., 
si  Taxe  est  celui  desz,  dont  les  équations  sont  X = o,  Y — o, 
l’élimination  donne/y^=i^r,équ.  de  toutesurface  de  révolution 
autour  de  Taxe  des  z (n"  745). 

Lorsqu’on  veut  particulariser  une  espèce  de  surface  cylin- 
drique, conique. . . , il  faut  introduire,  pour p et  q,  des  fonc- 
tions de  x et  y,  qui  sont  déterminées  par  la  nature  de  la  courbe 
directrice  donnée.  C’est  ce  qui  sera  examiné  par  la  suite  (n°goi). 

789.  Nous  avons  traité  (n°  760)  des  maxima  des  fonctions 
de  deux  variables.  Il  en  résulte  que  si  Ton  veut  trouver  les  s 
maxima  ou  rninima  d’une  surface  courbe,  dont  on  a l’équation 
z=f[x,y),  il  faudra  poser  y>  = o;  y = o(le  plan  tangent  pa- 
rallèle aux  xy) , et  éliminer  x,  y et  z entre  ces  trois  équ.  ; mais 
les  coordonnées  ainsi  obtenues  n’appartiendront  à des  points 
doués  de  la  propriété  dont  il  s’agit,  qu’autant  qu’elles  satisfe- 
, iont  à la  condition  (2)  (p.  392),  qui  apprendra  à distinguer  le 
maximum  du  minimum.  y. 

* . . v . . - : . ■■  ■■* 

/ 790.  Pour  que  le  plan  tangent  soit  perpend.  au  plan  yt,  il 

faut  que  son  équ.  soit  réduite  à la  forme  Z — z — q{  Y — y) 
(n°655);  ainsi  = o.  Plus  généralement,  soit 


ir  , 


V. 


Pdx  -J-  Çdj-  Rdz  = o , 
la  différentielle  de  l’équ.  d’une  surface  ( n’  744  ) ; P : 


: 0 est  la  ’ 
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condition  qui  exprime  que  le  plan  tangent  est  perpend.  au  plan 
yz.  11  faut  donc  que  les  coordonnées  x,y,  z du  point  de  contact 
satisfassent  à l’équ.  P as  o,  et  à celle  ç (x,  y.  z)  = o de  la  sur- 
face. Telles  sont  donc  les  équ.  de  la  courbe  qui  jouit  de  la  pro- 
priété que  le  plan  tangent  soit  perpend.  au  planez;  cette  courbe 
est  la  limite  de  la  surface  dans  le  sens  desjz.  Ainsi,  en  élimi- 
nant x,  on  a la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  des^z.  De 
même, celle  sur  le  plan  xy  se  trouve  en  éliminant  z entre  <P  — o, 
et  R=o.  Les  deux  équ.  P=o,  Q =:  o se  rapportent  au  maxi- 
mum de  z,  etc. 

Pour  la  sphère  , par  exemple  (n°  654  ) > 

(*—  ay+if—  by+(z  — c)‘=r‘, 

la  dérivée  relative  à z seul  est  z — c=o;  éliminant  z,  on  a 
(x — «)’  + (. y — = pour  l’équ.  du  cercle  de  projection 

sur  le  plan  xy;  ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 

791 . Projetons  sur  le  plan  xy  l’arc  s de  courbe  dans  l'espace,  ; • 
puis  développons  (n°  287,  4°-)  le  cylindre  formé  par  le  système 
des  perpend.  ^ ce  plan  : la  base  est  un  arc  A,  projection  de  l’arc  s. 

Or,  on  peut  concevoir  cet  arc  s rapporté  aux  coordonnées  rec- 
tangles a et  z , puisque  A est  étendu  en  ligne  droite  ; l’aire  t du 
cylindre  et  la  longueur  de  l’arc  s seront  données  (n“  767  et  768)  « 

par  les  relations  t'  = z , r'*=  1 -J-z'%  dans  lesquelles  les  déri-  * 
vécs  se  rapportent  à A.  Si  Ton  veut  qu’elles  soient  relatives  à x, 
on  aura  (u°  734) 

• -- 

d(  = zdA,  ds’  = dA*  -f-  dz4. 

Mais  l'arc  A est  rapporté  aux  variables  du  plan  xy , en  sorte  que  . 
dA’  = dxa  -f-  dyu  ; donc 

d<  = zl/(dx’+dyf,  3%$-.:  . 

~ dr’  = dx’  -f-dy’-f-dz’. 

Une  courbe  dans  l’espace  est  donnée  par  les  équ.  de  deux  sur- 
faces dont  elle  est  4’intersection , telles  que  M—  o , 2V=  o : •*; 
qu’on  en  tire  les  différentielles  dy  et  dz  en  fonction  de  x , et 
qu’on  substitue,  l’intégration  de  ces  formules  donnera , d’une 
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part, l’aire  t du  cylindre  droit, qui  a pour  base  la  projection  de 
l’arc , et  qui  est  termine'e  par  cet  arc  ; et  de  l’autre  la  longueur 
de  l’arc  rectifie'. 

792.  Supposons  que  le  trapèze  curviligne  CB  MP  (fig.  4°) 
tourne  autour  de  l’axe  Ax  ; cbercbons  le  volume  t>  et  l’aire  u 
du  corps  de  révolution  qu’il  engendre, l’équ.  de  l’arc  B M étant 
donnée , y~ fx.  Soient  v=Fx  ,u=px-,  il  s’agit  de  déterminer 
les  fonctions  F et  p.  Attribuons  à x l’accroissement  PP'=.  h ; 
y,  v et  u deviendront  y k,  v + *’>  u-f-f  ; d’où 

k —y’ h -f-  * .. , 1 « v h • 4*  ~ u'h  4" » • . 

11  s’agit  maintenant,  pour  appliquer  la  méthode  des  limites, 
de  trouver  des  grandeurs  qui  comprennent  entre  elles  les 
accroissemens  i et  /,  quelque  petit  que  soit  h. 

i°.  Les  rectangles  MPP'Q,  LPP'M',  engendrent,  dans  leur 
révolution  autour  de  Ax , des  cylindres  dont  les  volumes  sont 
•xj'h  et  kyh  (n°  3o8)  : leur  rapport  ayant  l’unité  pour 

limite,  et  le  volume  i,  engendré  par  l’aire  MM’ P’ P,  étant 
toujours  intermédiaire  entre  ceux-ci, l’unité  doit  être  aussi  la 


limite  du  rapport  — -=■  ou 


t^+etc. 


; donc.  . . . i/=9 Tjr2. 


ny7h  • rj* 

20.  La  corde  MM'  et'la  tangente  MH  décrivent  des  troncs 
de  cône,  dont  les  aires  (n°  290,3°.)  sont  tr{ny  -\-k).  MM',  et 
* (vy  -\-y'h).  HM  : le  rapport  de  MM’  à MH  tend  sans  cesse 
vers  l’unité  (n°  767);  la  limite  du  rapport  de  nos  deux  aires  est 
donc  1,  qui  est  par  conséquent  celle  du  rapport 

*(2 r + k)  MM'  _ »-(3 r+k).  l/(i  +ÿ%  + jr'y"h ) 

f J u'  -f-j  . . 

attendu  que  l’aire  l décrite  par  l’arc  MM'  est  intermédiaire 
entrç  les  premières,  quelque  petit  que  soit  h.  Donc 

, u'  = 2îrjr !/( 1 +y 2 ) = 2*7/  . . 

’.  ’ • T „ . • « 

On  mettra  fx  pour  y dans  ces  valeurs  de  v'  et  u , et  l’on  iiN- 
tégrera;  c.-à-d.  qu’on  remontera  aux  fonctions  v et  u dont  elles 
sont  les  dérivées  (n°85i). 


s 


t. 
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593.  Traçons  sur  un  plan  AP  B (fig.  67)  un  trapèze  CDEF. 
Soient  cdef  sa  projection  sur  un  autre  plan  AQB,  et  <t  l’angle 
de  ces  deux  plans  ; supposons  que  les  côtés  CD,  EF  soient  per- 
pend.  à l’intersection  AB,  on  a (n°  354)  cd=CZ>X cos  », 
ef=EFx  cos  » ; donc  Taire  du  trapèze 

cdcf=  ï GHx.  ( CD+EF)  cos«=  CDEFx.  cos*. 

Cette  relation  entre  notre  trapèze  et  sa  projection  a également 
lieu  pour  un  triangle  quelconque  DIF{ fig.  68),  puisqu’en  me- 
nant les  perpend.  CD,  LF  sur  AB,  et  CE  parallèle  à DF,  ou 
forme  le  parallélogramme  CD  LF,  dont  Taire  est  double  de  celle 
du  triangle  DI  F.  Or,  d’une  part,  toute  figure  rectiligne  est 
de'composable  en  triangles  ; de  l’autre,  on  peut,  parla  méthode 
des  limites,  étendre  aussi  la  proposition  à toute  aire  plane 
curviligne.  Donc  la  projection  P sur  un  plan  d’une  aire  plane 
quelconque  A,  est  le  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de 
l’angle  des  deux  plans , P = A cos  ». 

Soient  donc  »,»',  »" , les  angles  que  fait  une  aire  plane  A avec 
les  plans  coordonnés  ; P,  P',  Pf,  ses  trois  projections  ; on  a 


faisant  la  somme  des  carrés,  il  vient  • 

Ak  = P'+P'*  + P*‘,  >•  ... 

à cause  de  cosV -j- cos’a'  + cos’«"=i  (n°  674,1°.).  Donc,/e 
carré  d’une  aire  plane  quelconque  est  la  somme  des  carrés  de 
ses  trois  projections  sur  les  plans  rectangulaires  coordonnés. 

Ces  théorèmes  servent  à trouver  l’étendue  des  surfaces  planes 
situées  dans  l’espace, en  les  ramenant  à être  exprimées  à l’aide 
de  deux  variables. 

794.  Soit  z=f{x,y)  l’équ.  d’une  surface  courbe  ; menons 
quatre  plans  parallèles  deux  à deux  , à ceux  des  xz  et  desj^z  ; 
cherchons  le  volume  V et  Taire  U du  corps  MNEF  ( fig.  69) 
renfermé  entre  ces  limites.  Attribuons  à x et  jr  les  accroisse— 
mens  h et  A ; le  point  M(xjr,  z ) sera  comparé  au  point  C:  le 
corps  aura  pris  l’accroissement  renfermé  entre  les  plans  ME, 
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$D,FM,SB  ; F et  U sont  donc  des  fonctions  de  a?  etj-  qu’il 
s’agit  de  déterminer,  x étant  augmenté  de  A,  et  y de  A,  P sera 
accru  ( rt°  ^43)  de  . > ' 

dV  , , d V , v d'V  A ‘ , d1^  , , , d'V  A * . 

dx  d y dx*  2 dxé \y  dy'  2 < 


Or,  si  l’on  n’eut  fait  croître  que  x de  A,  ou  bien  que  y de  k,  le 
corps  aurait  reçu  l’augmentation 

^ • VJWP-g4gï+..:,;  . Y-  - 

. . *■  ; PEDMQ=gk+*££+..'i 

\ ^ 
donc, en  retranchant,  on  a volume  MCRQ  = — ■ — . AA  4.. . .. 


dxdy 


1 3 JT 

On  verrait  de  même  que  l’aire  MCr=.  AA  4- . . 


' ' ' Pou»  appliquer  ici  la  méthode  des  limites,  cherchons  des 
grandeurs  entre  lesquelles  ce  volume  et  cette  aire  soient  tou- 
jours renfermés,  quelque  petit  que  soit  A ; représentons  le  corps 
MCRSQP  à part  (tig.  70). 

• ■'  i°.  Le  parallélépipède  rectangle  MPSs  a pour  volume  hkz  ; 

celui  d«  parallélépipède  construit  sur  la  même  base , et  dont 
S C=  z -+■  / est  la  hauteur,  est  = AA  (z  -f  /) . 

z . * r 

Le  rapport  ——.  de  ces  volumes  ayant  l’unité  pour  limite. 

z + l<-  'r 

„ t est  aussi  la  limite  de 

»•  V"  d*V  fW 

Ma:  j-r-  AA  + ...;  d’où^-  = a. 

J~  ■ . dxdj-  dxdr 

*.  - 

On  mettra  donc  pour  z sa  valeur /(x,^),  puis  on  intégrerai 
deu*  fois , d’abord  relativement  à x , en  regardant  y comme 
constant;  enfin,  on  intégrera  de  nouveau  le  résultat  par  rapport 
• à y seul.  ( yoy.  n°  852.) 

2°.  Menons  un  plan  tangent  Ms’  au  point  M {x,y,  z)  ; l’aire 


âxdy 
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Mr's'q' , qui  est  renfermée  entre  les  plans  MR , M Q ; Qs' , Y R,  • , 
est  (n°  793)  le  quotient  de  sa  base  PQRS divisée  par  le  cosinus 
de  l’angle  qu’elle  fait  avec  le  plan  xy,  savoir  (n°  67^,  i°.)  : * 


hk  : 


t/(t+J»"  + 74) 


A*  l/(i +/>“  + ?*). 


Mais  il  est  facile  de  voir  que  l’unité  est  la  limite  du  rapport  de 

d’ U 

kk-f-. . . à celle  quantité.  Donc 
r PU 


» 

Il  faudra  donc  différentier  l’éq.  z=f(xy)  de  la  surface;  , 
puis  de  Az=zpAx-\-  qAy,  tirer  les  valeurs  de  p et  q en  fonction 
de  x ely , et  les  substituer  ici  ; enfin  , intégrer  comme  on  l’a 
dit  ci-dessus.  Nous  donnerons  des  applications  de  ces  diverses 
formules  (n°  855). 

795.  Imitons  en  trois  dimensions  ce  qui  a été  dit  des  oscula- 
tions des  courbes  planes.  z—f(x,y),  Z = F(X,  Y)  sont  les 
équ.  de  deux  surfaces  courbes;  si  elles  ont  un  point  commun 
(.r  ,y,  z),  pour  en  comparer  l’écartement  dans  les  parties  voi- 
sines de  ce  point,  on  changera  X et  x en  ar  + A,  Y et  y en 
y k , et  l’on  prendra  la  différence  S'  des  z.  Continuons  de 
supposer  * 

ds  d z A‘z d ‘‘z  d’x  

d.r  ~ dy  dx’  AxAy  S}  Ay*  * ’ 

que  de  même  P,  Q..  . aient  de  semblables  significations  pour 
la  2*  surface.  Ou  démontrera  précisément,  comme  n°  770,  que 
si  l’on  a P—pt  Q = q,  la  différence  d1  étant  du  2*  ordre  en  A 
et  k,  aucune  autre  surface,  qui  ne  remplirait  pas  les  mêmes 
conditions,  ne  pourrait  approcher  de  la  1”  surface  autant  que 
le  fait  la  2e  ; et  si , en  outre , on  a R — r,  S = s , T==  t , l’os- 
culation sera  du  2*  ordre  , et  les  deux  surfaces  auront  un  plus 
grand  degré  de  rapprochement  dans  la  région  voisine  du  point 
commun , et  ainsi  de  suite. 
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Soit , par  ex. , un  plan  Z = AX  BY  C -,  il  aura  un 
contact  du  i,r  ordre  avec  la  surface  z—f(x,j),  si  l’on  déter- 
mine les  constantes  A , B , C par  ces  conditions,  que  le  plan 
passe  par  le  point  donné  {x,y,i) , et  qu’on  ait  A=p,  B — q. 
De  là  résulte  l’équ.  ( A ) du  plan  tangent  (n°  797). 

Pour  la  sphère,  on  a l’équation 

(A'  — a)*  + {Y—  b)’+(Z— cy  = n‘. 

On  établit  ainsi  un  simple  contact  au  pointa:,  z (n°  744) 
(x—  ay+  (j—  by  + (z  —cy=n\ 

(x  — a)+p(z  — c)  = o,  y — b + q(z  — c)=0; 

* • ’ 

ces  trois  équations  déterminent  les  coordonnées  du  centre,  et  par 
conséquent  lasplière,  dans  le  cas  d’un  simple  contact,  lorsquele 

rayon  n est  connu.  Enposant,  pour  abréger, 
l’élimination  donne 

t • 

a-=x-\-npq>,  b =y  -f-  nq<p , C=Z  — /tÿ.  ...(1); 

cette  sphère  a même  plan  tangent  que  la  surface  ; son  centre  est 
sur  la  normale  , équ.  (B)  p.  4a4-  Pour  que  l’osculation  fut  du 
2'  ordre , il  faudrait  déterminer  l’arbitraire  n de  manière  à 
rendre  R=r,S=s , T=  t : puisqu’on  n’a  qu’une  constante  à 
déterminer,  on  ue  peut  remplir  ces  trois  conditions;  en  géné- 
ral toute  surface  n’a  donc  pas  une  sphère  osculattrice  comme 
une  courbe  a un  cercle  osculaleur.  • 

796.  Mais  rendons  la  somme  des  termes  du  2e  ordre  de  la 
série  (n°  787)  les  mêmes  pour  la  sphère  et  notre  surface , ou 

7V,  , 

a.  étant  le  rapport  k : h ; on  trouve  pour  les  dérivées  du  2'  ordre 
de  l’équ.  de  la  sphère  relatives  à x et  à y, 

(z—c)R+i+p‘=o,  (z—c)S+pq=o,  (z— c)  74-i+?’=o: 
(z — c)  +p,+ipqa+(  1 +q't)a'—o ...  (2). 

p,  q,  r,  5,  t sont  des  fonctions  de  x et  y,  qu’on  tire  de  l’équation 
z=f(x,y)  de  la  surface  proposée;  a est  la  tangente  de  l’angle 
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que  fait,  avec  l’axe  des  a:,  une  droite  qui  touche  au  point,*  •* . 
commun,  et  est  menée  dans  une  direction  arbitraire.  Cette  - »' 

équ.  fait  connaître  2 — c en  fonction  de  x,jr  et  a ; les  équ.  (1)  >• 

donnent  ensuite  a,  b , et  le  rayon  n de  courbure  de  la  section  Y * 
faite  par  un  plan  passant  par  la  normale  et  la  tangente  dont  il  > 
s’agit.  On  peut  donc  trouver  les  courbures  de  la  surface  daus 
toutes  les  directions  imaginables.  • • ? 

Ayons  surtout  égard  aux  sections  dont  la  courbure  est  la 
plus  grande  ; faisons  varier  n par  rapport  à et  seul , et  posons  . • * 
n'=o  (u°  757).  Mais, d’après  l’équ.  (1), on  a alors  c'=o, en  pre-  ■ ■ 

liant  z,p,  y.constans  ; donc  la  dérivée  de  l’équ.  (a)  relative  à «-,  ,. 
c-  et  a,  en  faisant  c'  nul , donne  : r y *n  ‘ • 

' » ,■*.»  mf  ..  • « ^ * • • • 

(z  — c)  (s  + tct)+pg  + (t  + ç')*=o  J 
d’ou  ( z — c)  sm -j-pq*+ (z — c)r-|-i-^-p*=o  J ' - . »• 

en  multipliant  par  a.  et  retranchant  de  (2).  Il  est  aisé  d’ëliininer 
et  entre  ces  deux  équ. , et  d’arriver  à cette  relation  destinée  à '1. 
donner  2 — c,  .• 4 ' v ‘ ~ 

S ’ ■ 4 • < 4...' 

A{z-cy  + B(z  — c)- f-<p~’  = o.,..  <4); 
ou  A = tr — f’,  + — ap<yx.  <4’  • t 

On  en  tire  deux  valeurs  de  2 — c , et  par  suite  (1)  donne  les 
rayons  n de  la  plus  grande  et  de  la  moindre  courbure  de  la  sur* 
face  au  point  donné  (x,  jr,  2)  : enfin,  l’une  des  équ.  (3)  fait  con- 
naître et,  ou  lea  directions  de  ces  deux  courbures. 

Concevons  nos  deux  lignes  de  courbure  tracées  à la  surface  1 
proposée;  elles  sont  indépendantes  du  système  d’axes  auquel  \ , 

celle-ci  est  rapportée,  et  restent  constantes  lorsqu’on  change  •’  , 

de  plans  coordonnés.  Prenons  le  plan  tangent  pour  celui  des 
xj  ; il  est  visible  que  x,j,  z,  p et  q sont  nuis,  et  les  équ.  (3) 
deviennent 

c(* + /«)=•,  c(s*  + r)= I; 
d’où  — 1) — (=so. 

Le  produit  des  deux  racines  de  * étant  — 1 , on  en  conclut  que 
les  deux  courbes  se  coupent  à angle  droit.  Donc,  à l’exception 
des  cas  très  particuliers  où  l’équ.  (4)  serait  satisfaite  d'elle- 
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même  , sur  toute  surface,  si  l'on  prend  un  point  quelconque,  il 
y a toujours  deux  plans,  passant  par  la  normale  en  ce  point , 
qui  sont  perpend.  l’un  à l’autre,  et  donnent  la  plus  grande  et 
la  moindre  courbure  delà  surface.  Les  équ.  précédentes  font 
connaître  ces  deux  directions,  et  par' suite  les  rayons  de  ces 
deux  courbures.  . . „ 

■j97»  Étant  donnée  une  courbe  dans  l’espace  , par  les  équ.  de 
deux  surfaces  dont  elle  est  l’intersection,  en  éliminant  successi- 
vement x et,?'  entre  ces  équ. , on  aura  remplacé  ces  surfaces  par 
deux  cylindres  perpend.  aux  plans  coordonnés  des  xz  et  des  yz} 
et  les  équ.  résultantes  z=fx ,z=z Fy,  seront  celles  des  projec- 
tions de  la  courbe  sur  ces  plans.  Une  tang.  à la  courbe  l’est  aux 
cylindres  , et  par  conséquent  ses  projections  sont  tang.  à celles 
de  la  courbe  ; ainsi  les  équ.  de  la  tang.  sont 

Z—2=p[  X-X),  Z-S  = q(l-y). 

Qu’on  iuette_/'x  et  F'x  pour//  et  y, et  ces  équ.  seront  détermi- 
nées. En  éliminant  x ,y,  z , entre  nos  quatre  équ. , On  a une 
relation  entre  X,  F,  Z, qui  est  l’équation  de  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe, c.-à-d.  celle  de  la  surface  eugen- 
drée  par  une  droite  mobile  sans  cesse  tangente.  Si  cette  surface 
est  un  plan,  la  courbe  est  plane  , autrement  elle  a une  double 
courbure  .-  on  distinguera  donc  aisément  ces  deux  cas  l’un  de 
l’autre. 

Au  point  de  contact,  il  y a une  infinité  de  perpend.  à la  tan- 
gente; cette  multitude  de  normales  déterminent  le  plan  nor- 
mal, dont  il  est  facile  de  trouver  l’équ.  (n°  668), 

Z->+X-=î+Y-=Z  = o. 

r i 

798.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  contacts  des  surfaces 
aux  courbes  à double  courbure  , mais  nous  n’entrerons  pas  ici 
dans  ces  détails.  [Voyez  Fond,  analyl.  (n°  i40>  et  1 ’Anal. 
appl.  de  Monge.]  Bornons-nous  à la  recherche  du  plan  oscu- 
lateur.  Soient  z=fx,y  = ^x  les  équ.  de  la  courbe;  celle  du 
plan  qui  passe  par  le  point  (xy,  z) , est 

v z — z~Z(X—  x)  + B(Y-y). 

T.  II.  08 
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Déterminons  A et  /i  en  établissant*  un  contact  du  2 ordre.  S* 
l’on  change  ienï  4-  h, y et  z recevront,  pour  la  courbe,  les 
accroissemens  , 


l=hf  + \hf...  *=H'+îfc*-T — 

Mettons  donc x -(- A,  X + 1 + 7 Pour  X > ^ ^ans  ^ ®9U' 

du  plan  : il  vient  lz=  Ah  Bk  ,ou 

A/+ 1 A/"-*-  • • • = & + + ' ®7ta4'"+*  • - 

Les  arbitraires  A et  B seront  déterminées  par  ces  deux  condi- 
tions A + BÏ=f,  B a~f;  donc  1 équation  du  plan  oscu- 

* ■ j ». 

lateur  est 

-1"{Z -f)  -,  (fV  -fV)  XX  - x)  +/.(!'-.*).  * 

..  ■ * ••  ' .‘r%- 


De  la  méthode  infinitésimale. 

* «>  ’ . r‘.  *,* 

• i4  - -T 

799.  Nous  avons  déjà  remarqué  (tome  I,  note,  page  297), 

en  appliquant  la  méthode  des  limites  (u°  1 1 3)  a uneéqu.  entra 
des  constantes  et  des  variables  qui  puuvept  être  rendues  aussi 
petites  qu’on  veut,  que  lorsqu’on  n’a  besoin  que  de  la  relation 
qui  lie  les  termes  constans  , ce  n’est  pas  commettre  une  erreur 
que  de  négliger  dans  le  calcul  quelques-uns  des  termes  qu’on 
sait  devoir  disparaître  par  la  nature  même  du  procédé.  Il  en  a 
été  de  même  (u°  422)  pour  la  méthode  des  tangentes.  La  certi- 
tude mathématique  ne  sera  donc  pas  altérée  par  ces  omissions 
volontaires,  pourvu  qu’on  se  soit  assuré  qu  en  effet  elles  n affec- 
tent que  les  quantités  qui , par  la  nature  même  de  l’opération  , 
doivent  disparaître  du  résultat. 

On  pourra  donc , dans  toute  question  semblable,  omettre  les 
termes  indéfiniment  petits , que  les  géomètres  ont  appelés,  avec 
Leibnitz, des  infiniment  petits.  En  se  dispensant  d’y  avoir  égard, 
on  abrégera  beaucoup  les  calculs , puisqu’il  est  souvent  difficile 
d’évaluer  ces  termes  ; et  les  résultats  seront  exacts.  On  pourra 
même  présenter  la  théorie  avec  la  rigueur  géométrique,  en 
prouvant  que  les  quantités  omises  sont  au  rang  de  celles  qui 
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doivent  en  être  supprimées.  Cette  métliode  est  précieuse,  non- 
seulement  pour  graver  les  résultats  dans  la  mémoire,  mais  en- 
core pour  les  spéculations  analytiques  compliquées;  et  il  im- 
porte de  ne  pas  se  priver  d’un  secours  aussi  puissant,  surtout 
en  considérant  qu’on  peut  toujours  rendre  nu  procédé  la  ri- 
gueur qui  lui  manque  en  apparence, 

800.  Les  applications  de  ces  notions  aux  élémeus  de  Géo- 
métrie sont  si  faciles,  que  nous  nous  dispenserons  de  tes  faire  ; 
t liacun  pourra  aisément  y suppléer.  Mais  venons-en  à celles  du 
Calcul  différentiel. 

» Soient  j , z , /...  des  fonctions  données  quelconques  de  x ; si 
x prend  l’accroissement  dit,  ceux  que  prendront^,  z...  résul 
feront  des  relations  données  qui  lient  ces  variables  à r,  et  l’on 
aura 

dj-=3  Adx-J-  ^dr1-}-  . . . Az—  A' dix  -f-  B'Ax'-\-. . . 

Or,  quelque  soit  le  butde  notre  opération  , dy  doit  être  com- 
biné avec  dz,  dl. . . ,v  de  manière  à former  une  équ.  M ■=  o. 
Lorsqu’on  aura  substitue  à djr,  dz...  leurs  valeurs , d.r  sera  fac- 
teur commun,  et  pourra  être  omis  dans  l’équ.  M= o,  en  sorte 
que  les  premiers  coefbciens  A , A',. . . en  soient  seuls  exempts. 
Mais  x ,y , z.  . . étant  maintenant  regardés  comme  des  termes 
fixes,  leurs  accroissemensdx,  djr..'.  pourront  être  rendus  aussi 
petits  qu’ou  voudra,  de  sorte  qu’en  faisant  da?=o,  l’équ.  M—o 
dévia  perdre  tous  les  termes  B , B' . . . On  pourra  donc  d’avance 
dégager  le  calcul  de  ces  termes , et  dire  que  d y = Adx , ‘ 
dz  —A'dx^..  ; les  autres  termes  sont  négligés  comme  des  infi- 
niment petits  du  2*  ordre,  expressiou  qui  sert  à éviter  une  cir- 
conlocution. 

• f t . * m * 

On  conçoit  les  grandeurs  comme  formées  de  parties  quel- 
conques élémentaires,  qu’on  nomme  Différentielles , et  qu’on 
désigne  par  la  lettre  d,  comme  nous  l’avons  indiqué  n“6ç)8  Ces 
différentielles,  comparées  aux  élémens  véritables  , n’en  diffè- 
rent que  de  quantités  négligeables , c.-à-d.  de  valeurs  que  le 
calcul  ferait  disparaîtresi  l’on  y avait  égard.  Le  résultat  n’elaul 
pas  atteint  de  cette  sorte  d’erreur,  en  prenant  ainsi  îles  quan- 

• 28  . 
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tités  défectueuses  au  lieu  des  véritables,  on  sc  trouve  conduit  * 
des  calculs  et  à des  considérations  simples  qui  abrègent  singu- 
lièrement les  opérations. 

dar,  i\r,  différentielles  de  a:  et  jr,  ne  sont  pas  précisément 
les  accroissemens  de  ces  variables,  quoiqu’on  les  traite  comme 
tels,  puisqu’au  lieu  de  prendre  dr  = AAx  -+•  Bdx\...,  on 
prend  seulement  d.r  = ^dx;  ce  sont  des  quantités  qui  ne 
diffèrent  de  ces  accroissemens  que  de  parties  qui  s entre-détrui- 
sent  par  le  calcul,  et  qu’il  est  inutile  de  considérer. 

A est  la  dérivée  que  nous  avons  désignée  par  ÿ,  et  que  nous 
savons  trouver  pour  toute  fonction.  Il  est,  au  reste,  bien  aisé 
de  l’obtenir  de  nouveau  , en  partant  des  principes  mêmes  que 
nous  venons  d’exposer.  En  voici  quelques  exemples: 
Soit^._zt>  z et  / étant  des  fonctions  de  a:,  on  a 

4y=r(2  + ds)  (t+dl)  — zt=tds+zil, 

en  négligeant  dz.dt,  qui  ne  contient  que  dx*,  dx3. . . 

Pour onadr  = (2  + d2r-  z"  = mz"— da,  en  né- 
gligeant les  dz’,  dz3. . . (Foj.  n°  -308.) 

’ Soit  r = d’où  = fi**'  - = («*  - »)?  ™is 

(p.  a43)  on  a + •••;  donc  4r=  *«**,  en  op- 

primant les  dx’,  dxs. . . 
y — Log  2 donne  z~à>  y et 

d^=Log(z  + dz)  — Logz  = Log(i  +y): 

donc  0^=1  +T;  °r»  ^r=i+kdy,  ainsi  Ajr  = % 

» 801.  La  méthode  infinitésimale  consiste,  comme  on  voit,  à 
substituer  dans  le  calcul,  aux  véritables  accroissemens  qui  en 
font  l’objet,  d’autres  quantités  dont  l’erreur  soit  de  nature  à 
ne  pas  altérer  le  résultat.  Au  lieu  des  variations  véritables,  qui 
seraient  difficiles  à traiter  et  compliqueraient  les  opérations,  on 
prend  à leur  place  d’autres  quantités  plus  simples,  et  qui  se  prê- 
tât mieux  aux  recherches  qu’on  en  a vue,  aux  calculs  qu’on 
doit  exécuter.  Mais  pour  être  en  droit  de  prendre  des  valeurs 
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défectueuses,  il  faut,  avant  tout,  s’être  assuré  qu’il  n’en  résul- 
tera aucune  erreur,  et  que  si  l’on  ajoutait  à celles-ci  ce  qui  leur 
manque,  ces  parties  ajoutées  s’entre-détruiraient. 

Ainsi pour  que  la  méthode  puisse  être  employée  en  toute 
sûreté  , il  faut  remplir  une  condition  indispensable  , celle  de 
l’égalité  des  limites,  ou  dernières  raisons,  qui  consiste  à compa- 
rer les  grandeurs  véritables  à celles  qu’on  leur  substitue  , à les 
faire  varier  ensemble  , et  à voir  si , dans  leur  diminution  pro- 
gressive, leur  rapport  tend  sans  cesse  vers  l’unité,  car  l’unité 
en  doit  être  la  Ihnife.  Si  un  arc  de  courbe  BM  (fig.  4°  ) a pour 
accroissement  l’arc  MM1,  on  pourra  prendre  en  sa  place  la  corde 
MM' ; cette  corde  sera  la  différentielle  de  l’arc,  attendu  qu’en 
rapprochant  les  points  M et  M' , l’arc  et  la  corde  diminuent  , 
et  leur  rapport  tend  vers  l’unité  qui  en  est  la  limite.  Mais  on 
ne  doit  pas  prendre  MQ  pour  différentielle  de  MM",  sous  pré- 
texte que  MM'  et  MQ  tendent  à l’égalité,  et  deviennent  nuis 
ensemble,  car  le  rapport  MM'  ; MQ  n’a  pas  i pour  limite.  C’est 
ainsi  que  ax%  et  bx , qui  deviennent  nuis  ensemble,  ont  pour 

rapport  , dont  la  limite  est  zéro,  et  non  pas  i. 

En  comparant  un  arc  de  cercle  à son  sinus,  on  peut  prendre 
^accroissement  de  l’un  pour  celui  de  l’autre  : y ~ sin  z donne 
djAc=sin  (C-f-d*)  — sin  z,  ou  sin  z cos  dz  + sin  dz.cosz  — sin  z. 
En  remplaçant  sin  dz  par  dz  et  cos  dz  par  i , parce  que  les  rap- 
ports de  ces  grandeurs  tendent  vers  l’unité  , on  trouve 

dy=dz.cos  z.  On  trouverait  de  même  la  différentielle  de  cos  x, 
de  arc  (tang  — x) . . . . 

■i  , Un  principe  qu’on  ne  doit  jamais  perdre  de  vue,  dans  ce 
genre  déconsidérations,  est  celui  de  l’homogénéité,  qui  consiste 
en  ce  que  les  différentielles  doivent  être  de  même  nature  que  la 
grandeur  qu’on  considère,  et  de  même  ordre  entre  elles.  On  ne 
peut  donc  prendre  pour  différentielle  d’un  solide  qu’un  autre 
solide  ; pour  celle  d’une  surface  qu’une  aire,  etc.  ; on  ne  doit  pas 
regarder  une  ligne  comme  la  somme  d’une  infinité  de  points  , 
une  aire  commç  a réunion  d’une  série  de  lignes,  etc.;  el,en 
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outre,  toute  formule  ne  devra  jamais  renfermer  que  des  larme * 
où  les  différentielles  seront  de  même  ordre.  . Sfû  , 

Cet  artifice,  qui  traite  les  différentielles  connue  si  ellesetsient 
exactes,  donne  lieu,  il  est  vrai,  à des  équ.  défectueuses;  mais 
ou  ne  doit  pas  s’eu  inquiéter,  parce  qu’on  est  convaincu  que  le  '* 
résultat  définilifn’en  sera  pas  atteint,  toutes  les  fois  qu'on  n’aura 
en  vue  que  les  limites,  lesquelles  sont  les  mêmes  pour  les  diflpr-, 
rentielles  et  pour  les  élémens  véritables.  Ce  calcul  se  présente 
d’abord  comme  un  moyen  d’approximation , puisqu’on  rein-* 
place  ceux-ci  par  des  quantitésqui  en  sont  voisines  ; mais. comme 
on  ne  destine  ce  calcul  qu’à  la  détermination  des- dernières  rai- 
sons, qui  sont  les  mêmes  pour  les  uns  et  les  autres,  le  calcul  ac-  f 
quiert  la  rigueur  même  de  l’Algèbre  ; et  le  langage  , aussi  bien  -, 
que  la  notation,  en  ont  toute  l’exactitude,  puisque  dés  qu’on 
prononce  les  mots  d’infiniment  petit , de  différentielle , «n  en- 
tend ne  faire  usage  du  calcul  que  dans  les  problèmes  qui  dépen-s 
dent,  non  plus  des  grandeurs  qu’on  a envisagées,  mais  des  rap- 
ports de  leurs  dernières  raisons.  Une  différentielle  est  donc  une 
partie  de  la  différence , partie  dont  le  rapport  avec  celte  dijfé-j- 
rence  a T unité  pour  limite.  <.  -•*  ' 

Dans  le  Calcul  intégral,  qui  a pour  but  de  remonte!'  des  dé- 
rivées aux  fonctions  primitives,  on  regarde  l’intégrale  comme  , ^ 
la  somme  des  élémens  ou  des  différentielles,  ainsi  que  no  usa  li- 
rons occasion  de  le  remarquer,  n°*  842,  846  et  85a. 

Les  applications  de  ces  principes  à la  Géométrie  et  èt  la'  Mé- 
canique sont  très  fréqueutes.  Voici  quelques  exemples  des  pre- 
mières. ''  - * - ~ . 

80a.  Soient  BM  — s (fig.  4o)  un  arc  de  courbe,  les%oordqn-$' 
nées  de  M étant  x et  jr  ; enfinj'  — fx  l’cqu.  de  çettc  courbe.  I# 
tangente  TM  sera  supposée  le  prolongement  de  l’élément  infi- 
niment petit  MM'  de  la  courbe  ; ce  qui  revient  à dire  que  la 
corde  de  l’arc  MM'  — ds,  pouvant  approcher  autant  qu’on 

veut  de  MH,  l’angle  M' MQ,  dont  la  tangente  = ne  dif- 
fère dÜWi^Ç  que  d’une  quantité  indéfiniment  > 

i . '■  io-  * 
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vaut  le  triangle  M' MQ,  dont  les  côtés  sont  dx,  dy  et  ds,  on  a 
donc,  comme  u°  762  et  p.  399, 


n,  dx  dr 

cos  7 = — , si  n I — -f- 
d*  ds  • 


fÿs 

Puisque  Tare  MM  = s et  sa  corde  out  l'unité  pour  limite  ue 
leur  rapport,  on  peut  substituer  l’arc  d«  à sa  corde,  et  l’on  a 
la  longueur  de  l’hypoténuse  , ou  ds  = l/(d*’  + àj-*). 

Spit  t , l’aire  CBMP  ; le  rectangle  indéfiniment  petit 
MPP'Q  —y dx  pourra  être  pris  pour  di;  donc  At—yàx. 

* s.  4 * y 

8o3.  Appliquons  ce  procédé  aux  coordonnées  polaires.  Du 

pèke  A (fig.  4®)  pour  centre,  décrivons  l’arc  MQ  par-le  point 

k,  , =.  . MQ  AM 

M(r,6),  nous  aurons — — = — - , 

V mq  Am 

Menons  AT  perpendiculaire  sur  AM,  et  la  tangente  TM'  qui 

se  confond  avec  l’arc^  suivant  l’élément  MM'  — ds  , or,  les 

triangles  semblables  MM!  Q,  TM  A donnent  ( vojr . p.  397) 

?MQ  _ AT  rdS  J’J 
WQ  ~ AM' 


ou  donc  MQ=rdt. 

da  1 v 


rdii 
ou  — — 
dr 


doue 


rsd« 

sous-tang  A T=  -r— . 

dr 


Dans  le  triaugle  rectangle  TM  A , on  a 

s!T  rdt 

• , * tang  /A/^  = _ = _v-- 

< ' •* 

De  plus,  MM'*  ==  MQ'  -j-  M Q*  devient  ds“  = r'd&‘  -f-  dr  . 

Enfin,  l’aîre  ABM  — t comprise  entre  deux  rayons  vecteurs 
a pour  différentielle  AMM',  qu’on  peut  regarder  comme  égal 
ètAMQ-,  or  AMQ=i  AMx.  MQ-,  d’où  dr  = j rdf  (p.  400). 

804.  Dans  sa  révolution  autour  de  Ax  (fig.  4°),  CBMP  en- 
gendre un  corps  dont  le  volume  est  v et  l’aire  u;  or,  l’arc  j 
M M décrit  la  différentielle  de  u,  qui  est  un  tronc  de  cône,  et 
— \MM'  (ci^iW+cir.  Pi'M),  ou  plutôt fc=Af.W'x  cir.  PM-, 
donc  du  -=2!yd4.  De  même  Vairje  MPP'M'  engendre  la  diffé- 

4,  . m-  V * ’ • - 
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renliclle  du  volume  v qu’on  peut  regarder  connue  égal  au  cy-? 
lindre  décrit  par  MPP'Q=:PP'  x cercle  PM;  donc  d«'=5r;'Jdar. 
Cela  est  conforme  au  n“  792.  < 

Soit  la  surface  courbe  BD  (fig.  69)  dont  l’équ.  z±=f(x,j)  est 
donnée  ; lorsqu'on  fera  croître  x de  dx,  le  volume  V ==EFMN 

croîtra  de  MBFR  — — dx.  Si,  dans  ce  résultat,  on  augmente 
dx 


jr  de  d \jr;  le  volume  M BR  croîtra  de  MCSP  - 


A'V 


dx<lj 


.dxdj 


O- 


i‘U, 


De  même  l’aire  MN  = U augmente  de  MC=- — j-.dxdr. 

,s  uxajr  * 

Cela  posé,  i°.  le  plan  Mrsq  (fig.  70),  parallèle  au  plan  xj-y 
forme  le  parallélépipède  MPSs  dont  le  volume  est  xdadj’j 
donc  d‘E"  —.zdxdy,  formule  qui  revient  à celle  du  n°  794* 

• * 20.  Le  plan  tangent  Mrs'q'  peut  être  supposé  confondu  avec 

la  surface  dans  l’étendue  de  MC ; et  comme  ( n?  qg3)  la  base 
, PS,  ou  drdx,  est  = MC  X cos  »,  a désignant  l’inclinaison 
de  ce  plan  sur  celui  des  xjr,  on  a 

dxdr  * * 

MC~7^r  =ic4r  +/»*  + ?’).  (p-  4*41-  '* 

eus  OS,  > 


Donc  d’l/=  dxdjr  {/(i  ?’)• 

8o5.  Soit  <l/=o  l’équ.  d’une  surface  èn  x,y,  z et  les  cons*- 
tantes  arbitraires  « et  fi.  Si  « et  fi  reçoivent  des  valeurs  fixes, 
la  surface  aura  tous  ses  points  déterminés  dans  l’espace.  Mai» 
qu’on  trace  à volonté  une  courbe  sur  le  plan  xjr , j = ^x,  et 
• qu’qu  établisse  entre/3  et  «la  même  liaison,  fi— y* ; en  chassant 
fi  de  M,  on  pourra  ensuite  attribuera  « une  série  de  valeurs 
successives.  M=  o deviendra  l’équ.  d’une  multitude  de  surfaces 
courbes,  qui  ne  différeront  entre  elles  que  parla  grandeur  d^s 
constantes  a et  fi.  La  suite  infinie  de  ccs  surfaces  forme  ce  qu’on 
nomme  une  Enveloppe. 

Pour  considérer  la  surface  qui  varie  fier  le  changement 
de  k,  dans  deux  états  infiniment  voisins,  il  faut  différentier  M 
. par  rapport  à ç.  .1/  = o,  M’s s=o,  particttTariscnt,  pour  une  va- 


* 


4/1 

| • 

* JL 
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leurdoiiuée  de  <*,  la  courbe  d’intci  section,  ou  plutôt  de  contact 
des  deux  surfaces  voisines  : c’est  cette  courbe  qu’on  a appelée 
Caractéristique.  Qu’on  élimine  » entre  ces  deux  e'qu.,  et  l’on 
aura  uneéqu.  en  r,jr,  :,  sans  a ni  0,  qui  appartiendra  à cette 
courbe,  quelle  que  soit  la  position  de  la  surface  mobile  : ce  sera 
donc  l’équ.  de  l’ Enveloppe . 

De  plus,  pour  une  caractéristique,  déterminée  par  une  valeur 
particulière  de  <t,  si  l’on  fait  varier  « infiniment  peu  , M et  M 
devenant  M'  et  M”,  on  aura  une  seconde  caractéristique  infini- 
ment voisine  de  la  î”.  Pour  les  points  communs  à l’une  et  à 
l’autre,  on  a les  trois  équ.  M = o,  M'  = o,  ]W=o,  les  déri- 
vées étant  ici  relatives  à « seul.  En  faisant  passer  a par  toutes 
les  grandeurs  possibles,  chaque  état  donnera  des  points  particu- 
liers de  l’enveloppe,  lesquels  sont  ceux  du  contact  des  carac- 
téristiques considérées  dans  leurs  situations  consécutives.  La 
courbe  qui  les  joint  est  nommée  arbte  de  rebroussement ; elle 
est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques , précisément  de  la 
même  manière  que  l’enveloppe  touche  toutes  les  enveloppées 
scion  ces  courbes.  Les  deux  équ.  de  cette  arête  s’obtiennent  en 
éliminant  «entre  les  trois  équ.  précédentes. 

Enfin,  éliminant  « entre  les  équ.  M = o,  M'=o,  M"  = o, 
JT=o,  où  les  dérivées  sont  toujours  relatives  à «,  on  verra 
de  même  qu’on  obtient  celui  des  points  de  1 ’arete  de  rebrousse- 
ment qui  forme  lui- même  un  rebroussement  ou  une  inflexion. 

8o6.  Prenons  le  plan  pour  surface  mobile,  les  caractéristiques 
seront  des  droites,  et  l’enveloppe  jouira  de  la  propriété  d’être 
une  surface  développable , de  pouvoir  s’étendre  sur  un  plan  , 
sans  rupture  ni  duplicaturc,  en  ne  la  supposant  ni  flexible* 
ni  extensible.  En  effet,,  si  l’on  fait  tourner  chaque  élément  de 
cette  surface  autour  de  la  droite  de  section  par  l’élément  voisin, 
on  pourra  visiblement  amener  tous  ces  élétnens  A se  trouver 
appliqués  sur  un  plan. 

Les  surfaces  développables  peuvent  être  regardées  comme 
formées  d’éléincns  plans  d’une  longueur  indéfinie;  tels  sont  le 
cône  et  le  cylindre.  Cherchons  une  équ.  qui  appartienne  à toutes 
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ces  surfaces,  .<au s avoir  égard  à la  uature  du  niouvementjÿuo 
prend  le  plan  mobile.  Le  plan  tangent  coïncidant  avec  un  clé- 
ment plan,  il  est  clair  que  x,  y et  z peuvent  varier,  sans  que  * 
pour  cela  ce  plan  varie.  L’équ.  est  ( A , p.  4*4)  r* 

Z = pX  -f-  qY  -+-  z — px  — qy . > TF  ■* 

Di  fièrent  ions  par  rapport  à x,  y et  z,  et  exprimons  que  p,  q et 
■3 — px  — qy  ue  cbaugent  pas.  De  ces  trois  conditions,  le  calcul 
montre  que  l’une  est  comprise  dans  les  deux  autres,  eu  sorte 
qu’on  n’a  que  ces  deux  équ.  d/>  = o,  àq  — o,  ou  plutôt  (eh 
conservant  la  notation  de  la  p.  43o)  r+sy1  =zo,  i-{-ty'  =&>. 

I ci, y'  dépend  delà  direction  selon  laquelle  le  point  de  contact 
a changé;  en  éliminant^',  il  vient  enfin,  pour  l’équ.  de  toutes 
les  surfaces  développables,  quelle  qu’en  soit  d’ailleurs  la  géné- 
ration particulière,  rt  — i’î=  o. 

Voy.  l’Analyse  de  Monge,  où  cet  illustre  géomètre  a présenté 
une  foule  d’applications  curieuses  de  la  doctrine  infinitésimale  * 


aux  surfaces  courbes. 


Ê. 


H.  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  d’uNE  SEULE  VARIABLE. 


Règles  fondamentales. 


* 


jt  * 

807.  Le  calcul  intégral  a pour  but  île  remonter  des  fonctions 
dérivées  à leurs  primitives;  on  y parvient  à l’aide  d’une  suite  « 
de  principes  et  de  transformations.  Pour  éviter  les  modifie*-  1 
lions  qu’il  faudrait  faire  éprouver  aux  formules,  en  vertu  des 
divers  changernens  de  variable  indépendante  ( n°  734)»  nous  * 
préférerons  l’emploi  de  la  notation  de  Leibnitz.  Lorsqu’on  veut 
marquer  qu’on  doit  prendre  l’intégrale  d’une  fonction,  ou  la 
fait  précéder  du  sigue  f qu’on  prononce  Somme  ; ainsi. . . . . 

r'  — [^x\  étant  la  dérivée  de  r'  + c,  on  écrira  tly  = l\x  ’dx , 
d’où  Jfa'dx  = x'  + c. 

808.  Examinons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  fonctions 


'■«s 
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primitive»  fx  et  Fx  d’une  même  de'rivée  y.  Le  théorème  de 


Taylor  donne 

/ (•*  + h)  fx  +y'h  + + . 

F (x  + h)  = Fx  + yh  + iyh*  + . 
f (x  + h)  — F(x -f-  h)  = fx  — Fx. 


d’où 


Il  faut  donc  queyi — Fx  n’éprouve  aucun  changement,  lors- 
qu’on y change  x en.x  -f-  h-,  ainsi  fx — Fx  conserve  la  même 
valeur  C,  quel  que  soit  x,fx  ~ Fx  -f-  C.  Donc,  toutes  les  fonc- 
tions primitives  qui  ont  même  dérivée , ne  different  entre  elles 
que  parla  valeur  du  terme  constnnl.~Si  l’on  ajoute  une  cons- 
tante arbitraire  à toute  intégrale , elle  prendra  la  forme  la  plus 
générale  dont  elle  soit  susceptible. 

8o(j.  En  renversant  les  règles  principales  du  calcul  des  déri- 
vations, on  trouvera  autant  de  règles  du  calcul  intégral.  Il  sera 
facile  d’en  conclure  que, 

I.  L’ intégrale  d'un  poljnome  est  la  somme  des  intégrales  de 

ses  divers  termes  ; on  conserve  à chaque  terme  son  signe  et  son 
coefficient  (n°  joi).  w 7®  * 

II.  Pour  intégrer  7,*il 7. , il faut  augmenter  l’exposant  n d’une 


■*pr 


unité , supprimer  le  facteur  dz,  et  diviser  par  l’exposant  ainsi  \ 


augmenté  (n°  702)  ; ou  f Aznàz  ■ 


IV 


n+t 

Pareillement  Az~*d z,  ou  Adz  : z",  a pour  intégrale 
Az-*+l  A 


. Ainsi,  lorsque  Invariable' est  au 


— n -f-  1 (n  — 1)  z"~ 

dénominateur , on  prend  la  fraction  en' signe  contraire  y on  y 
diminue  l’exposant  de  la  variable  d’une  unité,  et  l’on  multiplie 
le  dénominateur  par  cet  exposant  ainsi  diminué. 

Ces  règles  s’appliquent  aussi  aux  fonctions  qu’on  peut  rame» 
■ ner  à z"dz.  Pour  ax"~'dx(b  +cx“)"i  on  remarque  que  la  dif- 
férentielle de  b -f-  ex"  est  rtcx*~ ’d.r;  puisque  notre  Ier  facteur 
n’en  diflèrc  que  par  la  constante  ne,  on  le  prépare  pour  l’a- 
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mener  â cette  forme,  et  l’on  a 

— X ncxn~‘dx  (b  -f-  cje*)m  = — zmdz , 
ne  'ne 

‘.9  • m 

eu  faisant  b -f -ex"  =fx.  On  a donc,  pour  intégrale,  j 


% 


azr 


+ C±=; 


(6  + cx»)»*+'  + C. 


nc(m+i)^  ne  (m  + «)*' 

La  transformation  qui  a introduit  z n’était  même  pas  Néces- 
saire, et  il  conviendra  à l’avenir  de  l’éviter,  parce  qu’elle  fait 
languir  les  calculs. 

• ,.v  • « > * 

* De  inêine/6v/(4*’  +.3)xdx=  ’ (4x’  -f-  3);  -f-  C. 

III.  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  *»!'=—  i,'i 
puisqu’on  trouve  /V*,</z=oo  ; mais  cela  vient  de  ce  que  l’inté- 
grale appartient  à une  autre  espèce  de  fonction.  On  sait  (n*  719) 

que  /"—  = b *f-  C.  De  même  f — l{a  4- a)  -p  C. 

Donc,  toute fraction  dont  le  numérateur  est  la  différentielle  du 
dénominateur,  a pour  intégrale  le  logarithme  de  ce  dénomina- 
’’  teur.  Daus  ce  cas,  nous  mettrons  A l’avenir,  pour  la  commo- 
dité des  calculs,  la  constante  arbitraire  sous  laformf  1CG,  „ , 
5x3d.r 


four  intégrer 


2^^^,  je  rcmarque^qu’au, facteur  constant 


près  5,  cette  fraction  rentre  dans  la  règle  précédente  » je  le 
prépare  donc  ainsi 

ffS  lajPdx  J_  5 . ’ \ * ’ 
t.  J ta*  3**  <4-7  ta  ^ t -, 

IV.  Toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  un  radical  carnée 
etdont  le  numérateur  est  la  différentielle  de  Ta  fonction  que.ee 
radical  affecte,  a pour  intégrale  le  doublede  ceradical  (n°  7JO), 

.•«  - »v  ; i"î 

J f..;  " **  •' 

V.  Une  des  règles  les  plus  importantes  à considérer,  est  , 

celle  de  l'intégration  par  parties  ; voici  en  quoi  clic  consiste, 

4.  t'.i  ■ •>  * • • 1 


« 


* "p. 

v 

* 

* 
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On  a vu  (n*  703)  que  d (ut)  = udl  + /du;  donc,  en  intégrant ,, 
ut  = fudt  + / tdu 

et  fudt  = ut  — //du;  * **• 

ainsi,  après  avoir  décomposé  une  différentielle  proposée  en  deux 
fadeurs,  dont  l’un  soit  directement  intégrable,  on  intégrera  en 
regardant  l’autre  fadeur  comme  constant ; mais  on  retranchera 
ensuite  l’intégrale  de  la  quantité  qu’on  obtient,  en  diffèrentiant 
ce  résultat  par  rapport  à la  seule  fonction  qu’on  a prise  pour 
constante.'  , 1.  . *’  . ' 

Ainsi,  pour  intégrer  Lr.dar,  je  regarde  dtr  comme  seule  va- 
riable, et  j’ai  x.lx;  je  différentie  ce  résultat  par  rapport  A 
la:  seul,  et  j’obtiens 

f\x.dxz=x.lx  — fx.—.s=x]x — x -4-  C.  v 1 
x e 

* ' > 

Cette  règle  offre  l’avantage  de  faire  dépendre  l’intégrale  cher- 
chée d’une  autre  intégrale;  et  l’adresse  de  ce  genre  de  calcul 
consiste  à faire  la  décomposition  eh  deux  facteurs,  de  sorte  que 
le  dernier  soit  moins  compliqué  que  la  proposée. 

VI.  La  règle  du  n°  7a 3 donne,  le  rayon  étant  1 , 

' » 5-* +c,  * 


/; 


d*  L . ! . '-si?  * rr 

, -qrp  = «c(tang=  z)  + C. 


On  pourrait  aussi  supposer  le  rayon  =r,  et  l'on  aurait  ces 
mêmes  seconds  membres  pour  valeurs  respectives  des  intégrales 
Ç rdz  r — rdz  f r*dz 

J — *’)’  J ^(1-  — *»)» 

Pour  obtenir  J*  » on  divisera  haut  et  bas  par  a , 

m Ja  dt 
bz%  a\  b * 1 «+•  P* 


m 

a 


c \z 


\ -f- 
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t*  A.»  - 

« ^ . j C/Z  fyj 

'«  faisant —=/V  Donc-— arc  (tang=r/)  4- c est  l’inté- 

grale cherchée,  le  rayon  étant  i ; d’où 

* f * ■ r * * ’ 

»•!  *.  ‘C  rn^z  m f /f>\  -et-  f 

, .•  * yj+T/-=7r«r)-*tc(.,*n«=V;i-,-<;- 

- _ . ' -•> 


On  trouve  de  même 

•4* 

mdz 


-■>  . 

C mdz  m / . z \ ^ -1' 

7 rtïï-  - *«■)  = 78  •— 1““  ; v* ) ■»  c.  ■ 

• • ' • . • . ..  >i 

k - . ■ t . * ç 

Des  Jractions  rationnelles.'  v 

* Vu  *•  ’ ...  • 

8i  o.  Nous  avons  donné  ( p.  123)  des  procédés  généraux  pour  , 

A' 

décomposer  toute  fraction  rationnelle  — en  d’autres,  dont  la 

D 


forme  soit  l’une  des  suivantes 


- A 


Ax+B 


X 


/ V'  1. 


ar_a’  (x  — a)1*’  y’  (x*+px  -f-y)»'  « 

v A:B,p,q,  n..„  étant  descoostantes,  et  les  facteurs  dejr’4 px-\-q 
étant  imaginaires.  Il  s’agit  «Jonc  de  donner  de»  règles  pour 
'remonter-' de  ces  fractions  aux  expressions  dont  elles'  son|  les 
dérivées.  Remarquons  que  chassant  le  terme px  des  deux  der- 
nières, par  la  transformation  (page  48),  x=z  — ip,  puis, 
faisant  fi'=q  — ±p',  quantité  positive  par  supposition,  on  a 

simnlr.mnnt  Ÿ 


simplement 
v * ■ ’ ' Az+B' 

X*' 


z'  4-0‘  ’ 
Adx 


et 


A z -f*  B 

(s’ 4 -&Y 


i *r  cas,-  L’intégrale  de  est  A\  (x—a)  4 lcl'on  A\c  (x—a). 

Par  ex. , on  a vu  (p.  224)  que 

. 4 

dx  1 / dx  dx  \ v 

o* — x‘  2 a \a  -j-  x a — r x)  ’ ^ 
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donc  — [ 1 (a  -f-  x)  — 1 ( a — x)  le]  est  l’in  légrale , d’où 


/*  dx  _ j < ja  4-  x) 

a 2 — x1  la  a — x 


i.a  + x) 


De  même 


/(2  — 4X)  4* r idx  P 2dx 

x * — x — 2 J q^  — 'x  J x + i 

= — al(x — 2) — a 1 (ar  -f- 1 ) -J-  U:  = 1 
AAx 


(xa — x — a)a’ 

2"  cas.  La  fraction  ‘ a pour  intégrale  (règle  II  ) 

J3i 


(r  — a) 

r1 


— . Par  exemple  (p.  2a5), 


x3-|~x’-}-2  2dx  dx  jdx  i dx  jj  dx 

xb — ax3 -4- x ~~  x (x — i)*  x—  i (x-f-i)’  x-f-r 

donne  pour  intégrale 


2lx- 


x — i 


£l(x  — 1)  + 


2(X+I) 


— iitè+o+c. 


3*  cas.  Pour  la  fraction  dz,  on  intègre  séparément 

SïjTj;  et  ; 1»  première  par  la  règle  III , la  deuxième 

par  celle  VI  (n°  8og).  On  trouve 

Ainsi  (p.  25*5)  on  décompose 

/**  4 • dx  _ ri  (x — i)  dx 


r xdx  r \ ,dx 

j W^i  j îfe  “/  ' 


X‘+ï+  I ’ 

le  i"  terme  =r.j  1 (x  — i).  Pour  le  2e  on  fait  jr—  s — J,  ce 

gui  donne  — A^-l.  -f  C * ‘K  ; l’une  de  ces  intégrale  est 
t -■  ~r  1 J " "T"  i 

= — ‘ l(s*+il)  — — 11  [/  (*''+x  +.); 


^•r*-iar 
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l’autre  donne  ’ [/  3 arc  ^tang  =:  ^onc 

=Cit(;r“  * v/(x’+;t + * ) + 1/3  • arc(tan«  - ^ÿ)3- 

Prenons  pour  second  exemple  (p.  ?.a5) 

(x’ — x -f- 1 )dx  , dx  , (x  -4- 1 )dx 


(x  + OCx'H-i)  J'x+i 


x’rj-i 


c \/  f oc  -4- 1 

l’intégrale  est  1 — — j arc  (tang  = x). 


V/(x’+i) 

4'  cas.  Il  s’agit  d’intégrer  une  série  de  fractions  de  la 
forme  ^ f 1 n étant  successivement  = 1,  2,3...  Pour 

C5  ) 

. , . Azdz  Bdz 

cela,  chacune  se  partage  en  deux,  et 


La  1"  s’intégre  sur-le-champ  (règle  II)  (*),  et  donne 

yf 

; si  cependant  n=  1,  on  a \A\  (s*- f- jS“). 


i)(=a+iS’)‘ 

81 1.  Quant  à la  2',  on  en  facilite  l’intégration  en  la  faisant 
dépendre  d’une  autre  plus  simple.  K et  L étant  des  cocfficiens 
indéterminés,  on  suppose  (**) 

r dz  Kz  / Ldz 

J {z'+fry  — (za-+-^*)“- « +Jl 


Pour  trouver  les  valeurs  de  K et  L,  011  dilTérentiera  cette  équ. 
puis  on  réduira  au  même  dénominateur  et  l’on  aura 

1 = K (z>  + P)  — iK  (n—  1)  2*4-  L(z'  -f  fr)  ■ 


(*)  En  faisant  a1  t»,  la  fraction  devient  monome,  on  a 

r au  _ a 
) «>*-■ 


a(n — •)’ 


(**)  La  forme  de  cette  équ.  est  légitimée  par  la  suite  du  calcul  qi 
trouver  K et  L.  Cette  transformation  est  indiquée  par  l'habitude  dp 
qui  fait  prévoir  que  le  résultat  ne  peut  contenir  que  des  termes  - 
péces  , les  uns  multipliés  parc»,  les  antre*  p--  'ans. 


/ 


M 


Jtr  .£*  * 
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d’où , comparant  terme  à ternie,  on  tire 

K -f-  L—  iK  (n  — i),  (K  + L)F=  i. 

Tirant  les  valeurs  de  K et  L , et  les  substituant , on  obtient 
enfin 

/’  dz  z , 2/1 — 3 p dz 

(z*+|Sa)»  a(/»- 1 /?»)"- 1 + 2(n-i)iSV  (zT+J'ÿ-'' 

L’usage  de  cette  équ.  est  facile  à concevoir.  On  a une  se'rie 

z'  J g 

de  fractions  de  la  (otmej  ^ f ; on  intégrera  d’abord  celle 

où  i a la  plus  grande  valeur  n,  et  notre  formule  la  remplacera  par 

deux  termes,  l’un  intégré*  et  l’autre  de  la  forme 

qui  s’ajoutera  avec  la  fraction  suivante.  On  continuera  ainsi  jus- 
dz 

qu’à  la  fraction  ^ , dyit  l’intégrale  est  connue(règle  VI). 
Soit,  par  exemple, 

(xM-2Xs-f-3xJ+3)dx ( — 2x-f-i)dx  (2X+  i)d.r 


-f 


dx 


(x--+-i)3  (x2-f-iy  1 (x’-f-i)*  ■ x’ 

le  i"  terme  de  chacune  donne,  par  la  règle  II, 

/! — 2xdx  i f 2xdx  — i 

(xM-.r-2(x’  + i)”  J&  + l)‘_X>+.’ 

Quant  aux  seconds  termes,  on  a,  par  notre  formule, 

/■  dx  _ x , 3 p dx 

(x>+o3  ~ 4(**+  0* + V (*■+!)•* 

Or,  ce  dernier  ternie,  joint  à celui  de  notre  2e  fraction,  donne 


dx 


r dx 


mais  on  a de  même 


_2f_  . / r «Jx 

r*-(-  i ) T V **  + !•’ 


enfin, 
on  troi 


r’-f-O*  8(x* 

•e  terme  à intégrer  avec  la  troisième  fraction,  . 


r dx  i5 
__=¥arc  (tang  = x). 


29 
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Il  ne  t’agit  plus  que  de  réunir  ces  diverses  parties,  et  l’on  a , 
pour  l’intégrale  de  la  fonction  proposée , 

2+x  . -,x  — 8 . i5  . , . _ 

4^+  Tÿ  + 8(F-^Tj  + ¥ arc  (lang  = x)  + c 

En  opérant  de  même,  on  trouvera  l’intégrale  de 

cLx 

Celte  fraction  étant  décomposée 


(i+r)x*(i1+2)(i,+  i) 

(p.  226},  les  seuls  termes  dont  l’intégration  peut  présenter 
quelque  difficulté  sont 


fi 


X — I 


(xa- 

X 4-  I 


0 


, d*4- 


4(  x’ +T)  + * 1 ~ * a,c  ( tan8 = *)• 

En  voici  encore  deux  exemples  p.  227  et  23o)  : 

r è3dar (x  — Æ)  V^(x'  — ax+  a°) 

J x( — a6  Sa^L  (x  -)-  a)  p'fx' + ar  + fll) 

-V/3{,r^«Dg=  î£=L“)+„c(t«»6=H^)J  +Cj 


r.  + ■ +c. 

J x* — 3arJ — 3ar'+7x-|-6  \ x — 3 / x-j- 1 


' , Fonctions  irrationnelles. 

812.  Il  suit  de  ce  qu’on  vient  de  voir,  qu’011  sait  intégrer 
toutes  les  fonctions  algébriques  rationnelles  , et  celles  qu’on 
peut  rendre  telles  par  des  transformations. 

Voyons  d’abord  les  radicaux  monomes. 

Soit  yx  + xyx+x'^ 

x + ÿx 

il  est  visible  qu’en  faisant^  = z6,  les  irrationnalités  disparaî- 
tront, puisque  6 est  divisible  par  les  dénominateurs  3 et  2 des 


Digitized  by  Google 


FONCTIONS  IRRATIONNELLES.  45  I 

exposans  fractionnaires  proposés.  Par  là  on  aura  à intégrer 


6da.zl4+z"±z4  = 6z„dz+6zdz 


6zdz 


z3-j-t  z3  4- 1 ’ 

ce  qui  n’offre  pas  de  difficulté. 

Pour  \/x.dx  : (x — i),  on  fera  x=z',  et  l’on  aura 
'’îz’dz  . /’adz 


/’îz’dz  /’adz 


= I)—  Hi+i)=a\/x+l(c^~y 

8i3.  Prenons  maintenant  une  fonction  quelconque  affectée 
du  radical  ÿ(A -f- Bx  + Cx1).  Après  avoir  dégagé  x’  de  son 
coefficient  C,  en  multipliant  et  divisant  par  \/C,  il  se  présente 
deux  cas,  suivant  que  xa  est  positif  ou  négatif  (*). 
ier  cas.  Si  l’on  a y/ (a  -f  bx  ■+■  x*) , on  fera  f**) 
V/(a+ix4-x*)=z±X;  d’où  a -|-  bx=z'±.2zx , 


X=p-, 

bzfiïz  (ôr^az)* 

V/(a4-ix  + xs)  = z±:x= 

O _f_  2Z 

ainsi  tout  est  devenu  rationnel  dans  la  fonction  proposée. 


(*)  X désignant  une  fonction  rationnelle  de  x,  on  a à intégrer 

— — ; , ou  Xdx  y/la  + bx±x') 

^{a+bx+x')'  YV 

ees  dei|i  expressions  se  traitent  comme  il  est  dit  ci-après.  On  pourrait  même 
ramener  la  a0  à la  ire,  en  multipliant  et  divisant  par  le  radical  : 

. X{a  + bxz fcjr*) 

l'U  /(a+bxztxa).dxf 

(**)  On  pourrait  encore  faire  Ici  le  radical  =:x  ï:  s : ce  qui  conduirait  aux 

. . . . , . . ztbi — s*  — a 

mimes  valeurs  de  x et  dx;  le  radical  deviendrait  — - — ^ _ ■ , et  tout 

serait  rendu  rationnel. 

. 39- 
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Eu  prenant,  par  ex.,  les  signes  inférieurs,  on  trouve 


f*. — ~ ■ = f =1(22 6)  + const. 

J ÿ(a+bx  + x>)  J 2Z+b  ^ 

=l[c(x  + ii+ ✓«  + **+*•))• 


Donc  aussi 


h 


dx 


v = 1Cc(x "4“  ✓*,d=a*)J. 

Pour  intégrer  dy  ~ dx  \Z(a'  + **)  » °n  fait 

\Z{a>  -f-  xa)  = z — x,  d’où  dj—zdx  — xdx; 
ainsi,  .y=:—  jx'-f- /wLc  ; mettant  pour  dr  sa  valeur  (p.  45i  ), 
puis  intégrant,  on  a /zdx=  £ z*+  ’a’lz  j enfin 

y=  c+'-x  V/(a“-f  x*)  + iaal  [x  -j-  \/(a'+x’)] . 


Pour  djrz 


— dx 

v/(,—x%) 


, oudrV'— 1= 


dx 


on  a 


jr\/—i=\lx+ÿ(x'—  i)]+c; 

mais  x=cos  y,  ÿ(x* — i)  = v/ — >•  si*1  f i de  plus  c = o , 
puisque  x=i  doit  rendre  y nul  : on  retrouve  donc  la  formule 
(n°63i) 

±y  i/ — i =l(cos  y±  [/ — i . siu  y) . 


8>4.  2*  cas.  Si  l’on  a |/(  « + bx — x*) , la  méthode  précé- 
dente ne  peut  être  appliquée  sans  introduire  des  imaginaires  ; 
mais  remarquons  que  le  trinôme  a-f-bx — x1  doit  avoir  ses 
facteurs  réels,  puisque  sans  cela  il  serait  négatif,  quel  que  fût 
x (p.  8o).  Le  radical  étant  alors  imaginaire,  il  faudrait , comme 
dans  l’exemple  précédent , mettre  \/ — i en  facteur,  puisqu’on 
ne  doit  pas  espérer  de  trouver  l’intégrale  réelle.  On  retombe- 
rait alors  sur  le  cas  qu'on  vient  de  traiter.  Soient  donc  a et  fi 
les  deux  racines  réelles  de  x“ — bx  — a =o  ; on  fera 

| /(a  + ùx  — x’)  = l/(* — <*)  (fi — x)  = (x — a)z. 
Carrant  et  supprimant  le  facteur  commun  x — »,  on  a...» 
fi — x ~ (x — «)z’;  x et  dx  sont  donc  rationnels. 
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C’est  ainsi  qu’on  trouve 

/•  dx 

— ; — . qu’ou  sait  d’ailleurs  être  l’arc 

dont  le  sinus  est  x,  on  fera  1/(1  — x*)  = (i — x)z  ; d’où 

s1 — i . 2 z , LzAz 

x = — — , t/  = , dx  = — - ; 

z’+l  V z’-H 

fp = <0. 

ou  arc  (sin  = x)  = — iw4-2.arc£tang  = 

Pour  d_y = dx {/ (a*  — •Z’*) , °n  fait  \/~  ( a — x)z;  d’où 


8a’z“dz — 8aMz  8asdz 

r_(T^-(i+z’)3  + (7+lîp’ 

— ia.'z  . a1  z 


(»+*•)•  i+*' 


; + ■ arc  (tang  = z)  + C, 


jr=\x\/ a%  — ar“  + a’ . arc  ^tang  = 4-  C *• 

i On  pourrait  appliquer  ce  procédé  au  i"  cas,  lorsque  les 
racines  de  x*+ix-f-a— o sont  réelles. 


8i5.  L’adresse  qu’on  acquiert  par  l’habitude  indique  les 
transformations  les  plus  favorables.  Ainsi  ,on  pourra  faire  dis- 
paraître le  second  terme  sous  le  radical  ( n°  5o6  ) , ce  qui  le 
mettra  sous  la  forme  l/(  z*  d:  a’ ) , ou  [/(a*  ±z*),  en  sorte 
qu’on  aura  pour  termes  à intégrer  (voy.  n°  821) 

zmdz  zmdz 

%/(  z'±a')  °“  V/( — z1)' 

Dans  ce  dernier  cas , l’irrationnalité  disparaît  en  faisant. . . . 
\/(a'±i  z')  — a — «z,  parce  que  le  carré  de  cette  équ.  est 
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divisible  par  z ; d’où 


z = 


2 a u 


dz~  — 2adu. 


C’est  ainsi  que- 


dx 


devient  • 


(«’+i)*' 
— dz 


, en  faisant 


i/(2 bx—x')  z’) 

x—b — z;  l’intégrale  est  donc  (règle  VI  ) 

c + arc  ^cos  = 0 = c + arc  ^cos  = —y—  ^ • 

On  aurait  pu  aussi  faire  la  transformation  précédente , qui  au- 
rait donné 

/’  *du  , 

4:  i'=c  ~ 3.arc(tang  = a). 

De  même , en  faisant  x =z — a , on  a 

adx  adz 


4r  = 


^/(aar+x’)  i/( z*  — a')  ’ 

l’équ . de  la  Chaînette  (voy . ma  Méc. , n°  91)  est  donc  (p.  45*) 
y — al  {c[x  •+■  a -+-  ^/(aax  -f-  x'  »} 

Différentielles  binômes. 

* . ' ' . 

816.  Proposons-nous  d’intégrer  Kx™dx(a + bx* y,  m,n,p 
étant  quelconques, entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  néga- 

I 

tifs  (*)  ; on  supposera  z=a-\-bx*  -,  d’où  x = (^~b~~Yt 
elevant  les  deux  membres  à la  puissance  m -f- 1 , et  différen- 


(«)  On  pourrait  rendre  aisément  m et  b entiers  par  le  procédé  ( n°8i»}- 
Ainsi  i^dr^n  + en  faisant  * = a”  devient  6c'dz  (a  + bi*)r.  Mais 

rette  transformation  n’est  nullement  nécessaire  pour  ce  qui  va  être  dit. 
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ciant , il  viendra 


(z  — a) 


r, — d 2, 


n.  b 


K 


Kxmdx(a  ■+•  bxny  = ^7.  (*  — <»)  - -^dz. 

. n , . , 

n.b 

> .« 

Quand  l’exposant  de  z — a est  entier,  on  sait  intégrer  la  fonction . 

Si  ——  —1,  on  doit  intégrer  z^dz;  si 1 est  positif 

n n 

et=  h,  on  a une  suite  de  monomes,  en  développant  (z — a)hzfdz  ; 

-1  est  négatif,  on  a une  fraction  rationnelle. 


. m -+-i 


enfin , si 

Sf 

Donc  toutes  les  fois  que  l’exposant  de  x hors  du  binôme aug- 
menté de  1 , est  divisible  par  celui  de  x dans  le  binôme , on 
sait  intégrer  la  fonction. 

8» 7.  Ce  cas  n’est  pas  le  seul  où  l’on  sache  intégrer;  en  divi- 
sant le  binôme  proposé  par  x *,  et  multipliant  hors  du  binôme 
par  xni>,  on  a 

Kx'n+">' (b-\- ax~mydx.  ,* 

Or,  en  reproduisant  ici  le  théorème  précédent , il  est  clair  que 
celte  expression  sera  intégrable  pourvu  qu’on  ait 

”+jy±i,  ou  plutôt  ^±1  +p  = entier.  * 

Ainsi , lorsque  la  condition  indiquée  précédemment  ne  sera  pas 

remplie , on  ajoutera  p au  résultat  fractionnaire  obtenu  , 

et,  si  la  somme  est  entière , la  fonction  sera  intégrale  par 
cette  voie. 

* '*■ 

818.  Nous  ferons  remarquer  que  si  p est  fractionnaire  (et  ce 
cas  est  le  plus  important  , puisque  sans  cela  on  n’aurait  à in— 
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tégTer  qu’une  suite  de  monomes),  en  supposant  que  q soit  le 
dénominateur  de  p,  il  sera  plus  facile  de  faire  le  calcul,  en 
faisant  a -f-  bx"=zi. 

On  demande,  par  ex.  , d’intégrer  x~ “dx(a-f-:r3).  3j  m ~r  1 

n 

est  ici  mais  si  l’on  ajoute  — |,  la  somme  est — 2;  pour 
intégrer  il  faut  donc  multiplier  et  diviser  par  (x3)~ï  ou  x~5,  et 
1 on  a x~7dx(i-f -ax~3)~^. 

On  fera  14 -ax~3=;zs;  d’où  x=  puis  éle- 

vant à la  puissance  — 6 , et  dilléren liant  , on  trouve  x~ ’dar  ; 
^ °ù  — (1  — z~3)dz , dont  l’intégrale  est 

..  • «-£(.+{»->=« 

2a'xy/(x3  -f-  a y’ 

De  même  *3dj:(as  + ar‘)5  deviendra  |d z(zs  — a’z3),  en  fai- 
sant at+x‘=z1;  on  en  conclura  pour  l’intégrale  de  la  propo- 

sée>  TS  V'(a*+xl)4(4x'—  3a*)  +c.  On  a aussi 

f _«*?_  =zjax~3dx{i  +x-’)~l  = — + C. 

.‘‘J(  .+*•)*  |/(t-fx*)+C- 

* -» 

81g.  Lorsque  les  conditions  (T mtégrabiliié  ne  sont  pas  rein- 
plies,  on  cherche  à faire  dépendre  l’intégrale  demandée  d’une 
autre  qui  soit  plus  facile  à obtenir;  c’est  ce  qu’on  fait  â l’aide 
de  l’intégration  par  parties  (vor.  p.  445).  En  faisant  toujours 
zx=.a-\-bxn , et  supposant  d’abord  z constant,  nous  aurons 
cm+'zP  - r 


Jxmdx  ,zp  zx 


m - f.  1 m - f-  1 


fzP—xm+'dz; 


. r ml  „ x^+'zJP  nbu  , 

dou  fxvdx.zf= £L  fxm¥,dx.tP~' . . . (1), 

m-f-i  m - f-  1 ' 

. « . * 
à cause  de  z-=a-\-bxn  et  dz  = nbxn~'dx. 

si 

Mais  zP  = sf-‘ . z = zP~' (a  + bxn)- 
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donc 


457 


fxmAx.z?—afxmAx.zP~'  •\-bfz?~'xn+nAx. . . (2). 
Égalant  les  valeurs  (1)  et  (2) , on  trouve  . 
b(m-\-i -\-np)fz?~'  .xn'-nAx=.xm+l  zf-a{m+ 1 )fzP~'.xmAx. ..  (3). 
Changeons  p — 1 en  p,  etra+'i  eiim,  nous  aurons 
x*-*+,zp+,  — a(m  — „ , )fxm~azPAx 

b(m  1 ■ ” ' 


fxmAx.zP  - 


f xmAx.zP  — 


(B); 


i+np) 

En  mettant  pour  le  dernier  terme  de  l’équation  (2)  sa  valeur 
que  donne  (3),  on  obtient 

zpxm+i  an p J-  xmftx  zp— 

m 1 -j-  np 
équation  où  l’on  a z — a -f-  bx". 

820.  Voici  l’usage  de  ces  diverses  formules , 

i°.  L’équation  ( A ) fait  dépendre  l’intégrale  Jx"Ax.zf’  de 
Jxm~nzpAx  : elle  sert  à diminuer  l’exposant  de  x hors  du  bi- 
nôme de  n unités  par  une  1™  opération  ; puis  celui-ci  de  n , par 
une  2',  etc.;  en  sorte  que  l’intégrale  proposée  dépendra  de 
fxm'  '"zMx,  i étant  un  nombre  entier  positif. 

2°.  La  formule  (B)  sert  au  contraire  à diminuer  l’exposant 
p du  binôme  z,  de  1 , 2,  3. . . i unités. 

3°.  En  résolvant  les  équ.  ( A ) et  (B),  par  rapport  au  terme 
à intégrer  dans  le  2e  membre , on  obtient,  en  changeant  m — n 
en  m dans  (A),  et  p — 1 en  p dans  (B) , 

rxmAx  :0_xm+'B’+'  — b(m  + np  + n-hi)fxm+n.zPAx 
J ' a(m+ 1)  < h 

fx-Ax  -,—  -xm+'2P+,+  (m+nP  + n + 1ÏÏxmd:c-zP*‘  ,D) 

an(p  + t) 

Ces  formules  servent  au  contraire  à augmenter  les  exposans  de  x 
hors  dutiinome  z,  et  celui  du  binôme,  ce  qui  est  utile  lorsque 
l’un  ou  l’autre  est  négatif. 

4°-  On  pourra  donc  déterminer  d’avauce  la  loi  des  exposans 
de  x dans  le  résultat  d’une  intégration  proposée.  Ainsi,  il  sera 
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facile  de  prévoir  cette  forme , par  ex . 

r r5(|r 

/ = (^  -f • B x'  + Ç)  v/(  i — x»)  • 


On  évitera  donc,  si  l’on  veut,  l’usage  assez  pénible  de  nos 
formules,  en  égalant  les  différentielles  de  ces  quantités,  com- 
parant ensuite  terme  à terme,  comme  dans  la  méthode  des 
coefficiens  indéterminés  (n°8i  i),  ce  qui  fera  connaître  A,B%C. 

821 . Nous  donnerons  ici  un  procédé  d’intégration  qui  est  re— . 
marquablepar  sa  simplicité  et  parles  nombreuses  circonstances 
où  il  peut  être  appliqué. 


Différentions  la  fonction  — x1)  ; nous  aurons 

d[x— ‘1  (1— x*)]  = (n— i)x— V(>  — x»)dx—  — C dX  ; 

V/(«  — x*) 


multiplions  et  divisons  le  i*r  terme  de  cette  différentielle  par 
l/(t — x’),  il  viendra 


d[x-V(i—  x*)l  = (n—  1) 


x"“*dx 

V/(i  - x*) 


nx"  dx 
V/(i 


enfin,  intégrant  et  transposant,  on  a 


/x"dx 

|/(l — 


x*  1 V^C* — x3)  n — 1 rx"-’  dx 

■ *4- 


i — i Cxn~ 

n J V/(i- 


x*) 


(£)■ 


En  appliquant  le  même  genre  de  calcul  à x*-'  \/(x7  ± 1}, 
on  trouve 


A 


xndx  t 
^/(x’±i) 


x*~'  Vk*7— 0 n — * r x*~*dx 

n n J y'fx’rfci) 


Ces  formules  servent  à intégrer  toute  fonction  affectée  du  ra- 
dical [/  ( A Bx  -j-  Cx‘  ) , puisqu’on  peut  la  ramener  à la 

forme  - ou  — — - (n°  8i5).  Il  est  facile*  en  di~ 


visant  haut  et  bas  par  a, de  changer  ensuite  le  radical  en  |/(  1 dtr’) 
ou  V(x*  :fc  1).  Or,  les  expressions  E et  F serviront  à faire  dé- 
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pendre,  eu  dernière  analyse,  l’intégrale  cherchée  de 

y’  xdx  f xdx 

l/(x‘±i)’  J ÿ(i— a r3)  v ’ 

r dx  r dx 

J ÿ(x'±i)  J |/(i— x’)  K 

Les  deux  ir"  rentrent  dans  la  règle  IV  (p.  444)  ; la  3'  a été 
donnée  (n°8i3)  ; la-4'"est  l’arc  (sin  = x). 

Par  exemple,  on  a 
xdx 

= — V (1— **)  + «, 


%/(■ — *m) 

x3dx  X y — 

-.  = . t'  1 — x* -|- i arc  (sin  = x)4-c, 

t/(t X3)  2 ' ’ ' /"T  > 


/i 

/ 

/x3dx 


h 


v/( 

x4dx 


3 

2x*-1-3 


v/  I — x3  -f-c. 


V/(i— x3) 


g — . x\/  1 — x*-f-  g arc  (sin  = x)  -f  c. 


822.  Si  l’exposant  n était  négatif,  on  ne  pourrait  plus  ap- 
pliquer les  formules  E et  F\  mais  en  faisant  x = , on  re- 

tomberait sur  celles-ci  : en  effet  on  a 


dx 


xY(i  — x3) 
dx 


z"~ldz 
!/(**— 0’ 
zn~'dz 


xn\/(x,±i)  1/(1  — z*)' 

On  pourrait  aussi  traiter  le  cas  actuel  directement  par  un  calcul 

semblable  au  précédent  (n°82i);  car,  en  différentiant 

x-l,+,|/(i  — x3),  etc.,  on  trouve 


d.r 


i ..-(G), 


/’  dx  — j/(i  — x3)  n — iF 

X*)  (n — i)x— 1 n — 1 J x,-*(/(i — x3)' 

formule  dont  l’usage  est  facile  à concevoir.  On  a d’ailleurs 
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On  trouvera  de  même 
xmdx  xm~' 


fl 


l/  2aX-X*-f 


(jm-iJaTî"  'dx 


2/ï 


(fl). 


|/(2ax-x*)  m m J [/ {2 ax-x*) 

Z?e$  Fonctions  exponentielles. 

823.  Il  suit  des  règles  de  la  différentiation  (n°7i6)  que 
fa*àx=ja. 

On  saura  donc  intégrer  deux  des  cas  particuliers  que  peu- 
vent présenter  les  exponentielles. 

i*.  Si  z=f(àz),  la  fonction  zc? dx,  en  faisant  ax  = u,  de- 
viendrai 


la 


Par  ex., 


a*dx 


du 


\/(i-ha"x)  la’  y/(  1 -f-  u*  )’ 

20.  En  diffcrentiant  ze? , on  a e*dx(z  -f-  a')  ; en  sorte  que 
toute  fonction  exponentielle,  pour  laquelle  le  facteur  de  exdx 
est  formé  de  deux  parties,  dont  l’une  est  la  dérivée  de  l’autre, 
sera  facile  à intégrer.  Par  exemple, 

/e*  dx(3x*4-x3  — 1)  =(x3 — ije*. 

De  même,  en  faisant  i+x  = z,  on  trouve 

/’e*xdx /VVdz  dz\_  e*  _ e1 

(i4-x)*"7  c\s  z*  ) ez  1 

824.  Mais,  dans  tout  autre  cas,  on  devra  recourir  à l’inté- 
gration par  parties  (V.  p.  444)  • Par  ex. , pour  x*dx . ax,  on  re- 
gardera d’abord  x“  comme  constant,  et  l’on  aura 

_ a*.x*  n „ _ , , 

fx"dx.ax  = — ^ i~faxxn~'dx  ; 


1«' 
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en  traitant  de  même  axxn~'dx,  et  ainsi  de  suite , de  proche  en 
proche , on  aura 


azxndx. 


0—1  ^n(n — i)x" 


1.2.3 ...  «N 


l’a 


Va 


1 *-*"a 


)+c. 


Il  est  évident  que  le  même  calcul  s’appliquera  à zaxdx,  z 

étant  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x. 

n r t j za*  Caxz'dx 

Donc  fZazdx  = —-J-T-~. 

8a5.  Mais  si  l’exposant  n est  négatif,  en  réfléchissant  sur 
l’esprit  de  la  méthode  qui  vient  d’être  employée , on  verra  qu’il 
faudrait  au  contraire  faire  croître  successivement  l’exposant 
de  x.  On  intégrera  donc,  en  regardant  d’abord  a1  comme  cons- 
tant,et  il  viendra 

/ax  dx — aT  , l/i  f‘axdx 

xH  (n  — t)a:*-‘  n — i J * 

En  faisant  ici  le  même  raisonnement,  on  réduira  la  fonction  à 
la  forme 


/azdx — ax / i 

x"  n — i\x'1_l 

l"-*a 


la 


+ 


(n — a)x" 
l*~*a 


— » + 


1“ 


i.2.3...(n — i)x  2.3  ...(n 


(n — 2)(n — 3)x*  3 ’ 
‘a*dx 

x 


Mais  ici  on  ne  peut  pas  pousser  plus  loin  le  calcul,  parce  qu’il 
faudrait  ci-dessus  faire  n = i , ce  qui  donnerait  l’infini,  lan- 
gage dont  l’Algèbre  se  sert  pour  indiquer  qu’il  y a absurdité. 

L’intégrale  J"——  a long-temps  exercé  Jes  analystes,  et  l’on 

est  forcé  de  la  regarder  comme  une  transcendante  d’une  espèce 
particulière , qui  ne  peut  dépendre  des  arcs  de  cercle , ni  des  lo- 
garithmes. A défaut  de  méthode  rigoureuse , on  emploie  les  sé- 
ries ( p.  243) 


ax  1 , , , l’a  . l3e  . 

— s= h la  -j-  — . x H r.  x1  + . . . 

xx  a 2.3  1 
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Multipliant  par  dx  et  intégrant  chaque  terme , il  vient 


/' 


axdx  . . , x’I’a  . x^.Pa 

s=lx+x.  la  — + , 


3.2  3.2.3 


+ c. 


826.  Si  n était  fractionnaire,  l’une  ou  l’autre  des  méthodes 
précédentes  servirait  à réduire  l’exposant  de  x à être  compris 
entre  o,  et  1 ou — 1,  et  le  développement  en  série  (n"'  746,  840) 
servirait  ensuite  à donner,  par  approximation,  l’intégrale 
cherchée. 

Tout  ce  qu’on  a dit  ici  peut  également  s’appliquer  à zaxdx, 
lorsque  z est  une  fonction  quelconque  algébrique  de  x. 


Des  Fonctions  logarithmiques. 


82J.  Proposons-nous  d’intéger  zdx.  lax,  z étant  une  fonction 
quelconque  algébrique  de  x. 

Si  n est  entier  et  positif,  on  intégrera  par  parties,  en  regar- 
dant d’abord  l“x  comme  constant;  il  viendra 

fzAx\"x—\’x.fzàx — n/(l*_lx.  — /zdx), 

X 

et  comme  /zdx  est  supposée  connue  par  les  principes  anté- 
rieurs, on  voit  que  l’intégration  proposée  est  réduite  à celle 
d’une  fonction  de  même  forme,  où  l’exposant  du  logarithme 
est  moindre.  Le  même  calcul  appliqué  à celle-ci , et  de  proche 
en  pvoclie  aux  suivantes,  achèvera  l’intégration. 

Ainsi , pour  xml“x.dx,  on  a 

xm+‘  n 

fxmAx  .\aX-=e  : — 1*X /(l'-'X  .Xmdx) 

1 m-J-i  m-+- \JK  ' 

fxm<\x  ,\*~’x  = — l*-,x — /(ln— ax.xmdx), 

' m- f-i  m+  n 


et  ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  résultats  successifs,  on 
trouvera 


fxm  lnx . dx=xm+l 


( 


l"x 

TO-+-  I 


nla_,x 


+ 


n(n — i)la  *x 
('»  + >)' 


-hc. 


m 
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828.  Mais  si  n est  entier  et  négatif,  on  verra , comme  pré- 
cédemment (n°8a5),  que  pour  faire  croître  au  contraire  l’ex- 
posaut  du  logarithme , il  faut  prendre  d’abord  z constant  dans 
l’intégration  par  parties  de  /zdxl"x.  Comme 


f 


dx  . l*+,x 

— .l*x  = , 

x n-J-i 


on  partagera  zdx.l'x  en  ces  deux  facteurs  zx  X — . l*x, 
d’où 


CzAx 

J 


Z*r-  1— +'x-f-  — ^—/[i  "+,x.d(zx)]v 

H -f“  I n — I 


formule  qui  remplit  visiblement  le  but  qu’on  veut  atteindre. 
Mais, pour  mieux  voir  la  nature  des  obstacles  qu’on  rencontre, 
appliquons  ceci  à 


f 


’x^dx 

1*X 


— x"+1  m -f-  i rxmAx 
(n  — t}l*-‘x  n — i J l*_,x  ’ 


opérant  de  même  sur  ce  dernier  terme,  etc.,  puis  réunissant 
ces  divers  résultats,  on  aura 


’xmdx 

xra+‘  r 

1 , 

m+i  1 

l*x 

n— 1 L 

.1— x H 

n — a ’ l*-,x 

(m-ft)’ 


(n — a)  (n — 3)  l“-3x 


H _l_  ( mt-f  î)11  1 rxmAx 

J i.a.3...(» — i )J  ~lx 


Nous  sommes  obligés  de  nous  arrêter  ici  ; car  nous  ne  pour- 
rions prendre  n = i,  dans  notre  formule,  sans  y introduire 
l’inlini,  Mais  faisons 


xw'+l—  z,  d’où  (m+i)x"'dx  = dz. 

s 


11  vient 


xmdx  dz  e“d« 

lx  Iz  u 


en  posant  lz  = u.  On  reproduit  donc  ici  la  fonction  du  n*  8a5, 
qu’on  ne  sait  intégrer  que  parles  séries. 

829.  Lorsque  n est  fractionnaire,  soit  positif,  soit  négatif, 
l'une  ou  l’autre  de  ces  formules  ramène  l’intégrale  de  zdx  . l"x 
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à celle  d’anc  fonction  de  même  forme,  n étant  compris  entre 
1 et — r.  Après  quoi  il  faudra  recourir  au  développement  en 
séries  (n°‘  746,  84o). 


Des  Fonctions  circulaires. 


83o.  S’il  entre  des  arcs  dans  une  fonction , pour  l'intégrer, 
on  remarquera  que  la  différentielle  de  ces  arcs  est  algébrique, 
et  que , par  conséquent , si  l’on  pratique  l’intégration  par  par- 
ties\en  regardant  ces  arcs  d’abord  comine  constansf/'.  p.  44®)» 
la  fonction  proposée  en  sera  exempte.  Ainsi , 2 étant  une  fonc- 
tion dex,ona 


/zdx.arc  (sin  = x)=arc  (sin=x)_/zdx  — 


dx.fzdx 
l/(i—  *')’ 


De  même  on  trouvera 


/cIj 
— 


dx  .fzdx 
4-  x* 


83 1 . Mais  lorsque  les  fonctions  renferment  des  lignes  trigo- 
nométriques,  il  y a plusieurs  manières  de  les  intégrer,  qui 
offrent  tantôt  plus  , tantôt  moins  d’avantages.  Nous  allons 
exposer  les  principales. 

Ir*  Méthode.  On  peut  toujours  ramener  ces  fonctions  aux 
différentielles  binômes,  en  faisant  sinx  ou  cosx  = 2. 

En  effet,  soit  ‘ 

sinx  = 2,  cosx  = j/(t — x’),  dx  = — 

• vC1 — ZK 

d’où  sin"x.cos"x.dx  = zmd2.l/  (1 — z*)"-1. 

i °.  Si  n est  impair,  le  radical  disparaît.  _ . 

a°.  Si  m est  impair,  la  ir*  condition  d’intégrabilité  (n"8i6) 
est  remplie , puisque  £ ( m + 1)  est  entier. 

3°.  Si  m et  n sont  pairs,  la  2e  condition  ( n°  8(  7 ) est  satis- 
faite , puisque  (m  + n)  est  entier. 

On  trouvera  , par  exemple , 

/sintx.cos’x.dxrr/i'dzO  — z1)  =4sin5x — ,sin7x-j-c, 
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/sin3* . dx  = — Ï co.  t.  (3  - coj’x)  + c , 

/••  i j C *‘da  siu3*4-3sinx  i.3x 

'«‘“■‘-J  7u=a‘ •“•'+  tt +«• 

> > 

83a.  II'  Méthode.  Il  suit  du  n®  722 , que 
/dx.cos*x  = ^ sin  kx-\-c , /dx . sin  kx — — ~co<thx-i-r. 


Or,  on  a appris  ( p.  a56)  à développer  toute  puissance  de  sin  x 
et  cos  x en  séries,  suivant  les  multiples  de  l’are  x ; on  aura  donc 
à intégrer  une  suite  de  termes  de  la  forme  ci-dessus. 

Par  exemple, 


/cossx . dx  —f{i-  cos  5x-f- -A  cos  3x  4-  |j  cos  x)dx 
= 73-  sin  5x  4-7;  sin  3x  4-  jj  sin  x ~j-c. 

On  emploie  souvent  cette  méthode , parce  qu’il  est  plus  facile 
d’obtenir  les  solutions  numériques,  quand  ou  préfère  les  sinus 
et  cosinus  des  multiples  des  arcs,  aux  puissances  de  ces  lignes- 

833.  III*  Méthode.  Les  formules  ( K , n°63o)  serviront  aussi 
à traduire  en  exponentielles  les  sinus,  cosinus. ...  ce  qui  ramè- 
nera l’intégrale  de  ceux-ci  à celle  des  premières  (n®  8a3). 


834.  La  IV'  Méthode  consiste  dans  l’intégration  par  parties. 
Comme  — dxsin  x est  la  différentielle  de  cos  x,  décomposons  le 
produit  sinmx . cos'x . dx,  en  dx . sinx . cosnxXsin’n-,x;  le  1 l 'fac- 


teur ayant  pour  intégrale 


cos"+,x  , . 

— , on  obtient 

«4-1 


, . sinm~,.r  m — i 

J d*sm,nxcosnx= • — cos'+'x-j r - /cos',+’.rsinm-\r . dx. 

« 4 1 «4 1 

Mettons  pour  cos'^x,  sa  valeur  cos'x.  cos’x,  ou  cos®x(  i-sin*x)  ; 
transposant,  il  vient 

/-.ï...  _ sin",-,x.cos',+,x  , m — 1 ,, 

Jilx«in’"j-.cos”x= - (-  /dx.sin"r».r . cos'U- (D 

m + n m-t-n J * ' > 

En  opérant,  par  rapport  au  cosinus,  de  la  même  manière 
T.  II.  3o 
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que  nous  venons  de  la  faire  pour  le  sinus , on  aura 


sin*+,xcos»-',4r  t n — i à „ „ /I/X 

fdxsin'*x.oos*x— 37-77 h 37377  fdx.sin”x.cosn-’x....  (fl). 


m -f*n 


m-f-n  * 


Ces  formules  abaissent  l’exposant  du  sinus  ou  du  cosinus  ; 
leur  usage  combiné  et  successif  donne  l’intégrale  lorsque  m et 
11  sont  entiers  et  positifs.  Par  exemple  , on  a 


fdx  sinïaPcos’*=— jsin\rcos3x  -+-§/dxsinxcos’x, 
/tlxsin  xcos’x  = -sin’xcosx  -f-  j/Uxsinx; 


or,  ce  dernier  terme  = — jcosx-f-c;  réunissant  ces  diverses 
parties,  on  a 


fdx  sin*x  cos’x  = cosx(  — 5 sin’x  cos’x  -f-  sin’X  — + c. 

• w . • 

835.  Mais  si  m ou  «est  négatif,  ces  formules  exigent  quelque 
modification.  La  t"  donne, en  changeant  n en  — n. 


f 


'dxsinmx 

cos,Ix 


sin" 


(m — n)-;os*— 'x 


m 


x m — 1 /*dx»in”~'*x  . 

— nj  ' cos"x  ’ 


qui  fera,  comme  on  voit,  dépendre  l’intégrale  cherchée  de  celle  i 

dxsinx  _f!ü_  selon  que  m est  impair  ou  pair.  L’une 

cos"x  * cos-x’  M r r ' 1 

de  ces  intégrales  s’obtient  en  faisant  cos  x — z , ce  qui  donne 


\ • l’autre  va  être  donnée  (n°  836). 

(n — ilcos'-'x 


La  seconde  (K)  de  nos  formules,  en  faisant  n négatif,  et 
résolvant  par  rapport  au  dernier  terme, puis  changeant  n en 
n — a,  donne 


m— n-j-2  Çdx.  sin"x  ^ 

1 J cos*“'x 


/dxsinmx sin 

cos"x~~  (n — i)cos— 'x 

L’intégrale  demandée  se  ramène  donc  à celle  de  dx  sinmx , ou 

^ dxsinmx  g^on  qUC  n cst  pajï.  ou  impair.  La  ir'  va  être 
cos.r  ‘ 

donnée,  la  a*  l’est  par  la  formule  (/)  et  le  n°838,  20,  ou  4 • 
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FONCTIONS  CIRCULAIRES.  , fôrj 
836.  Si  l’on  fait  n ou  m nul  dans  les  équ.  le t K,  on  a 

/sin  x.dx—  - — J — /dxsinm-*x, 

/-  . , sin  x . cos’—'x  r n i 

fcos'x.dx  = — + -fdxcas*~’x, 

» * s n 

changeant  dans  ceséqu . m en  — m 4.  2,  n en  — n -f.  2,  oh  trouve 

/_d*  _ — cosx  . m—i  Ç dx 

sin^x  ( m — .1)  sm"  ~'x  ' m^i J sin*,~Jx’ 


f __  s‘n  x Ln  — 2 f>  dx 

J cos"x  ( n — r ) cos"— ‘x n — ij  cos"~~*x  ’ 

An  lieu  de  déduire  ainsi  toutes  ces  formules  des  deux  équ.  A 
et  Jï,  on  pourrait  les  trouver  directement.  Il  suffirait  pour 
cela  de  réfléchir  à la  nature  de  l’intégration  par  parties  , et  au 
but  qu’on  s’y  doit  proposer.  » 

’ On  pourrait  encore  intégrer  d’une  autre  manière  les  frac! 
4.  cosmx.dx  sin”.r.dx 

1S  ' sin*x  Cftr  la  Première,  par  ex.,  si  m 

est  pair  et  = ai,  équivaut  à (—  ^ ; développant 

(i  — sin’x)*,  on  a une  suite  de  termes  de  la  forme  sin*x.dxK 
Si  m est  impair  et  = aA-f-i,  on  a 

cos*\r. cos  x.dx  . ( i — a')‘ds 


sm'x 


en  faisant  sinx  = s. 


» *■ 

837.  Pour  le  cas  où  les  cxposans  du  sinus  et  du  cosinus  sont 
à la  fois  négatifs,  en  multipliant  lenuinc'raleur par  cos’x-f  sin'-x, 


011  a 


C d r r dx  r dx 

J sm”1x.cos*x  J sin’—’x.cos "x+J  sin-x-cos"- ^ 

ë , 

On  parvient  donc  à des  fractions  dégagées  de  sinx,  ou  de  cosx. 
Si  m~n,  comme  sinx  cosx— -sin 2x,  en  faisant  ix  == 

'*  3o. 
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CALCUL  INTÉGRAL, 
la  fraction  proposée  se  cliange  en 


r àx  • _ fj 

J CQA'’x.sin“x . J si 


d* 

sin"2* 


838.  Nous  intégrous  à part  cinq  fonctions  circulaires,  soit 
parce  qu’elles  offrent  des  calculs  plus  simples,  soit  parce  que 
iios  formules  y ramènent  toutes  les  autres. 


“.  Soit-: — en  faisant  cosx=s,  on  a 
sinx  •-  . , - 


d*> 


■i—z 


-,  fraction 


rationnelle  (p.  44®)  ! *)’°ù 

cia:  . . , t i — «osa:  • „ 

— ilc-f-il 


f 


sinx  . 


b a i -p-  cos  x 

•»  ,•••< 


1 ~ ~ COS  OC  }i 

et , comme  (n"  35q)  tanS*L  x — — . °u  a 

/dx  , cy'(* — cosx)  : ' , 

= 1 -ü-i 1 = l.c  tang  x. 

sinx  - j/(i-+-cosx)  r 

a”.  Un  calcul  semblable,  en  faisant  sinx=z„  donne 

riz.  m i '$•+*-$ (45-+  ; éî-  ' V 

7 cosx  |/(i — sinx)  - • 

3°  Pour  -~r  C°S— , comme  le  numérateur  est  la  différentielle 
sinx  -•.*»  . * >-• 

du  dénominateur  (règle  III  ^p.  444)  > on  a v 

pjx  cosx  = r_AaC  Œ /da. . cot  , - 1 (c  sin  x). 

• j sinx  J tang’ât  * 

* - > >.  - •&>.  • . Ai'  ■ .'*•  '*  ' 

4°.  0,o  a de  même  « 

y*  * ' tT  j ' ti  • • 4 • 

/dxsinx  Y’  dx  t c 

==  /dz.  tang  «*= 

A*  • 

5°,  En  ajoutant  ces  deux  dernières  formules  , on  trouve 

' ' ‘ * \ 

^s=l = 1 (C  tang  x ). 

siu  X cos  Mr  cosx  , 3*  J 
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4% 


Constantes  arbitraires.  Intégration  par  séries. 

*839.  Soit  P l’intégrale  d’une  fonction  zdx  de  x , ou . * . . 

<\P=  sdx , et  c la  constante  arbitraire  qu’on  doit  ajouter  pour 
qu’elle  soit  la  plus  générale  possible  (n°  808) , on  a 
. fzÙX  = P -fr  C.  * 

Tant  qu’il  ne  s’agit  que  d’un  calcul,  e j'este  quelconque;  mais 
lorsqu'on  veut  appliquer  cette  intégrale  à une  question  déter- 
minée , la  constante  c cesse  d’être  arbitraire  , et  doit  satisfaire 
à des  conditions  prescrites.  Si,  par  ex.,  ou  demande  l’aire 
BCPM—t( fig.  4°)»  comprise  entre  les  ordonnées  BC , PM , 
dont  la  position  répond  aux  abscisses  a et  b,  comme  (n*  768) 
dt  = j’dx,  on  a t=jyàx=P  + c.  Or,  l’aire  P-\-c,  com- 
mençant lorsque  x — AC=a , t doit  être  nul  lorsqu’on  fera 
x = o dans  P~\-c,  ou  A -\-cx=.o , A étant  la  valeur  que 
prend  la  fonction  de  x désignée  par  P,  lorsque  x—a;  on  tire 
de  là  c = — A , d’où  l’aire  t = P — A.  Il  restera  ensuite  à 
mettre  b pour  x , et  l’aire  sera  renfermée  dans  les  limites  pres- 
crites. « 

En  général , pour  déterminer  la  constante  arbitraire,  d’après 
les  conditions  de  la  question,  on  cherchera  quelle  valeur  k doit  . 
prendre  l’intégrale  t=P-\-  c lorsque  x=a,  savoir,  k — A*\-c , 
d’où  • 

c=k  — Ay  et  t=P4-Æ — A,  , 

f ? • ; 

sans  qu’il  soit,  comme  on  voit,  nécessaire  de  connaître  l’o/j- 
gine  de  l’ intégrale, x.-k-à.  sans  savoir  pour  quelle  valeur  a de  . 
x elle  est  nulle.  . / *•  y > 

Toute  intégrale  dont  l’origiue  n’est  pas  fixée  , se  nomme  In~ 
définie ; elle  n’est  Complète  que  quand  ellerenferme  une  cons- 
tante arbitraire.  Lorsque  les  limites  a et  b sont  données , on  a 
t = P — A en  vertu  de  la  1";  mettant  pour  x la  2'  limité  b, 
il  vient  t-=zB  — A , pour  la  valeur  absolue  numérique  et  cons- 
tante de  t ■= fyéx : ç’estee  qu’on  nomme  uue  Intégrale  définie, 

A et  B étant  les  valeurs  que  prend  P lorsque  a?=  a et  b.  En 
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remarquant  la  forme  de  cette  cipression,  il  est  visible  que  pour 
l'obtenir,  il  suffit  de  faire  x = a et  xrr  b dans  l'intégrale  in- 
définie P,  et  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second . Tout 
ceci  s’éclaircira  bientôt.  , 

M.  Fourier  a imaginé  une  notation  fort  commode  pour  déài- 
gner  les  intégrales  définies  ; on  affecte  le  signe  / d’intégration 
de  deux  indices,  l’un  inférieur  qui  se  rapporte  à la  i"  limite 

de  l’intégrale,  l’autre  supérieur  pour  la  a*  limite.  J'a  indique 
une  intégrale  prise  depuis  x = a,  jusqu’à  x==b.  C'est  ainsi  q*e 
j'vr  sin  xdx=i,  parce  que  l’intégrale  — cosx  devient— -i  eto 

aux  deux  limites.  L’expression  J'a  indique  que  l’iftlégrale 

commence  à xz=m,  et  s’étend  jusqu’à  une  valeur  indéfinie  de  la 
variable  x.  . 

84o.  Lorsqu’une  fonction  proposée  u’est  pas  susceptible  d’une 
intégration  exacte,  on  a recours  aux  approximations.  Ainsi , 
pour  trouver  /zdx,  on  développera  z en  série,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  ou  descendantes  de  x (n°  746);  puis  multi* 
pliant  chaque  terme  par  dx,  on  l’intégrera.  Nous  u’cn  donne- 
rons que  deux  exemples. 

P dx  ' 4 

1®.  Soit  J ^ ; cette  intégrale  est  arc  (tang  = x).  En  dé- 

, on  a (p.  16) 

dx  (1  — x1  -f-  xl  — 

x)  = x—  ±x3  + ir1—  J 3*. .. 

/*  dx 

Pour  J ~arc  (siu==x),on  développera 

— , x*  i.3x*  , , , 

x’)  ’=!+-  + — j....  (p.  17);  don  • 


vcloppant  (1  -f-  x’)-1,  on  a (p.  iG) 
dx 

t 4-  x\! 

d’où  arc  (tang=sx)==x — ix’+ix5  — Jx7 
dx 


(« 


arc  (sin  = x)  = x -f- 


3X*  , 3.5.x7  , 

> t à 


a. 3^2. 4. 5Ta.4. 6. 7 
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INTÉGRATION  PAR  SÉRIES.  lyj\ 

bu  u’a  pas  ajouté  de  coustante,  parce  qu’on  suppose  que  l’arc 
dont  il  s’agit  ici  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  x est  le  sinus 
ou  la  tangente,  arc  qui  est  nul  quand  le  sin.  et  la  tang.  le  sont 
La  i'*  de  ces  formules  a servi  (n°  63i  ) à trouver  le  rapport  *• 
de  la  circonférence  au  diamètre;  on  peut  employer  la  2*  au 
même  usage,  car  le  tiers  du  quadrans  ayant  jj-  pour  sinus,  eu 
faisant  = on  a 

1 1 1 1 -3  i.3.5 

6^  2 *"*  2.3.2’  2.4.5.2s  2.4.6.7.37  " 

P*  • , **•_ 

Du  reste.,  la  loi  de  ces  séries  suit  du  calcul  même. 

84 1 • Pour  qu’une  série  soit  de  quelque  usage  dans  les  appli-  ’ 
cations  nume'riques,  il  faut  qu’elle  converge  (p.  a3o)  ; il  est  donc 
convenable  d’avoir  divers  procédés  pour  effectuer  ces  sortes 
d’intégrations.  La  suivante  est  due  à Jean  Bernoulli. 

Faisons  h—  — x dans  la  formule  de  Taylor;  comme  J\x  — x) 
ou /(o),  est  ce  que  devient  jr,  ou  fx,  lorsque  x=o,f(p)  est 
uue  constante  b ; donc 


* ==T  — f x 4-  — • • • 

Or,  la  dérivée  y de  y étant  donnée,  l’intégration  consiste  à 
, trouver y\ soit/zdx  l’intégrale  cherchée,  z,—jr  , a'  —jr" . . . , 
et  l’on  trouve 


jr  = ftlx  = b 4-  *x  — \ z'x*  -+■  g z“x 3 — ... 

11  suit  de  ce  qu’on  vu  (n°  74*),  qu’on  peut  obtenir  des  li- 
mites de  la  somme  des  termes  négligés. 


Par  exemple , pour  J'-  1 ( a- J-  x) , 

1 1 — • 


od  a 


a -f-  x' 


Z . Z 

(«  + *)*’ 


> + x)J  " 


x' 


(u  + x ) a -f-  * + 2 (a  xy  3 {a  -f-  x jJ* 
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842-  La  formule  île  Taylor  donne  aussi  pour  z-=J'x, 
f{x  4 h)  —fx  e=  zh  + i'z'A’  4 'gt"h\  . . , 
d’où  f{x  + b—a)—fx=z(b  — a ) + \z’  (b  — a)’  -{-  . . . , 

eu  faisant  h = b — a.  Si  l’on  prend  ensuite  * = *»,  ce  qui 
change  z,  z',  s' . . . en  des  constantes  A,  A' , A"...,  ou 
obtient 

fb  —fa  = A (b  — a)  + !;A'(b  -a)*  +'éA"  (b 

c’est  l’intégrale  fzdx  entre  les  limites  x = a ctx  = £ ( u°  839). 
Mais  pour  que  cette  série  soit  applicable,  il  faut  que  celle  de 
Taylor  ne  soit  pas  fautive.  On  examinera  donc  la  marche  de  ' 
la  fonction  z depuis  x = a jusqu’à  x=b,  afin  de  reconnaître 
si  elle  devient  infinie,  pour  de  certaines  valeurs  intermédiaires 
de  cette  variable  x.  v 

On  pourra  faire  converger  la  série  autant  qu’on  voudra;  car, 
partageant  l’intervalle  b — a en  n parties  égales  1,  en  sorte 
que  b — a=zni,  on  prendra  d’abord  l’intégrale  entre  les  limites 
net  d + i , c.-à-d.  qu’on  mettra  ci-dessus  a 4-  1 pour  b.  De 
même  on  prendra  l’intégrale  depuis  a 4 i jusqu’à  a 4 at;  en- 
suite depuis  cette  quantité  jusqu’à  a 4-  3/. . . 

On  fera  donc  successivement  -f 

x — a,  ce  qui  changera  z,z,  z’...,  en  A,  A',  A"... 

• : if  ( 

V.  « es  a 4.  .......  T*  .s,;...’. . C,  C,  C... 

etc.  : 

d’où  /(n-f  O —fa  - <=  Ai A'i*+  * A“il+. . . . 

/(“  + >')  — /(«*  + i)  = Bi  + i B'P  4^  B’P+.„ , 
f{a  4 3*)  — f(a  4 2t)  =1  Cf4  i C^4  i CV»-£.. 

etc.^A -,  .-  ,4.' V ' ^ ^ 

/(  a ■+•«»)  -r  /[«  4 (»  — *)  *]  = ü/*4  ±fl/'ia4  g/W't’,4... 


843.  La  somme  de  ces  équations  est 

/ («  + n»  ) — fa  = /ù  — ‘/a  = /zdx  = 
(4/+5+C..,4^*4K^4fi\..4^4i(^+...+^)li>>.> 
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Telle  est  l'intégrale  de  fzdx  entre  les  limites  de  a à b.  Si  Ton 
prend  i assez  petit  pour  se  borner  au  seul  i'r  terme,  on  a 

fzdx  = Ai  4*  Bi  + Ci. . ..*f-  Mi, 

■k  ' * * 

série  dont  les  divers  termes  sont  les  valeurs  que  prend  succes- 
sivement la  fonction  zdx,  lorsqu’on  fait  * égal  à a,  a-f,i, 
a-f-o.i. . . C’est  pour  cela  que  dans  la  méthode  infinitésimale  on 
regarde  l’intégrale  comme  la  Somme  d’un  nombre  iufini  d’élé- 
mens,  qui  sont  les  valeurs  consécutives  que  prend  la  fonction 
lorsqu’on  fait  passer  la  variable  par  toutes  les  valeurs  interme- 
diaires entre  ses  limites  ; c’est  ce  qui  s’éclaircira  par  la  suite 
(n“846  2°.)^ 

Consulfez  sur  les  approximations  des  intégrales  définies  un 
beau  Mémoire  de  M.  Poisson,  inséré  parmi  ceux  de  l’Institut, 
1826.  M.  Cauchy  a aussi  écrit  sur  le  même  sujet,  et  en  a fait 
des  applications  à des  questions  de  Géométrie  et  de  Mécanique 
très  curieuses.  La  Théorie  de  la  chaleur,  ‘par  M.  Fouricr,  ren- 
ferme un  grand  nombre  de  questions  qui  se  rapportent  aux  in- 
tégrales définies. 

844-  Nous  ne  dirons  rien  des  intégrations  du  a",  3*...  ordre 
des  fonctions  d’une  seule  variable  , puisqu’elles  rentrent  dans 
ce  qu’on  a exposé.  Il  yka  alors,  a,  3.. . . constantes  arbi- 
traires. 1 * ‘■•i 


Par  exemple,  pour  J" J* 


(a2  — x')  àx* 
(x2  + a’)* 


en 


, on  intégrera  une  pre- 
mière fois;  et  comme  la  fraction  proposée  se  décompose  (p.  a25) 
na2dx  -,  dj% 

a**,  et  que  la  première  donne  (n°  fin) 

* 

4-  c,  Il  reste  à intégrer  de  nouveau 


(a:*  4-  a3)1  x 2 4“  a 

dx 


x‘  4-n 

xdx 
x2  -f-  a 


1 + 


h 


- 4-  cdx.  On  a donc 
(a2  — x*ydx2 
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Des  Quadratures  et  Rectifications. 


845.  L’aire  t d’une  courbe  plane  (n°  768)  est  = fydx,  et  iL 
s’agit  d’inte'grer  cette  expression  entre  les  limites  convenables  ■ 
c’est  pour  cela  qu’on  a donné  le  nom  de  Méthode  des  quadra- 
tures aux  procédés  qui  nous  ont  occupés  jusqu’ici,  par  lesquels 
on  obtient  l’intégrale  des  fonctions  d’une  seule' variable.  En 
voici  divers  exemples. 


I.  Pour  la  parabole  AM  (fig.  7 1 ) , j-5  =; npx  ; donc 

2 B 

t==  f\é(ip).x'dx  — |y(a/a).x»  4-  c — fiy  4-  c. 

<•  * , ' 

Quand  l’aire  doit  partir  du  sommet  A,  x = o donne  t = o, 

ainsi  c est  nul;  doue  l'aire  MAM'  d’un  segment  de  parabole  est 
les  deux  tiers  du  rectangle  circonscrit  M'N'NM. 

Si  l’aire  est  comprise  entre  BC  et  PM,  en  faisant  AB  = a, 
BC  — b — \/i7.pa),  t est  nul  lorsque  x — a , d’où  c=  — -J  ab, 
puis  t=§  ( xy—ab ).  L’aire  CCMM’  est  les  deux  tiers  de  la 
différence  des  rectangles  IS'M  et  D’C. 


Pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés^”  =.ax",  on  a t= 
Toutes  ces  courbes  sont  donc  carrables. 


mxj 
— ■■  ■ 

m-f-n 


II.  Pour  l’hyperbole  équilatère  MN  (fig.  72)  entre  scs  asymp- 
totes Ax , Ajr,  on  a xy  ==  m*  ( n°  4i  8)  ; donc 


t — fydx  — m 1 m'\x  -f- 


l’aire  t ne  peut  être  prise  depuis  l’axe  Ay,  parce  que  x=o,  don- 
nerait t—o,  et  c= — 77i2lo=:oo.  Mais,  si  l’aire  doit  commencer 
à l’ordonnée  BC  qui  passe  par  le  sommet  C,  comme  AB=ztn 


(n°  4 18),  on  a c = — m’I/»,  d’où  t = m’I  — . On  voit  donc  que 

* 171  * 


si  m — t,  on  a t = \ix  1 chaque  aire  prise  à partir  de  BC,  est 
donc  le  logarithme  népérien  de  l’abscisse. 

Lorsque  l’angle  des  asymptotes  est  a,  l’aire  est  (p.  399), 
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, en  faisant  m — i ;donc  t=Log x. 


QUADRATURES 
sin  adx 


en  prenant  pour  système  de  log.  celui  dont  le  module  est 
A#=sin  « (n°  718).  Si  l’angle  «est  droit , Mz=  1,  on  retombe 
sur  le  ier  cas,  et  l’on  obtient  les  log.  népériens;  mais  011  voit 
qu’en  faisant  varier  l’aDgle  « des  asymptotes,  on  peut  obtenir 
tous  les  systèmes  pour  lesquels  1.  Ainsi,  lorsque  la  base 
est  to,  on  a d/=o,43429448I9;  l’angle  quiace  nombre  pour 
sinus,  le  rayon  étant  1,  est  «=a5°  44’  25",  47  : tel  est  l’angle 
que  doivent  former  les  asymptotes  d’une  hyperbole  Sont  la 
puissance  est  1 , pour  que  chaque  aire  soit  le  log.  tabulaire 
de  son  abscisse.  On  voit  par  là  que  c’est  très  improprement 
qu’on  avait  donne'  la  dénomination  de  Logarithmes  hyperbo- 
liques aux  log.  népériens,  puisque  tous  les  systèmes  de  log. 
trouvent  leurs  représentations  dans  les  aires  de  diverses  hy- 
perboles. 

III.  Pour  le  cercle j'a  = a* — x',  l’origine  étant  au  centre 


, C a.%dx  C x ’dx 

-*'>d 


en  multipliant  et  divisant  par  \/{a%  — x2).  Or,  ce  dernier  terme 
est  facile  à intégrer  par  parties  , puisque — — est  la  diffé- 


rentielle de  — — *’)  î donc 

f v/'(^_  ~)  =~x\/{a'— x')  +/dx  l/(a' — x*)  = —xy+t. 


Substituons  et  transposons  t,  nous  aurons 
, , , C adx 


mais  la  formule  di*  = dx*  -f-  djr%  appliquée  à notre  cercle , 
adx  adx 

y 


donne  ds  = — = ÿ^~x*)  ’ ^onc  * en  Prenant  l’arc 


dans  les  mêmes  limites  que  l’intégrale  proposée,  on  a enfin 
t = ï xy -f- \ as  + c.  Soient  CA— b,  A D=k  (Gg.  7 3)  : doublons 
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et  intégrons  depuis  x = 6 jusqu’à  x—a,  pour  obtenir  l’aire  du 

segment  BOB'  ; nous  aurons  (n°  83g)  j a X arc  BOB' — bk  : 

puis  ajoutant  le  triangle  CBE  il  vient 

* . > *“ 
le  secteur  CBOB'z={  COX  are  BOB'. 


Pour  Taire  du  cercle,  l=xfdx^{at — x*),  on  de'veloppe  le 
radical  ÇV.  p.  1 7 ) et  l’on  a . 


, - i.x*  i.3xs 

t — afilxl  1 - ; — ^-7-* — 7:  — etc.); 

J v 2 a»  2.4  .a>  2.4.6  .ah  " 


et  intégrant  depuis  x = o, 


1 

t — ax 


.x5 


1 . 3x7 

2. 3. a 2.4-5.as  2. 4.6.7  .u* 


./•  t t* 


— etc. 


A 

IV.  Pour  l’ellipse  (fig.  73 ),jr=-  ^(a1— x7),  d’où 

1 * ^ • 

ru  b 

-V/(“’-r1)dr=-Xz, 

J a a 

z de'signaut  1a  partie  de  l’aire  du  cercle  circonscrit  qui  est  coin-  < 
prise  entre  les  ordonnées  limites.  Les  aires  t et  z sont  donc  dans 
le  rapport  constant  de  b k a.  Ainsi , Taire  du  cercle  est  à celle 
de  V ellipse , ou  Taire  d'un  segment  de  cercle  est  à celle  du 
segment  de  Tellipse  inscrite  qui  est  terminée  par  les  mêmes 
ordonnées , comme  le  grand  axe  est  au  petit ; et,  puisque 
l’aire  du  cercle  circonscrit  est  *0%  celle  de  l’ellipse  entière  est 
z^vrab.  4 »*- 

, V.  Pour  la  cyclpïde  FM  A (fig.  43),  mettons  l’origine  en  F, 
et  soit  FS—x , SM=j-,  nous  aurons  (n°  763,  VI), 

s=v/C-iÿ> 

l f r ! , -t:  ■ » 

Celte  intégrale  est  l’aire  de  la  portion  FKN  du  cercle  généra- 
teur; donc  l’aire  FjAM—  F K EB  — \ ir* . Comme  d’ailleurs 
AE =irr,  le  rectangle  /£=2v/-',  d’où  AFE—  ? rr*  : l’aüte 
AF  A'  de  la  qpcloïdc  entière  est  triple  de  celle  du  cercle  gé- 
nérateur. . . . 
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VI.  La  méthode  de  Simpson  pour  évaluer  les  aires  curvi- 
lignes planes  par  approximation  , mérite  d’être  exposée. 

Cherchons  d’abord  l’aire  d’un  petit  segment  CEM  ( fig.  74  ) 
d’une  courbe  quelconque  rapportée  aux  axes  rectangulaires  Ax , 1 
Ay,  et  nommons  a l’angle  MCH  formé  parla  corde  C d/avec  Ax. 
Menons  l’ordonnée  KE,  par  le  milieu  K entre  les  ordonnées 
terminales  CB , A IP.  On  peut  sensiblement  regarder  l’arc  CM 
comme  appartenant  à une  parabole  dont  le  sommet  L ré- 
pond au  milieu  / de  la  corde.  I/aire  du  segment  est  donc 
CEMI  — | CM.  LI.  Or  les  triangles  LEl,  MCH,  donnent 

CH  i 

El  = El  cos«,  CM  — — — — , d’où  CEMI  = % EJytCll. 

cos  » a 

Cela  posé,  faisons  B K — KP  — h,  CB  =y' , KE  = y“, 
PM-=ym-  l’aire  CBPME  se  compose 

du  trapèze  CBPMI=  h(y  +ÿ°) , et  de  CEMI—  f h.  El, 

1 

Or  El  = EK  — KJ  — {ly"  —y’  — y")  ; donc  le  segment 
CEMI  = ’ hiyy’ — y — y”),  et  la  petite  aire 

CEMPB  = | h {\y  + 2y"+jy”). 

Supposons  l’aire  plane  BACD  (fig.  ^5)  qu’on  veut  mesurer, 
limitée  parla  courbe  AC,  la  droite  BD  et  les  perpendicu- 
laires AB , CD  ; on  coupera  la  base  BD  en  un  nombre  pair  de 
parties  égales,  dont  h sera  la  longueur,  et  par  les  points  de  di- 
visions, on  mènera  des  ordonnées  y',  y",  y'"-.,  y*  qui  couperont 
l’aire  en  éléinens  dont  les  surfaces  respectives  seront  exprimées 
deux  à deux  par  la  formule  ci-dessus  : la  2e,  la  Z*,. ..  seront 

ï * (jjr-  + 2 y"  + jy') , ^h{lyx  ■+■  ayJI  -f-  jj'™),  etc. 

la  somme  = § Ml/  + 27"  +f+iyx'  + 

' 'BACD=’h[(y+y'...+y’’)+y'+y‘...+y'---i(y+y')]: 
ayant  tracé  un  nombre  impair  d'ordonnées  équi-distanles , 
faites  leu  r somme  , plus  celle  de  toutes  les  ordonnées  de  rangs 
pairs,  moins  la  moitié  des  deux  extrêmes ; le  tout  multiplié 
par  j de  leur  intervalle  h, 

H • 1 
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La  même  règle  s’applique  évidemment  au  cas  où  l'aire  est 
comme  ACF E terminée  par  deux  courbes  opposées,  en  appe- 
lant ...  les  longueurs  totales  de  chaque  parallèle. 

Plus  h est  petit,  et  plus  le  résultat  est  approché  de  l’aire  de- 
mandée. Ce  théorème  s’applique  à toute  surface  irrégulière, 
parce  qu’on  peut  la  décomposer  en  d’autres  qu’on  évalue  sé- 
parément, et  qu’on  ajoute  ou  retranche  ensuite,  selon  les  cas. 
Lorsqu’il  arrive  que  la  base  se  trouve  coupée  par  la  courbe , 
la  même  règle  reçoit  son  application  , en  faisant  égale  à zéro 
l’ordonnée  du  point  de  section. 


846.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 
i°.  Si  l’aire  t est  comprise  entre  les  branches  BM , DK , d’une 
même  courbe  ( fig.  78  ) , ou  entre  deux  courbes  différentes  don- 
nées, en  nommant  YxzFx,  y=fx,  les  ordonnées  PM , PE, 


BCPM—f  Ydx , DCPE= fjrdx,  d’où  BDEM= /(F-y^dx. 

20.  Selon  la  méthode  infinitésimale  (n°*  802,  843)  Faire 
t peut  être  considérée  comme  la  somme  de  rectangles  tels  que 
m (fig.  7#)>  dont  dx  et  dj-  sont  les  côtés;  dxdy  est  doue 
1 élément  de  l’aire  t,  et  il  s’agit  d’intégrer  ffdx&jr  entre  les 
limites  convenables. 

Pareillement,  concevons  que  dans  le  cercle  CB  (fig.  76)  on 
ait  pris  un  élément  m en  un  lieu  quelconque  ; sa  distance  au 
centre,  ou  Cm—r , et  l’angle  mCx  = i en  fixent  la  position. 

L’aire  de  l’élément  peut  être  représentée  par  dr.dô,  dont  l’inté- 
grale relative  à fl  est  fidr  : en  la  prenant  depuis  6 = o jusqu’à 
0 = 27 rr,  on  a l’aire  d’une  couronne  circulaire  = aa-rdr,  dont 
l’épaisseur  dr  est  infiniment  petite.  L’intégrale  est  xr*  ; prise 
depuis  le  centre  C où  r=;o,  jusqu’à  la  circonférence  B où 
r — fî  = le  rayon  du  cercle,  on  a vR*  pour  l’aire  du  cercle. 

Appelons  r la  corde  AB  (fig.  77)  formant  le  segment  circu- 
laire AO  B,  dont  on  demande  Faire';  a.le  rayon  AC-,  on  peut  , 
considérer  la  surface  comme  ayaut  pour  élément  le  triangle 
différentiel  B, Ab,  dont  l’aire  est  d<  = — r\\a , en  appelaut  * . 

l’angle  B AD  : on  met  ici  le  signe  — parce  que<*  diminue  quand 
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H augmente  (n°  74*).  Or,  dans  le  triangle  rectangle  ABD,  on  a 
r=z%a  cos#,  d’où 


• dr 


— dr 


dr= — aasin ad#,  da=  v-a.- — — y— . 

, iayifl  —«os’#)  l/(4a’— r') 

Ainsi  l’aire  dt=—  4 r*d«  donne 

,=/;r’-  ïtî4 £—)=[  '.'•w*'-' ■>'* 


,=ui  4 


4a\3  ~I~  2 . 5.2’a‘  2 .4. 7 • 2+a+  ^2.4.6.9.2809 


/Vdr  1 r7  , i ,3./**  , 1.3.57* 

J 4 * 2.?.sa*  2.4.2+. o*  2.4.Ô. 26a6e*C'' 

1 . 3 . r7  . i.3.5.r9 


...) 


l’intégrale  est  prise  ici  depuis  r=o,  et  exprime  l’aire  du  seg- 
ment AOB  dont  la  corde  est  r.  En  faisant  r—  a,  on  a l’aire 

du  demi-cercle  = j (2 «)7  ^ + 3-5  + ~ ; égalant  à 


’-ara’,  on  trouve  pour  *■  cette  série  convergente  dont  la  loi  e<,t 
manifeste 


+ 


1 ,3 


-f 


.3.5 


2.4.7  2. 4. 6.9 


i .3.5.7 
2. 4. 6. 8. 1 1 


3°.  Quand  l’aire  sera  renfermée  entre  deux  courbes  BM,  DE 
4 fig  78),  dont  on  a les  équ.  Y—Fx,  jy=fx,  on  intégrera 
l’élément  mz=zAjàx  depuis  PE  jusqu’à  PM,  c.-à-d.  que  jAx 
devenant  (F— j)Ax,  sera  une  fonction  connue  de  x,  représen- 
tant l’élément  ME  compris  entre  deux  ordonnée^  infiniment 
voisines.  11  restera  à intégrer  relativement  à x entre  les  limites 
AC,  AP\  et  si  l’aire  est  comprise  dans  le  contour  d’une  courbe 
fermée,  on  intégrera  {Y—jr) <lx  depuis  la  moiqdre  valeur  de  x 
jusqu’à  la  plus  grande.  Lorsque  l’aire  est  renfermée  entre  quatre 
branches  de  courbes,  telles  que  BM,  B J,  IK,  KM,  il  est 
facile  de  la  partager  par  des  droites  parallèles  aux  axes,  en 
parties  qu’on  sache  évaluer  séparément  d’après  les  principes 
précédens. 

Les  paraboles  opposées  AF,  AF'  (fig.  80)  ont  pour  équ. 
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jr*=  — ipx  ; intégrons  l’élément  m s=  üxày  relativement  à x, 

* y*  y* 

de  M'  en  M,  c.-à-d.  depuis  — — jusqu’à  •+-  ’■ — : rdr  donne 

V - 2/> 

•ZJjZ  pour  l’aire  de  la  tranclie  MM'.  Intégrant  de  nouveau  de 
P 3 

y- J 

A en  C,  ou  depuis  y = o , l’aire  F'  A FC  sera  , ou  j xy. 

4°.  L’ordonnée  y de  la  courbe  ne  doit  pas  devenir  infinie 
entre  les  limites  de  l’aire  (n®  84a). 

5°.  L’éléinen  lydx  change  de  signe  avec  y ou  x,  d’où  il  suit 
que  l’aire  devient  négative  lorsque  .r  ou  y sont  de  signes  con- 
traires. 

Lorsque  la  courbe  coupe  l’axe  des  x entre  les  limités  de 
l’aire,  il  faut  chercher  chacune  des  deux  parties  et  ajouter, 
parce  que  l'une  est  positive  et  l’autre  négative,  et  que  la  somme 
demandée  doit  être  obtenue  sans  avoir  égard  à ce  dernier  signe. 

Par  ex.,  la  courbe  KACD  (6  g.  79)  a pouréqu-j-rtscc  — ar3? 
AK  —AI=  i ; l’origine  est  én  A.  L’aire  t — - c; 

si  elle  doit  commencer  au  point  B pour  lequel  AB  = V ï > <m 
trouve  c =— ■&;  d’où  1 = : et  si  l’aire  doit 

être  terminée  eu  ED,  où  AEx=.^\,  on  trouve' fcpvô , ce  quiin- 
dique  seulement  que  les  aires  BC1 , IED  sont  égales  etde  signes 
contraires.  En  effet,  on  voit  aisément  que  B Cf-=  =5  — DIE. 
De  même,  l’aire  prise  depuis  /(jusqu’en  / est  nulle,  parce  que 
ACI—î=  — KO  A.  ' ■■ 

847.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  (n^fxj),.- 
r = \ {xy  — y),  qui  sert  à trouver  l’aire  r comprise  entre 
deux  rayons  vecteurs,  cherchons  l’aire  CMO  (üg.  73)  dans 

. ’ ' * ; ; ; b*x 

l’ellipse  OZ)0*';  on  a a'y 1 ■+-  b'x*  = a” b',  y'  = — , d’on 

. — * 

, , fb'x'  \ b*  abdx 

'rSF>  ’ C a'y'*~jr)'~  iy'  T ^~.x\/{a—x')' 

Comme  l’aire  r est  comptée  depuis  un  rayon  fixe , tel  que  CO, 
jusqu’au  rayon  CM,  le  signe  — provient  de  ce  que  x décroît 
quand  t croît  ( n®  742  )•  /•  , t.  jrt 
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Mais  la  formule  ( n°  767  ) des  rectifications,  appliquée  au  cer- 
cle dont  le  rayon  est  a,  donne  pour  longueur  de  son  arc  s 
j _ aAx  ,,  , ; , ,, , 

dJ—  d ou  “T  = »odj,  et  T=z\bs,  en  prenant 

l’arc  s entre  les  mêmes  limites  que  r,  x = CO  et  x = CA. 
Quand  b = a,  a r=;ai;  ainsi , le  secteur  circulaire 
BCO=i{  CO  X arc  BO;  et 

le  secteur  elliptique  MCO=.'~  b x arc  BO  = - x OCB 

a\ 

Pour  l’hyperbole  ÆfiV (fig.  7a),  onai/=m',  d’où  r=—y 
et  dr  = — jrdx,  rz=z—fyrAx  : donc  le  secteur  quelconque  hy- 
perbolique CAM  = CBPM. 


848.  Lorsque  les  coordonnées  sont  polaires  (fig.  45),  on  a 
(n°  769),  dr  = ^ r’dS.  Ainsi,  dans  la  spirale  d’Archimède 

(n°473),  où  2ht  = «0 , on  trouve  r — - frndr~-  — -Uc 

a*  a 3 ~ ' 

Pour  l’aire  AIO  formée  par  une  révolution  entière  du  rayon 
vecteur  AM , il  faut  prendre  l’intégrale  depuis  r=o  jusqu’à 
rzzza.  On  obtient  AIO  = | = le  tiers  du  cercle  dont  le 

rayon  est  AI. 

Remarquons  que  pour  pouvoir  étendre  l’intégrale  au-delà 
de  « = 36o°,  il  faut  avoir  égard  à ce  que  cette  2*  aire  contient 
celle  qu’on  vient  d’obtenir,  comme  (n°846,  5°.). 

84g.  Donnons  quelques  exemples  de  la  formule  (n°  767) 
des  rectifications , s~  f\/{Ax*  -f-  dy) . 

I.  Pour  la  parabole , jr'  = 2 px  donne 
ydyxzpdx. 


Cette  intégrale  est  (n°  81 3,  p.  45 1 ) 

f = c + ^ Vip'+jr')  +ip\  [ jr+  VU1'  +J*)]- 

Si  l’arc  i commence  en  A ( fig. '7 1) , .y  = 0 donne  s = 0 • on 
T-  II.  3, 


t 
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en  tire  c ss  — ± p1  )p  ; donc  * 

w 1 \ p y > 

II.  Pour  la  seconde  parabole  cubique  y'i  = ax1,  on  a 

'“^vA,+f9=^V(,+©’+% 

En  général , y—  axn  représente  toutes  les  paraboles  ou  les 
hyperboles  , suivant  que  n est  une  fraction  positive  ou  néga- 
tive : on  obtient  s =/dary/(l  + Toutes  les  fois 

(n°  816)  que  zfa  — i)  est  exactement  contenu  dans  i,  ou 


que 


4*  \ est  entier,  on  aura  l’arc  s sous  forme  finie. 


a(n  — i) 

III.  Pour  le  cercle,  suivant  que  l’origine  est  au  centre  ou  à 

l’extrémité  du  diamètre,  on  a y*-=r* — x 4,  ouj-“=2rjc x*. 

Dans  ces  deux  cas,  il  vient  s — mettant  pour  y sa 

valeur  en  x,  on  voit  que  l’intégration  ne  peut  s'effectuer  que' 
par  séries  (n°84o),  ou  par  des  arcs  de  cercle,  ce  qui  ramène 
la  question  au  point  d’où  l’on  est  parti. 

IV.  Pour  l’ellipse , a*yt-t-b*x*=a‘bt  donne 


-n- 


'd*  f(a[ — xt(a’ — ^ y/fa»  — e’X*) 


V V «* — ■*’  J J — ar*)  ) 

en  faisant  ae  = l/fa’ — i1)  ; e désigne  le  rapport  de  l’excentri- 
cité au  demi-grand  axe.  On  ne  peut  intégrer  cette  expression 
que  par  une  série  ; mais  il  faudra  disposer  le  calcul  de  manière 
à la  rendre  convergente.  Ainsi  on  pourra  développer  (n°  485,  II), 
l/fa1— ;e4xa). 

Ou  bien  on  fera  l’arc  O B ( fig.  73  ) du  cercle  circonscrit  = 6, 

d’où  C^  = * = aCos9,ct— ~ d», 

puis  r=  — û/il9l/(i  — e’cos’â). 

On  aura  à intégrer  une  suite  de  termes  de  la  forme  A cos,m0  d« 
(n0!^)  ; par  là  l’arc  OM  dépendra , à l’aide  d’une  série  , de 
l’arc  correspondant  OB  du  cercle  circonscrit. 


V 
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La  rectification  de  l’hyperbole  offre  Un  calcul  semblable. 

Y.  Dans  la  cycloïde  (fig-43),  l’origine  étant  en  F,  on  a 
(n»,63,VÎ) 

ï-\/ïèp' 

Ou  n’ajoute  pas  de  constante , lorsque  l’arc  s commence 
eu  jP.  Or  ÿ[zty)  ~KF\  donc  FM=z  fois  la  corde  KF. 

85o.  Si  les  coordonnées  sont  polaires  ( n°  769),  on  a 
d*=^/(rad0’+di'*).  Ainsi,  la  spirale  d’Archimède,  oÙ2*r=:u0, 

donne  ^ 

e*  ' 

Ërt  comparant  celte  expression  à celle  de  l’arc  de  parabole,  on 
voit  que  les  longueurs  des  arcs  de  ces  courbes  sont  égales,  lors- 


que r est  l’ordonnée  de  la  parabole,  et  - le  paramètre. 

V ■ *■ 

Dans  la  spirale  logarithmique  (n°  4?4)»  ®— lr;  on  trouve 
s — fdr\/ 2 = r\/i  -J-  c : si  l’arc  commence  au  pôle , c = o , 
et  l’on  a s — r\/i.  Ainsi , quoique  la  courbe  11’atteigne  son 
pôle  qu’après  un  nombre  infini  de  révolutions , l’arc  s est  fini  et 
égal  à la  diagonale  du  carré  construit  sur  le  rayon  vecteur  qui 
le  termine. 

Voyez , pour  les  courbes  à double  courbure , ce  qu’on  a dit 
n°  79l- 

Des  aires  et  des  volumes  des  Corps. 

85t.  Le  volume  v et  l’aire  u d’un  corps  de  révolution  autour 
de  l’axe  des  x s’obtiennent  (n°  792)  en  intégrant 

v = fxy7dx,  u=f  iwyds  ~f  ly-xÿ (da:l-f- dy1' . 

Yoici  quelques  applications  de  ces  formules. 

I.  Pour  l’ellipse,  en  recourant  à la  valeur  de  dr  ( 11*849,  IV), 
on  trouve 

a-ô*  />  , zirbe  r J fa*  \ , 

t’=  /(«” — * )<)*»  «,=  J y \jZ~~  X ) dr- 

3... 


i 

1 

I 

i 

i 

i 
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La  i"  donne  v = w£»’  (J?—  + c)  ! **  le  sommet  «st  ^né 

des  limites,  c=—  | fl.  Soit  donc  z la  hauteur  du  segment  d’el- 
lipsoïde, ou  x — a — z,  le  volume  = (3a  — *).  Pour 

l’ellipsoïde  entier,  z—ia,  etl’ona^îr&’a.  lien  résulteque,i°.  le 
volume  de  là  spbère=  ■*  ta’  ; a0,  l’ellipsoïde  de  révolution  est  à 
la  sphère  circonscrite  ::  6*  : a*  ; 3®.  chacun  de  ces  corps  est  les 
ducylindre  qui  lui  est  circonscrit  ; 4*-  enfin  le  segment  sphé- 
rique — !r*a(a  — | *)  • 

l/intégrale  qui  entre  dans  la  valeur  de  u est  visiblement  l’aire 
d’une  portion  de  cercle  concentrique  à l’ellipse  comprise  entre 

les  mêmes  limites  que  l’arc  générateur,  et  dont  le  rayon  est 

2 xbez 

Soit  * cette  aire  facile  à obtenir  ; on  aura  u — — — — . 

f*QJ£ 

S’il  s’agit  de  la  sphète,  oh  a (n°  849,  1H)>  dr  — -y-  ; d où 

u =/2xrdx.  On  trouve  aisément  2 *rz  pour  la  surface  de  la  ca- 
lotte ou  de  la  *one  dont  * est  la  hauteur  ; et  4*-'’1  pour  l’aire  de 

■ , 5 * ’ I 

la  sphère  entière. 

II.  Pour  la  parabole^’ = aaar,  on  trouve 
v = fixax.dx  = trax'1  c, 


U =f  ^.yàrVix' 4- «’> = g t v/cr“  + «'Y  + C]  : 

si  l’origine  est  au  sommet,  c — o et  C =— a3.  On  a donc  ainsi 
le  volume  et  Taire  d’itn  segment  de  paraboloïde  de  révolution. 

Il-,  Soit  y*  = axn  ; on  en  tire 

mm  TtljlX  m micXY'1 

v = fv\/a\  Ÿx'u.Ax=—-r7-n  \/(axny  = 


m-j-  2« 


m-f-2n 


Ce  calcul  se  rapporte  aux  paraboles  et  aux  hyperboles,  suivant 
que  rt  est  positif  ou  négatif. 


1 
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85a.  Le  volume  V et  l’aire  U d’un  corps  sont  donnés  par  les 
- formules  ( n°  794  ) 

r=ffz<\xdj,  î/=//dxdrV/(<+^*+7*)-  ' 

Voici  comment  on  doit  entendre  ces  doubles  intégrales.  Après 
avoir  mis  pour  a,  p et  q leurs  valeurs  enreten/,  tirées  de 
l’équ.  de  la  surface  proposée  (n°  787),  on  intégrera,  en  regar- 
dant comme  constant  x ou  y à volonté,  suivant  que  l’une  of- 
frira des  calculs  plus  simples  que  l’autre.  On  aura  ensuite  égard 
aux  limites  que  ^ question  détermine. 

Par  ex.,  si  l’aire  U , qu’on  demande,  doit  être  comprise  entre 
deux  plans  parallèles  aux  xz,  y = a , y— b,  et  qu’on  ait  in- 
tégré par  rapport  ky,  on  prendra  l’intégrale  entre  les  limites 
a et  b,  x étant  regardé  comme  constant.  On  aura  ainsi  l’aire 
MB  (6g.  69)  d’une  tranche  dont  l’épaisseur  est  infiniment 
petite  = dx,  terminée  aux  deux  plans  ME,  SB,  dont  il  s’agit. 
Cette  tr' intégrale  sera  de  la  forme  tpx.âx,  c.-à-d.  délivrée  dey, 
mais  contenant  x.  On  intégrera  de  nouveau,  relativement  à x, 
depuis  la  plus  petite  jusqu’à  la  plus  grande  valeur  de  cette  va- 
riable ; et  l’on  aura  l’aire  demandée,  qu’on  regarde  comme  la 
somme  d’une  série  infinie  de  tranches  semblables. 

Si  le  corps  est  terminé  latéralement  par  des  surfaces  courbes, 
on  devra  introduire,  dans  la  ir*  intégrale,  des  fonctions  de  x, 
pour  les  limites  de  y,  en  opérant  d’une  manière  analogue  au 
u*  846.  Des  exemples  éclairciront  tout  ceci. 

Pour  la  sphère  (fig.  81) , x ' -+■  j*  -f-  z’  = f1  ; d’où 

P = ~ f>  9 = --s>  Ÿ(' +/>*  + ?)  = '-■  v" 

• * % 

On  fera  d’abord  y constant,  et  ra — y'x=A*-,  d’où 

4 . , * 
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plan  .recoupe  la  sphère  suivant  un  cercle  Cy,  dont  l’équation  est 
x*-fjy*=r%  et  dans  lequel  l’abscisse  AF=±\/(r*—y*)—±A 
est  le  rayon  du  cercle  formé  par  le  plan  coupant  DmC.  Si  donc 
on  prend  cette  intégrale  depuis  ,r  = — A jusqu’à'  x=i-\-A, 
on  aura  l’aire  infiniment  étroite  DmC  d’une  bande  parallèle 
aux  ,rs,  et  tracée  sur  l’hémisphère  supérieur. 

Faisons  donc  x~  — A et  x A dans  notre  arc  ci-dessus, 
puis  retranchant  le  i*r  résultat  du  2*,  nous  aurons  -rdjy,  parce 
que  l’arc  dont  le  sinus  = t,  est^a-.  Intégrons  par  rapport  àjr, 
qu’on  a prise  pour  constante  ; nous  aurons  xry  pour  2'  intégrale, 
et  les  limites  étant  — r et  r,  qui  sont  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  y,  2sr r*  sera  l’aire  de  l’hémisphère  supérieur. 

Disons-en  autant  pour  le  volume  V (p.  458) , 


Prenons  les  limites  — A et  4-  A,  comme  ci-dessus;  le  t"  terme 
disparaît,  et  l’on  a jvr Ai.  Il  faut  donc  intégrer  de  nouveau 
j x (r*  — y1)  Ay,  qui  représente  la  volume  de  la  tranche  DmCE ; 
Ct  l’on  ï-J»  (r'y — vjr’),  qui  revient  à /'—■j  vr3  entre  les  limites 
— r et  -f-  r.  C’est  le  volume  de  la  demi-sphère. 

L’élément  du  volume  T'est  dxdydz  : on  intègre  d’abord  par 
rapport  à z,  depuis  le  z de  la  surface  inférieure,  qui  limite  le 
corps,  jusqu’au  z de  la  surface  supérieure  : ainsi,  l’on  met  dans 
zdxdy  ces  deux  valeurs  de  z en  fonction  de  .t  et  y,  telles  qu’on 
les  tire  des  équ.  de  ces  deux  surfaces  : on  a ainsi  le  parallélépi- 
pède compris  entre  elles,  et  élevé  sur  la  base  drdy.  O11  intègre 
ensuite  relativement  à x , pour  former  la  somme  de  tous  les 
prismes  qui  composent  une  tranche  dont  dy  est  l’épaisseur,  et 
qui  est  comprise  entre  deux  plans  parallèles  aux  xz.  Supposons 
que  le  volume  /'soit  compris  dans  un  cylindre  MNg  (fig.  82), 
élevé  sur  une  hase  donnée  mng , les  limites  de  cette  2e  inté- 
grale résultent  d'un  section  "quelconque  Pmn,  faite  dans  le 
corps  par  un  plan  perpend.  aux  y : ainsi  l’on  prendra  l'inté- 


/ \Z(A*  — x‘)  dx=-!  x\/{A'  — x')  4-  \ A * arc 
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le  depuis  x = Pm  jusqu’à  x=  Pn,  valeurs  qu’on  tire  eu 
fonction  de  y de  l’équ.  de  la  courbe  mfng , base  de  notre  cylin- 
dre. Soient  x ~Jy  ztxz=Fy  ces  valeurs;  on  les  mettra  succes- 
sivement pour  x dans  l’intégrale,  et  l’on  retranchera  les  résul- 
tats l’un  de  l’autre,  il  ne  restera  plus  qu’à  intégrer  une  fonction 
de  y,  depuis  la  moindre  valeur  AB  de  y jusqu’à  la  plus 
grande  AC , valeurs  qu’on  tire  encore  de  l’équ.  de  la  base  fri  g. 

Cherchons,  par  ex.,  le  volume  du  cône  droit.  Prenons  sou  axe 
pour  celui  des  y,  et  le  sommet  pour  origine  : l’équ.  est  (n°  661) 
l'y'  = z’-f- x*, /étant  la  tang.  de  l’angle  formé  par  l’axe  et  les 
génératrices.  Or,  rdxdj-  devient  a \/{l'y' — x’Jdxdj-,  depuis  lez 
inférieur  jusqu’au  supérieur  , puisque  z = ± \/  ( l'y*  — x*  ). 
L’intégrale  relative  à xa  été  donnée  ci-dessus  et  p.  453,  savoir, 

XV  (Pj*  — *’)  + 2^r‘.arc  (tang  = ) + c. 


Comme  en  faisant  z = o,  l’équ.  du  cône  donne  x: =±ly  poul- 
ies limites  du  corps,  il  faut  changer  ici  x en  — ly  (ce  qui  donne 
zéro),  puis  en  -f-  ly  [d’où  a lly' . arc  ( tang.  =00 }—7rPy*]  • il 
vient,  en  retranchant,  rl'y'dy,  qu’il  faut  intégrer  depuis  y = 0, 
ou  le  sommet,  jusqu’à  yæ  A,  qui  répond  à la  base.  Donc  enfin 
le  volume  du  cône  droit  est  j wZaA3,  ce  qui  revient  au  théorème 
connu.  . . 

De  même,  si  les  limites  de  l’aire  sont  déterminées  par  une 
courbe  FMNG  tracée  sur  la  surface  dont  il  s’agit,  on  cherchera 
sa  projection  ^/g-  sur  le  plan  xy  (n°  656),  qui  déterminera  un 
cylindre  droit,  pour  lequel  on  raisonnera  précisément  de  la 
même  manière.  On  intégrera  donc  dxc^  y/(i  -f - p'+  entre 

les  limites  ci-dessus  désignées. 

En  voici  uu  exemple. 

Soient  tracées,  sur  le  plan  xy,  les  deux  paraboles  égales  et 
opposées  FAE,  F* A E (ûg.  80),  dont  y ' =s  rue,  y'  — — nx 
sont  kséqu.;  pui9  la  parallèle  FF"  à l’axe  desx,  AC  étant  =ô. 
De  plus , concevons  un  cône  droit  à base  circulaire  , dont  le 
sommet  serait  à l’origine  A,  et  qui  aurait  pour  axe  celui  des  z, 
l’équ.  étant  z — ky/(x'  -j-y'),  (n°  661).  On  demande  dc.trou- 


» « 


» 


11. 


# » 
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ver  l’aire  du  cône  comprise  dans  le  cylindre  droit  élevé 
AMF  F M' . L’équ.  du  cône  donne 


I, 


kx 


P~ 


v{*'+sYq  v'(*,+yj* 


hjr 


+ /'s+î,=  '+*,i 


l’élément  de  l’aire  du  cône  est^/(i  ■+■  fr‘)  dxdj,  sa  projection  est 
en  m.  L’intégrale  relative  à x esty'  (i  -+•  k*)xdy,  qu’il  faut  pren- 
dre depuis  M' jusqu’en  M,  et  l’ou  aura  l'aire  de  la  bande  inû- 
nimeut  étroite  qui  est  projetée  eu  MM'.  Or  les  équ.  des  para- 
boles donnent,  pour  les  abscisses  des  points  M'  et  M,  limites  de 
l’intégrale , 

x — — x — -j-Y.  ; d’où  — j/(i  àjr, 

n ’ n h , n *'*  » 

• Opérant  maintenant  pourj'  sur  cette  i,c  intégrale,  il  vient 
zr3 

2^  Ÿ(l  + ^’)i  8U’*1  faut  prendre  de  A en  C,  c.-à-d.  depuis 

j-  = o jusqu'à  y— b.  On  obtient,  pou[  l’aire  demandée, 
a b3 
3 n 


!/(«  +*’)• 


L’application  de  ces  principes  à la  recherche  des  centres  de 
gravité  et  des  momens  d’inertie  est  surtout  remarquable.  {V oy. 
ma  Mécanique,  n0'  64  et  a4i  ■) 


IV.  INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


Séparation  des  V ariables ; Équations  homogènes. 

853.  Intégrons  les  équ.  du  i*r  ordre  entre  d'eux  variables. 

Soit  proposée  l’équ.  différentielle  MAy  Ml*  = o , qui  est 
du  i*'  ordre  entre  les  deux  variables  x etj*.  Il  est  clair  que  si 
elles  ne  sont  pas  mêlées,  en  sorte  que  M ne  contienne  pas  x,  et 
que  N soit  sansjr,  l’intégrale  de  l’équ.  sera  la  somme  des  inté- 
grales qu’on  trouvera  par  les  principes  antérieurs, 

* J"  MAy  + f iVdx  = const. 

« . 
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11  en  sera  de  même  de  toute  équ.  dont  on  pourra  séparer  les 
variables.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  M est  fonction  de  x, 
et  IV dejr  seulement;  car,  divisant  l’équation  par  MN,  on  a 

d y . dx 
A r + M~°' 

C’est  ainsi  que  dx[/(t  +y*)  — *d_y  = o 
dar  d y 


donne  — = 


— ; d’où  (n°  8i3) 


v ^ +r)' 

l(c^l  = % +V/(l  +.T’)]»  et  «=Jr  + V/(‘  +j')- 

85$.  Si  M—  XY,  7V=  X,Yn  X et  X,  étant  des  fonctions 
de  x,  Y et  Yt  des  fonctions  de  y,  on  a XYdy  + XtY  tdx  = o, 
qui  donne,  en  divisant  par  XYt, 

Y ,X,. 

+ ÿ 

855.  La  séparation  des  variables  est  encore  possible  dans  les 
équ.  homogènes  (n°  3aa)  par  rapport  à x et  y.  Soit  m le  degré  ■* 
de  chaque  terme  Aykxh,  ou  m = A-f-  k ; en  divisant  l’équ:  par 

xm , le  terme  Ayk xh  devient  A ==  Azk,  en  faisant  y—  xz. 


On  voit  donc  que  M et  IV  deviendront  des  fonctions  de  z seul, 
en  sorte  que  si  l’on  divise  par  M l’équ.  Mdy  -f-  iVdx  = o,  on 
aura  dy  + Zdx  — o.  Maisj-=a:s  donne  dy=:xdz+zdx,  donc 
xdz  -j-  (z  + Z)  dx=  6 ; d’où  * 


dx  . dz 

- + r+z=°: 


« b+/r£z=°- 


T.  Prenons,  pour  i"ex.,  (ax+ùy)dy+(Jx  + gy)dx  — o. 
Divisons  par  ax  -t~  by  ; nous  trouverons 

, f-hsz  \ ,,  , dx  (a+bz)dz 

dr  •+-  - — —7-  d*  = o , d ou  — + ,-—-7 — ; — r — — = o , 
J ^ a -f-  bz  x ^ bz*  -f-  (a  -f-  g)  z +f 

y 

cqu.  facile  à intégrer.  Il  faudra  ensuite  substituer*^  pour  z. 
C’est  ainsi  que  yAy  -f*  (x  -f-  4y)  dx  = o,  à cause  de  a = o , 
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* b — donne  ^ -f-  — , ' ^ -----  — o;  on  ajoute 

i « 22  T * 

dz  au  nume'rateur  du  2'  terme,  qui  devient  ou 


dz 

1 + z 


d’où 


( 1 + 2)* 


. On  a donc  à intégrer 


■dz 


d*  , dz 
X I -f-  z ( 1 + z)* 


l(cx)  4-1(1  4- 2)4- —7— =0, 
I x z 


OU  l;c(i  + z8)=_i  lc(x -f-jr) 4- — = Q’ 

1 -f-  s x -f-  y 

II.  Pour  ajrmày  4-  (xm  4.  bjm)àx  = o , on  a 


4r4- 


i + bz' 


dx 


QSmdz 


az" 


, UvC  140  U* 

X °’  x azm+,-f-bzm  4-  1 


= 0. 


t III.  Soit  xil/ — jAx —d.Tÿ^x'  posant  y — xz,  et 

divisant  par  x,  on  trouve 

àjr — zdxs=dx|/(i  -f  z’),  d’où  — = — - — — -, 
u v v r n x v^l-i  •+•*’) 

dont  l’intégrale  (n°  8i3)  est  x=cz  4- c»/(i  4- z’ÿ,  ou 

xx=zcy  + c \/{xx 4-^*) , qu’on  réduit  à x1  = j.cj  4- e%  en 
transposant  cj  et  élevant  au  carré. 

IV . Quelle  est  la  courbe  dont  l’aire  BCMP  (fig.  7 1)  est  égale 
au  cube  de  l’ordonnée  PM,  qui  la  termine,  divisé  par  l’abs- 
cisse ; et  cela  pour  chacun  de  ses  points , à partir  d’une  or- 
donnée fixe  B C!  De  jO'dx  = , on  tire,  en  difierentiant , 

(xy+j’i)<}x^z3xysdy  ; (gisant  y—  zx , on  trouve  (p.  445) 

K 

d*  3zdz  .... 

— — -,  d ou  x>(i — 2**)3  = c,  puis  enfin 

x ^ 1 1 2 Z » 

(x1  — 2jr’)s  = ex*.  • 

4 'i 

856.  Toute  équation  qu’on  pourra  rendre  honiogèue  sera 
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donc  intégrable.  Ainsi  pour 

(«x-f- by  4-  c)  dj"+  (mx+  nj-bp)  dx  = o. 

on  fait  ax  -f-  by  + e = * mx  -^ny-j-p-t, 

d’où  od.r  4-  bdy—dz  mdx  4-  ndj'ridt  ; 

* 

màz  — adt  , bdt — ndz 


491 


puis 


d y 


dx  ■ 


mb  — na  ’ ' mb  — na  ' 

la  proposée  devient  homogène, 

zd/-|-*dx=o,  ou  (mz  — m)Az-\-[bt — az)  dt  = o. 

Quand  mb — na  = o , ce  calcul  cesse  d’être  possible,  mais  alors 
na  . 

m — — , et  la  proposée  est 

bcôjr bpdx  -f-  {ax  -f-  by)  (bdy  4-  ndx)  = o , 

dont  on  séparé  les  variables  en  faisant  ax-f-  by  — v ; on  subs- 

, „ de — adx 

titue  cette  valeur,  et  ay  — ^ , etc. 

857.  Prenons  l’équation  linéaire,  ou  du  i*r  degre'  en  y,  " 

. > «> 

dj-  4-  Pydx  — Qdx , 

P et  Q e'tant  des  fonctions  de  x ; on  fera  y=zt,  d’où 
zàl  + tàz  4-  PzlAx—  Qdx; 

dans  l’équ.  y = zt,  z et  1 sont  des  fonctions  de  x,  dont  l’une 
est  visiblement  arbitraire  ; on  peut  donc  la  de'terininer  en  éga- 
lant à zéro  le  coefficient  de  z;  donc 

dt-f-P<dx  = o,  tdz=Qdx. 

La  ir“  donne  y = — Pdxti  d’où  lt  = — fPdx,  et  comme 

Pdx  ne  contient  pas./',  l’intégrale  u de  Pdx  est  facile  à trouver. 
On  a donc 

lt  = — u-f-a,  ou  t—  e-"+,,=e'V— 

' s • - 

I/équ.  <dz=  Çdx  , devient  e‘‘dz=  Qe“dx  ; d’où 
e''z= /Qeu  dx  4-  c , 
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Ç et  u sont  des  fonctions  connues  de  x,  et  l’intégrale  fQeuàx 

étant  obtenue , on  remettra  pour  z sa  valeur  - ou jreu~a}  ce  qui 

donnera  enfin  l'intégrale  demandée 

jreu=/'Qeuix  -f-  c , équ.  où  u = J'Pdx. 

11  suit  de  ce  calcul,  qu’il  est  inutile  d’ajouter  une  constante  a à 
l’intégrale  fPdx  — u. 

Soit , par  exemple , d \jr  +jdx  = ax3 dx  ; on  9 
P—  1,  Qzzsax3,  u = fPdx—  x, 
fQe“ dx= Jax3eIdx—  ae*  ( x 3 — 3x’  -f  6x — 6)  ; 


doue  jr  —ce~x  -f -a  (x3  — 3x’  + 6x — 6) . 

,Pour  l’équ.  (1  -J-  x *)  dj — jrxdx  = adx,  ou  a 

1 xdx 


( 


1V/(I+X«); 


— X a r xdx 

i-f-x’’  ^ — i-far*’  ““  J i+x2~ 

\ 

donc  eu=(i  -\‘X2)-'(Vojr.  u°  i4g,  ta®-); 

fQe“dx=  f adX-  = — + c (page  456); 
V . ^ (!+*»)»  VV+X> 


enfin,  j-=zax-\-cÿ(i  +a:J). 

858.  Traitons  enfin  l'équ.  de  Riccati,  ainsi  nommée  parce 
que  ce  savant  s’en  est  le  premier  occupé  ; 

dy  + by'àx  = amdx  ; 

i°.  Si  m =0,  on  a (p.  224) 


4r  ,1x=.  1 ( & ' . àj \ 

a — by  i\/<\\/a-\- y\/b^  \/a  — y\/b) 


donc  *xÿ{ab)  + c=.\{)/a  +J\/b)  — x(Va  — jVb)- 
2®.  Quand  m n’est  pas  nul,  on  pos ejr  = b~'x~‘  -j-  zz~‘, 
l’on  trouve 


x2dz  -J-  bi'àx  s=  «a:m.+'-,da:, 


et 


byC 


/ 
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transformée  homogène  si  m — — 2,  et  qu’on  intègre  en  sépa- 
rant les  variables,  quand  m=  — 4* 

3°.  Dans  tout  autre  cas  , soit  fait  z=  t~\  xm+3=:n,  puis 

m + 4 /,/  _ a • _ b 

n m -f-  3 ’ rh  + 3’  ftj-f-3’ 

» ' T- 

et  l’on  a cette  équ.  semblable  à la  proposée, 
dt  -f-  b' P du  = a'unàu  ; 

on  pourra  donc  la  traiter  comme  ci-dessus , et  l’intégrer  lorsque 
n sera  — 2 ou  — 4- 

Èt  si  n n’est  phs — 2 ou  — 4*  en  effectuant  une  transforma- 
tion semblable,  et  continuant  de  proche  en  proche,  selon  les 
memes  procédés , on  sera  ramené  à des  équ.  de  mêmes  formes 
que  la  proposée,  ayant  pour  la  variable,  dans  le  2e  membre. 

, m- 1-4  o + 4 P~h  4 

un  exposant  successivement  = — —J, — — ~ , — 

r m + 3n-f-3p+3 


c.-à-d.  que  cet  exposant  est 


rrt  + 4 3m +8  5m+t2  ^rri  + 16 

m - f-  3*  2 3m  + ’ 4m  + 9 


Que  l’une  de  ces  fiactions  soit  nulle , ou — 2 , ou — 4 > l’intégrale 

sera  facile  à trouver:  savoir,  m = : , tétant  un  entier  quel- 

21 — i n 


conque,  positif,  ou  zéro. 

Si  l’on  eût  commencé  par  faire  jr=  i~\  xm'h'=s,  dans  la 
proposée  , le  même  calcul  aurait  conduit  à trouver  qne  l’inté- 
gration est  possible  lorsque  m = ; ainsi  m= est 

la  condition  d’intégrabilité  de  l’équ.  de  Riccati. 


Du  Facteur  propre  à rendre  intégrable. 

85g.  L’équ.  Màjr  -f-  Ndx  = o ne  résulte  pas  toujours  im- 
médiatement de  la  différentiation  d’une  équ.y^x,^)  = o ; car 
on  a pu,  après  ce  calcul,  multiplier  ou  diviser  toute  l’équ.  par 
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i une  fonction  quelconque,  ou  en  éliminer  une  constante  (n°  727) 
A l’aide  de  /(x , y)  = o , ou  enfin  faire  telle  combinaison  qu’on 
voudra  de  ces  equ.  entre  elles.  L’e'qu.  proposée  peut  donc  ne  pas 
être  une  différentielle  exacte. 

En  général,  soit  u =/(a :,y),  la  différentielle  étant.  ..... 

Auz^MAy  + Nàx,  la  relation  devient  ici 

tlxtlj"  dj-dx 

JM  _ d N 

dx  dy‘  ’ * v*  J 

Ainsi , toutes  les  fois  que  Md y 4-  Ndx  est  une  différentielle 
exacte,  la  condition  (1)  doit  être  remplie.  Réciproquement, 
si M et  N satisfont  à la  condition  (1),  Mdy  + Ndxwi  une  diffé- 
rentielle exacte  qu’il  sera  toujours  possible  d’intégrer. 

Pour  démontrer  cette  réciproque,  intégrons  Mdj-  en  regardant 
x commeconstaut,  et  soi  t P l’intégrale,  fonction  connue  dexct y, 

dP 

résultant  de  fMôy,  relative  ky  seul,  ouA/  = — . Prenantpour 

la  constante  arbitraire  une  quantité  X,  qui  pourra  contenir  x, 
nous  aurons  P-+-Xpour  l’intégrale  AcMày  relative  à y.  Prou-  ( 
vous  que  P+X  est  l’intégrale  de  Mdy+Ndx,  quand  l’équ.  (1) 
a lieu. 

La  différentielle  complète  de  P -f.  X est 

ou  %Ax+mr+àx-, 

d’où  l’on  doit  conclure  que  P+X  sera  l’intégrale  de  Mt\y+  NAx 
(qui  sera  par  conséquent  une  différentielle  exacte),  si  l’on  peut 
déterminer  X de  sorte  que  ce  trinôme  soit  = Mày  + Ndx , ou 

lVdx=  ^ dx  + d^f,  ou  AX=^N — ^^dx...(2).. 
dP 

Or,  en  différentiant  M=i—  par  rapport  à x,  on  trouve, 
vertu  de  la  condition  supposée  (1), 


en 


AM  _ A*P  dAr 

dx  dydx  tly  ’ 


dlV  d'P 


Ay  Aydx 


= o. 
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OU 


o = d I^N — -j^,  relative  à y;  N — ^ est  donc  une 


fonction  de  x,  ce  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

L’intégrale  cherchée  est  donc  P -\-X,  P étant  celle  de  Mdy 
par  rapport  à y seul,  et  X l’intégrale  de  la  fonction  de  x donnée 
par  l’équ.  (2).  Nous  avons  donc  démontré  notre  réciproque  eu 
même  temps  que  nous  avons  donné  un  procédé  d’intégration 
de  Mày-\-NAx.  , * . , 

Il  est  inutile  de  dire  qu’on  peut  également  commencer  par 
intégrer  iVda?,  pétant  constant,  et  compléter  l’intégrale  par 
•une  fonction  Y dej",  etc...  Oh  préférera  celle  de  ces  deux  voies 
qui  facilitera  davantage  le  calcul. 

dx  * * 4 

I.  Soit  proposé  d’intégrer  J' — - 4-  adx  4-  ibydy , où  » 


M—  a.by,  JN 


1 


4-  a> 


l/(«  4-*‘) 

on  trouve  P=byi  ; ainsi  by1  -j-  X est  l’intégrale  cherchée,  puis- 
que la  condition  (i)  est  remplie.  La  différentielle  de  by1-\-X  re* 
lative  à x,  comparée  à iVdx,  donne  (p.  45t) 

àX  = ^ + ady , d’où^  = ar4-l.c[*4-i/(i4-*,)ji 

donc,  on  a ùy*4'a;e+Lc[^:  + V/,(  *+**)]-  ' * /•  .'v#> 

II.  De  même  pour 

4-  3 wi  : ✓ t * 


1/(^4-^) 


M: 
iV= 


°y 


x'+y' 

) 

X 


v&'+ji 

ax 


x%-i -y 

y 


r.4-3  by\ 


{/(x'+y*)  x'+y*' 

Après  avoir  reconnu  que  l’équ.  (1)  est  satisfaite,  on  intégrera 
Nùx  par  rapport  à x ; on  trouvera  » 

a\/(x'  4-j>)  -f  arc^tang  —j)  + Y, 
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en  désignant  par  Y une  fonction  de,?\  Différcntiant  cette  ex- 
pression par  rapport  ày,  et  comparant  à MAy , on  aura 

il  F = Aby'Ay,  d’où  F=é/3  + c.  Ainsi  l’intégrale  est  obtenue 
complètement.  En  faisant  ai=b  = o,  on  trouve  , 


Cette  intégrale,  employée  par  M.  La  place  ( Mêcan . cél. , 
t.  I,  p.  6),  est  un  cas  particulier  de  la  précédente. 

III.  On  trouvera  de  même 


/ 


<\x[x+j/(x'  -hr*)] 
[* + V (**+, J-*)] 


= l.c[ar-t-\/(a:’+^4)]. 


860.  Quand  MAy  -f-  Ard.r  ne  satisfait  pas  à la  condition  d’in- 
tégrabilité  , on  pedt  sc  proposer  de  trouver  si , en  multipliant 
cette  expression  par  une  fonction  z de  x et  y,  elle  pourrait  de- 
venir une  différentielle  exacte.  MAy-\-NAx=o  résulte  de  l’éli- 
mination d’une  constante  entre  la  primitive^  x,  y,  c)~o , et 
sadifférentielle  immédiate.  Mettons  ces  équations  sous  la  forme 
y+x= o,  c=p  (x,y), ce  qui  est  permis;  K représente  une 
fonction  quelconque  de  x et  y.  La  dérivée  de  c-=q>(x  ,y)  étant 

<p'  = Py  -J-  Ç = 0 , on  a y'  -f>  2 = 0 , et , comme  la  cons- 


tante c n’entre  plus  ici , cette  expression  (n°  727)  est  identique 
zxecÿ+K, 

. y'+K=?Ld ona  f=r.P(S+K); 

comme  ces  deux  membres  sont  identiques , et  que  tp'  est  une 
dérivée  exacte , P(y'+K)  doit  également  en  être  une,  ce  qui 
prouve  qu’tiy  a toujours  un facteur  P propre  à rendre  intégrable 
la  fonction  y'+  K , ainsi  que  toute  équation  différentielle  du 
premier  ordre  entre  x et  y. 

Cherchons  ce  facteur,  que  nous  représenterons  par  z. 
MzAy-j-Nzàx  ne  peut  être  différentielle  exacte  qu’autant  que 


d(Mz)_d(iVz) 
«la:  d y 


ou  z 


(AM  _ d A\  _ 
\dx  d \y)~ 


N.p-M. 


dz 

dx 


..(3). 
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Celte  équ.  aux  différentielles  partielles  est  rarement  utile  à 
cause  de  la  difficulté  des  calculs  ; mais  on  peut  en  tirer  quelques 
propriétés  remarquables.  • * 

i VSi  l’intégrale  u de  z(Mdj-\-  Nix  ) était  connue , le  facteur 

z serait  facile  à trouver;  car  en  coniparant  ^dx  + ^-dr 

r dx  dtp  J 

avec  z(Æfdj--f-ZVdx),  qui  lui  est  identique  , on  en  tirerait 

aisément  z. 

2°.  Multipliant  l’équ.  du  =z  (Mdj -f- A’dx)  par  une  fonc- 
tion quelconque  de  u,  telle  que  tpu,  nous  avons 

' A * % ! • 

<pu . du=z . $ u[Mdjr  -f-  ATdx). 

Or,  le  premier  membre  étant  une  différentielle  exacte , le 
deuxième  , qui  lui  est  identique,  doit  jouir  de  la  même  pro- 
priété ; d’où  il  suit  qu’il  y a une  infinité  de  facteurs  z.tpu  propres 
étendre  intégrable  toute  fonction  de  x et  de  jr,  et  que  la  con- 
' naissance  de  l’un  d’entre  eux  z suffit  pour  en  obtenir  un  nombre 
infini  d’autres  z.tpu.  * ^ _ 

3°.  Si  le  facteur  z ne  contient  que  l’une  des  variable^  x ou  y, 
on  le  trouve  aisément  ; car  soit  z fonction  de  x seul , l’équ.  (3) 
se  réduit  à 

dz dx  / diV  dA/\  . 

*.  m n- 

parce  que  ^=o,etquc  n’est  plus  une  différence  par- 
tielle. L’intégration  de  cette  équ.  donnera  z;  car  l'hypothèse 
exige  que  le  2*  membre  soit  indépendant  dey-,  on  reconnaîtra 
même  à ce  caractère  si  la  supposition  est  légitime. 

De  même,  si  z est  fonction  de  ^seul,  on  a 

dz  dyfdM  diV\  ,_4 

T = ïvUr— 

et  le  2'  membre  doit  être  indépendant  de  x.  On  remarque  dans 
les  équ.  (4)  et  (5)  que  la  partie  renfermée  dans  les  paren- 
thèses est  nulle,  lorsque  Mdy  + N dx  est  une  différentielle 
exacte. 

T.  II. 


32 
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I.  Soit,  par  exemple,  2^/lb')V/(1  + *,)==°  » 

la  condition  d’intégrabilité  n’cst  pas  remplie , puisque 

• ■+*  * ^ . ( 4 

I*  • . * diŸ AM  _ , * . %bjx  . .■  • 

âjr  dx  “ t/0  + *V  * ,*.*  * 

. ' , * V 4 *4  . 

mais  cette  quantité,  divisée  par  M ou  ïby\/( i-f-.r’),  donne 

V *'  —X  • * 

pour  quotient  cette  fonction  de  x,  — — — donc  l’équ.  sera 

* * v,  * f 

rendue  intégrable  par  un  façtçur  fonction  de  a:.  L’équation  (41 

donne 

/—  ji]r  * * * * % 

—t  = - i i('+**)= -i  y/  (' +*’)• 


Donc  s => 


i + x* 

i 


- . La  proposée  prendalors  la  forme  qu’on 


V/(»  + .t*) 

a traitée  n°  85g,  I.  ‘ ' , 

_ . AN'  AM  •* 

IL  L’équ.  linéaire  îty-\-PjkAx  — QAx  donne  -yy — -j ——P> 

aussi  la  condition  (i«)»n’a  pas  lieu  ; mais  cette  fonction  P,  di- 

. dz 

visée  par  M—  i , donne  une  fonction  de  X;  ainsi  - — e=  PAx, 

d’où  lz  =/PAxs=u , et  2=e“.  Tel  est  le  facteur  qui  rend  la 
proposée  intégrable.  Elle  devient  cuAy~\-  eu(  Pj~  Ç )dx  = o ; 
il  ne  s’agit  plus  que  de  suivre  le  procédé  du  n°  85g.  Intégrant 
e" Aj-  par  rapport  à y,  on  a ey-f-X,  dont  la  différentielle  re- 
lative à x,  comparée  à c"(Py — Q)dx  , donne  dX=  — e“Ç>dx-, 
donc  l’intégrale  cherchée  est , comme  on  le  sait  déjà  ( n°  85^  ) , 

. Ü' 

eujr~f  QeuAx  équ.  où  u zrzfPAx. 


IIÏ.  De  même,  x\l/-+-  (j{xy — — ^ dx=o  , donne 

lz=lx  ; ainsi,  il  faut  multiplier  la  proposée  par  x pour  qu’elle 

soit  intégrable.  On  trouve  enfin  , pour  intégrale, 

< * ■ 

x'y+v't  i— x’)=c. 

IV.  Le  facteur  propre  à rendre  intégrables  les  fonctions  ho- 
mogènes se  trouve  aisément.  Soit  m le  degré  (n°  332)  d’une 


# 


« 
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telle  fonction  F des' variables  x,y. . . ; si  on  les  remplace  par 
Ix  , ly. . .,  lé  tant  un  nombre  quelconque  , F deviendra  l"F\ 
faisant  l—i+  h , F devient  dope 

' (i  -J. h)mF=F[i+mh  + \ m(m— i)h*'.^  • » 

D’un  autre  côte' , x,f. . . sont  devenus  x + hx , hy . . . , 
t et  la  fonction  F de  (x  + hx),  (y+hy)K.. . se  développe  sui- 
vant le  théorème  (n°  743) , 


• dF  dF  d>F  h'x*  , d’F  t,  , d ’Ffcy* 

hr+éP-T +îiSth'v+v  -f 


Comparant  les  puissances  semblables  de  h , dans  ces  deux  déve- 
loppemensi,  on  trouve  \ ? 


„ d F , dF 
mF  = — x -f-  -j—  y . 
d*  „ dy  ^ 


„ daF  ) a-r  or  r , 

m(m—i)F=^x'+-^Sixy+—y'+. 


daF  . daF 

86i.  Pour  appliquer  ce  théorème  à Mljr+/VcLr , M et  N 
étant  homogènes  du  degré  p,  cherchons  s’il  existe  un  facteur 
homogène  z,  qui  rende  zMdy+zNdx  une  différentielle  exacte  ; 
soit  n le  degré  de  z.  Comme  Nz  est  homogène  du  degré  p + n, 
la  propriété  ci-dessus  donne 

* „ d(iVz)  d(iVz) 

(/>  + «)  Nz=x  -j— 


+jr“?F’ 


or,  on  suppose 


A(Mz)  _ d{Nz) 
~~Sx~ ’ djr 


en  substituant  dans  la  précédente  pour  ce  dernier  terme  sa  va- 
leur, il  vient  - - 

d(A’z)  . d (Myz)  d{Nxz-\-Myz) 

iP+n)  •-%-  + "dF"  = dx 


o4 


(p+n  + 0 Nz=% 


d[z{My  + Nx)]  _■ 
dx 


cette  équation  est  satisfaite  y en  Taisant  •£ — My+Nx* 

' 32.. 
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Digrti2ed  by  Google 


500  CALCUL  INTÉGRAL. 

alors  le  degré  n de  z est  = — p — 1 , d’où  /)+n+i  = o. v 
Donc  est  intégrable  ; l’intégration  ne  présente jdus 

ensuite  de  difficulté  (u°  85g). 

On  trouve  que  xdy — dx{jr-\-  y/fx5  -f-jr’)]  = o , doit  être 

• . dr 

divisé  par  xy/fx1  + y')  ; intégrant  — — ; - — -,  par  rapport 

à y,  on  a 1 [y+  y/(x*-+-j-’)]  (n°  8i3);  ajoutant  X,  difffrèir- 
tiant  par  rapport  à a r,  et  comparant;  il  vient 


\ 


IY  • , v(j+  v'^+r)  , 

dX Ax{xV(x%+^.+ 


y{x*+r)Lr+v(x‘  +jr*)i' 


*) 


— \xÿ(x‘+r)[j+V(x'-i -jw  v *•’  . 


ainsi,  X = le  — lx%  et  l’intégrale  cherchée  est  t 
CJ  + cy(x'  +jr’)  = ** , 
comme  n®  855 , III. * -n  : 

86a.  On  a quelquefois  besoin'Üe  différentier,  relativement 
à y,  des  fonctions  qui , telles  que  u — fMdx,  sont  affectées  du 
signe  d’intégration  par  rapport  à x;  on  différence  alors  sous  le 
signe /.  En  effet,  puisqu’on  a 


du 

r~  — M, 

dx 


d‘u 


d3u 


d M 


dj'dx  dxdjr  d y ’ 

, /♦ 

. ' ' . du  CdM  » 

et  intégrant  par  rapport  a x,  on  trouve  — = J — dx. 

Sur  les  Solutions  singulières  ou  particulières. 


863.  Soit  proposée  une  équ.  différentielle  P'—o,  qui  ait 
pour  intégrale  complète /(x,  y,  c)  = o , c étant  la  constante 
arbitraire.  La  différentielle  immédiate  de  cette  équation  sera 
j>dij'-4-Qdx=  o ; la  proposée  dffit  résulter  de  l’élimination  dec 
entre  ces  deux  dernières  (n°  727).  Tant  que  celles-ci  demeurent 
les  mêmes,  on  doit  retomber  sur  la  proposée  V—  o , par  l’éli- 


SOLUTIONS  SINGULIÈRES.  5oi 

mina  lion  de  c-,  quelque  grandeur  qu'on  prenne  pour  c,  dans  l’une 
et  l’autre  , quand  même  c serait  une  fonction  de  x et  y : cela 
est  évident.  Différentianty=o  par  rapport  à x,  y et  c,  on  a 

Pdy  + Qdx  -f  Çdc=  o , 

qui  se  réduit  à Pdy  Çdx  =o,  en  posant  Cdc  = o ; donc, 
toute  valeur  de  c qui  satisfait  à cette  condition , change  f o 
en  une  équation  6’  — o,  telle  que  sa  différentielle  est  encore 
Pdjr  Ç)dx= o : l’élimination  de  c entre  les  équ.  Cdc— o,y=o 
redonnera  la  proposée  P~  ^ o ; donc  5=0  est  une  relation 
entrex  etjy  qui  satisfait  à l’équ.  T'—o,  cteuest  une  intégrale. 

Cdc=zo  donne,  . ’ 

,*s  i r>>\*  * * • • 

i°.  dc=o,  c«=coust. , et  la  fonction  y reste  la  même. 

2°.  C—  o peut  donner  une  valeur  constante  et  déterminée 
dec;y=o  devient  alors  une  intégrale  particulière , qui  n’offre 
rien  de  remarquable  : c’est  up  cas  renfermé  dans  le  précédent , 
où  l’on  a pris  pour  c un  nombre  désigné. 

3°.  C ne  contient  pas  c , quand  c n’est  dans  f qu’au  i " degré  ; 
alors  on  ne  doit  pas  poser  C=o,  cette  équ.  ne  pouvant  donner 
de  valeur  de  c;  ou  plutôt  C=o  donne  une  intégrale  particu- 
lière, qui  répond  à c infini. 

4°.  C—  o , du  ^ = o , peut  donner  pour  eune  fonction  va- 
riable, c = ç(x,y)  ; $ étant  substituée  à cdansy=o,  on  aura 
une  équ.  5-=o,  donllàdilîérentielleseraencorePdy-f-Çdx.=o, 
en  éliminant  ç.  • ... 

En  général,  S n’est  pas  compris  dansy(x,j*,  c),  puisque  ci# 
peut  y recevoir  que  des  valeurs  constantes,  tandis  que  c est  de- 
venu variable.  L’équ.  S = o,  qui  ne  renferme  pas  de  constante 
arbitraire,  offre  donc  une  relation  entre  x et  y,  qui  satisfait  à 
la  proposée  V ’=  o , quoique  n’étant  pas  comprise  dans  son-in- 
tégrale générale.  C’est  ce  qu’on  nomme  une  Solution  singulière 
ou  particulière.  - > y 

Par  exemple,  l’élimination  de  la  constante  centre  l’équation 
y' — icy  -|-x’=c1,  et  sa  dçrivée,  donne  (n°  727) 

( x’ — iy*  ) y9—  (\xyy  — xl  ==  o ; 
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mais  si  l'on  regarde  c comme  seule  variable  dans  l'équation 
primitive  proposée,  ou  aura  c = — y,  ce  qui  la  changera  en 
x’-i-2y’=o.  On  peutaisément  s’assurer,  par  le  calcul,  quecette 
équ.  satisfait  à notre  équ.  différentielle,  quoiqu’elle  ne  soit  pas 
comprise  dans  son  intégrale. 

Pareillement  x ' — %cy  — b — cx  = o,  a pour  dérivée,  après 
l’élimination  de  c , . i 

» t ■ »\  » TV  • 

y *(**  -*>.  £>—  *xyÿ =X‘.  : 

‘ ? .*  * * " **  ' 

La  dérivée  relative  à c seul  donne  y -+•  ces»  o ; d’où  c= — y, 

puis'.x^j-*  = b ; c’est  la  solution  singulière  de  notre  équation 

dérivée. 

L’équ  y=x  -f-  (c  — i)’  i/ar,  donne  C’=2(c — i)  yx  = o ;• 
d’où  c=i,  puis  jr  — x,  cas  particulier  de  l’intégrale  com- 
plète ; ce  n’est  donc  pas  une  solution  singulière.  Ceci  se  rap- 
porte à ce  qui  a été  dit  (a0.). 

Enfin,  l’équ.  y*  -+•  x'  = aex,  donne  C=aa;=o,  qui,  ne 
contenant  pas  c,  ne  donne  encore  qu’une  intégrale  particulière 
relative  à c — oo.  ( Voyez  le  cas  3°.  ) 

864.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques, 
t 0 Les  solutions  singulières  doivent  être  cherchées  avec  au- 
taut  de  soin  que  les  intégrales  complètes,  parce  qu’elles  peuvent 
renfermer  la  vraie  solution  du  problème,  qui  conduit  à l’équa- 
tion différentielle  qu’on  a intégrée. 

« 1 f 

a0.  L'équ.  -|-=o  exprime  la  condition  pour  que_/(ar,j',c)=o 

ait  des  racines  égales  relatives  à c (n°  5?-4)  • Si  donc,  à l’aide 
de  l’équ.  singulière,  on  chasse  x ou  y,  l’intégrale  complète 
de  l'équ.  résultante  aura  des  facteurs  égaux.  C’est  ainsi  que, 
dans  notre  i*r  exemple,  si  l’ou  fait  x'  — — 2 y',  la  proposée 
devient 

7*  +*çy  + c5  = (7  + c)*  = o. 

3°.  Puisque  la  constante  c est  arbitraire,  on  peut  considérer 
l’intégrale  complète  f(x,y,  c)  = o comme  l’équ.  d’une  infinité 
de  courbes,  dont  le  paramètre  c est  différent.  Si  donc  on  at- 
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tri  bue  à c toutes  les  valeurs  possibles , ces  lignes,  consécutives 
se  couperoiii  deux  à deux  en  une  Sérié  de  points,  doiil  le 
système  formera  une  courbe  tangente  à chacune.  L’équ. 

c)  =o  appartient  à l’une  de  nos  courbes,  ainsi  qu’à 
la  courbe  qui  les  embrasse  toutes;  seulement  c est  constant 
dans  le  i'r  cas,  quels  que  soieut  x etj';  tandis  que  dans  le  2e, 
c est  une  fonction  variable  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. La  tangente,  en  ce  point,  étant  déterminée  par  r',  est 
la  thème  pour  l’une  et  pour  l’autre  ; jr'  doit  donc  conserver  la 
même  valeur,  que  c soit  constant  ou  variable  dans  J{x,j,c)—o; 

d’où  il  suit  que  si  l’on  élimine  c entre  f =o,  et^—  ' 

• * V 

l’équ.  résultante  en  x etjr,  qui  est  la  solution  singulière , ap- 
partient à la  ligne  de  contact  des  courbes  comprises  dans  l’in- 
tégrale complète.  (Voyez  n°  8oS.)  ' ,f 

4°-  Résolvons  par  rapport  à c l’équ.  J{x, y,  c)  = o,  et  soit. 
c=4(xv/)  Si  l’on  substituait^/  (x,j-)  pour  c,  dans/fXjjr,  c)— °» 
le  résultat  serait  identiquement  nul,  ainsi  que  toutes  les  dérivées* 
relatives,  soit  à x , soit  à jr.  Ou  a doue  (n°  712) 


“t  ; 4 


Af.àJ  de 
àx  de  * dx  y 


„ . de  d f*  d/ 

d°UdÛ:  ~ Tx‘  dc: 


14 


or,  -r  = o,  donne  1-  = 00;  de  même  1 = 00.  Ce  caractère. 

’ dc  i , d*  djr  . * 

propre  aux  solutions  singulières,  offre  encore  un  moyeu  de  les  « 

obtenir.  • 

De  x * xcjr  — c1  — b oy  on  tire 


c — -J+  \ (x'+y—  b).  l--= 


dx  ~ \/{x*  y ‘ — b)  ' 

donc  x*  -+-  jr*  = b , qui  rend  cette  fraction  infinie,  est  la  solu-' 
lion  singulière.  * <»  > 

En  posant  1,  on  ^ iufini,  il  conviendra  de  's’assurer  si  la 
[ ' dx’  djr  ' •»  . 

relation  entre  Xely,  qui  en  résulte,  combinée  avec  la  propo- 
sée, ne  do.nne  pas  0(x,  y)  = const  ; car  alors  on  n’aurait  qu’une 
intégrale  particulière.  , 

* ê 
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5®.  L'existence  des  solutions  singulières  est  une  conséquence 
de  ce  que  l’équ  jjA=s.  C=o,  donne  pour  c une  valeur  va- 
riable c = p{x,j)  : mais  il  se  peut  que  la  fonction  tp  soit  ré- 
ductible à une  constante,  en  vertu  de  l’intégrale  complète. . . 
f(x,  y,c)~o,  ou  quc/contînt  c sous  la  forme  (c — a)  (c  — tp), 
en  sorte  que  c=ç>  reviendrait  à c = a;  alors  on  n’aurait  plus 
qu’une  intégrale  particulière,  comme  si  l’on  eût  pris  un  nombre 
déterminé  pour  c.  Donc,  pour  que  C = o donne  une  solution 
singulière,  il  faut  qu’il  n’en  résulte  pour  c , ni  une  constante , 
ni  même  une  fonction  variable  <p  qui,  mise  dans  f = o , revien- 
drait à j prendre  pour  c une  valeur  constante. 

Par  exemple, 

(y—  2çr) (x*— 6)c’= o , 


donne 


C=-jr(x'+y-b)+{*'-b)c  = o; 


.d’où  c=  y — puis y'( x% — £)  = o. 

f *’  »,  »**  ' ‘ •'» 

Cette  équ.  n’est  qu’une  intégrale  particulière  provenue  de 


: o. 


De  même  c* — (a:+T)c — °>  donne 

* 4 

C = 2C  — x — jr  — l = o,  Cf=p(x  + jr+l); 

la  proposée,  qui  revient  à (c—  i)  (c-y-x — y)=o,  devient 
(x+ y — i)*=o;  ainsi  on  a x-hy  = I»  intégrale  particu- 
lière provenue  de  c=r',  après  avoir  divisé  par  c — i. 

L’équ.  yx=x-\-(c — i)*  (c — -x)\  donne 

* • 

C—(c  — x)  (c  — i ) (2 c — x — 1 ) =0. 

"c=  1 donné  l’intégrale  particulière  y=X‘,'  c=x  donne  la 
même  chose , et  non  pas  une  solution  singulière,  quoique  c soit 
variable. 

Enfin  , ce=\  (x-}-i)  donne  la  solution  singulière.’  \ - 
6°.  Soit z le  multiplicateur  qui  rend  dérivée  exacte  l’équation 
^-f-fCsso,  en  sorte  que  z(y'+  K)=f=o  ait  pour  pri- 
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mitive  ç(x,y)  = c ; la  solution  singulière  S=o  ne  doit  pas 
être  comprise  dans  celteéquation.  Parconséquent,  si  de  .5=0, 
on  tire  y en  fonction  de  x ,y  = \J'ar , la  substitution  dans  la 
fonction  ip(,x,y)  ne  doit  pas  la  réduire  à une  constante  ; ainsi 
sa  dérivée  tp'  ne  doit  pas  être  nulle. 

On  voit  donc  que  des  deux  expressions  y'  -|-/ï  » et  ou 
z{y+K),  l’»ne  doit  être  nulle  en  vertu  de  y—  , tandis 
que  l’autre  ne  doit  pas  l’être  ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’au- 
tant  que  z est  infini.  Il  en  résulte  que  les  solutions  singulières 
rendent  infinis  tous  les  facteurs  propres  à rendre  intégrable 
l’équ.  différentielle  proposée  ; ou  plutôt,  que  les  solutions  singu- 
lières de  cette  équ.  ne  sont  autre  chose  que  les  facteurs  algébri- 
ques, que  l’on  peut  mettre  en  évidence,  et  séparer  entièrement 
de  cette  équ.  par  une  tranformation  convenable. 

( Voyez  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  i3*  Journ.  Polyt.,  où  il 
est  démontré  qu’on  peut  toujours  délivrer  une  équ  dui”ordrc 
de  sa  solution  particulière,  ou  en  introduire  une  à volonté.) 

865.  Concevons  que  y—X  satisfasse  à une  équ.  proposée 
y=F(x,  y ),  X étant  une  fonction  donnée  de  x,  et  qu’on  ait 

* ■*%"  ît*"  y ■%/  , 

cherchons  à reconnaître  si  y = X est  une  solution  singulière  y 

ou  une  intégrale  particulière ; X ne  renfermant  pas  deconstante 
arbitraire.  Soify=4(x,  a)  l’intégrale  complète  deyJ~F(x,y)  ; 
a étant  la  constante  arbitraire  : si  y=  X est  un  cas  particulier 
de y=i]/(x,a),  en  sorte  que  iJ/( x,a ) devienne  X lorsqu’on 
attribue  à a une  valeur  b , il  faut  que  x,  a)  — X soit  zéro 
pour  a=  b : donc  ( n°  54o)  « 

+ (x,aj  — X=(a—  b)m», 

, • , 

• « * , • • 

m étant  la  plus  haute  puissance  de  a— b , et  z une  fonction  de 
a:  et  a qui  ne  devient  o , ni  oo , pour  a — b.  Représentons  la 
constante  (a — b)m  par  c ; l’intégrale  complète  de  y'  = F(x,y) 
sera  donc  » y = X -f-  cz. 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  de  y dans  y'=F(x,yy,  cetto 
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v relation  deviendra  identique,  * 

X'  -f-  cz'  = b\x , X +>r).' 

■'  ' ' 1»  * 

Or,  (l’one  part , le  développement  de  s suivant  les  puissances 
ascendantes  de  c,  a la  forme  (n"  ^38)  z==  K -f-  Aca  -f-  . . . 

les  exposans  a , b. . . étant  croissans  et  positifs  , et  K,  A, B . 
des  fonctions  de  x - car  z n’est  ni  09,  ni  o,  lorsque  c = o. 
* • Donc 

X'  -f-  cz  = X'  + A "c  + A!c* t‘  4. . . . . 


* 


De  l’autre  part,  le  développement  de  F(ar,X-|-cz,)  doit  pa- 
reillement être  F(x,X)  Nc'z'  +<Mcmzm- f-. . .n,  m. . .étant 
croissans  et  positifs.  Cette  série  est  d’ailleurs  facile  à obtenir 
C.n°  746)  , et  l’on  doit  regarder  comme  connus  les  nombres  n, 
m.. ainsi  que  les  fonctions  de  x désignées  par  N , M. . . . Si 
donc  l’on  met  ici  pour  z sa  valeur  développée  , on  a ,'  eu  vertu 

de<’>,  ^ ‘ ‘ , , . Wt' 

K’c  4-  A'ca+;  +. . . CW  A’cn( X -f* ,Aca  4-. . ;)» 

’ * -\rMcm(K-+-Aca-t-.  :.fn- {-etc. 

' & *’  . f ■ f * ■*  -* 

Il  s’agit  donc  de  savoir  s’il  est  possible  de  déterminer  z , ou 
plutôt  les  coefficiens  A , B . . . en  fonction  de  r ,et  les  nombres 
a,  b ...»  de  manière  à rendre  cette  équ.  identique  ; car , si  cela 
n’est  pas  possible, £ — X est  une  solution  singulière  ;dans  le 
cas  contraire , on  a une  intçgrale  particulière. 

Il  seprésente  trois’ cas.  " . -4. 

r°.  Si  rî^>  i , le  terme  K'c  n’eu  rencontre  pas  de  semblable 
qui  puisse  le  détruire  : on  fera  donc  fC  — o,  d’où  K — const. 
Puis  on  posera  a-f  i=n,  A'~NKn,  ce  qui  déterminera 
a = n — r , et  A — fNKnàx  ; et  ainsi  dès  autres  termes. 
L’identité  sera  donc  toujours  possible,  etj'^zX sera  uye  inté- 
grale particulière.  * .V 

a”.  Sin=i,  la  même  chose  aura  lieu;  car,  po&an t K!—  NK  f 
on  auralK==/2Vdx  : îl  sera  facile  ensuite  d’ordonner  les  deux 
* membres,  et  de  comparer  les  exposans  et  les  coefficiens  respectifs 
des  termesde  même  rang:  On  déterminera  ainsi  Iqp  exposans 
//,  b ... .,  et  les  coefficiens  K , A,  B. . . ' 

3*.  Enfin  si  «<0 , le  tèrmc  NcnKn  n’en  trouvera  aucun  autre 
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qui  lui  soit  semblable  , puisqu’il  n’y  a pas  d’exposant  de  c qui 
soit  <[i  dans  le  i,r  membre  : et  comme  K ne  peut  être  nul, 
il  ne  sera  possible  eu  aucune  manière  de  satisfaire  à l’ideutité  : 
y — X sera  donc  une  solution  singulière. 

866.  Puisque  n <^i  dans  ce  dernier  cas  , en  uieltaut  X+  es 
pour^  dans  F(x,y),  si  le  développement  de  Taylor  est  fautif 
entre  le  »“  et  le  2'  terme,  c.-à-d.  si  la  dérivée  de  F{x,y) 
relative  à y est  infinie  (n°  736,  Z°.),y=zX  est  une  solution 
• singulière.  Réciproquement  une  valeur  y=X  qui  satisfait  à 
dF 

y'  = F(x,y) , et  rend  infini,  est  une  solution  singulière, 

' puisqu’elle  donne  au  développement  de  F(x,X  + et)  la  forme 
X’  -{-NcnKn. n étant  < 1 . 


...  dF  d^' 

La  condition  , ou  - —■ - : 
\ d y d y 


■ ■ v > • * . • - / • • 1. 

00  , forme  donc  le  véritable  ca- 


ractère des  solutions  singulières  , et  l’on  voiLque  pour  qu’elle 
Soit  remplie,  si  la  fonction  Fest  algébrique,  elle  doit  renfermer 
un  radical  (n°  739,3°.  ) que  l’hypothèse y=X fait  disparaître. 
Dans  le  i,r  de  nos  exemples,  p.  5o2,  on,a  , . 

. _x[ y±S/(x’+y'—  b )]  Ay  _ x / y \ 

J ,r3 — b ’d  y x'—b\  Vt^'+jr1 — b))' 

* 

et  cette  dernière  fraction  est  rendue  infinie  par  la  solution,  sia- 
gulière  y*~  b x*.  " 

867.  //  est  donc  facile  d'obtenir  Us  solutions  singulières 
sans  connaître  V intégrale  complète;  car  en  tirant  la  valeur  de 

on  l’égalera  à l’infini  i soit  ^r~  — rh,  on  fera  T=o\  ou 

Ay  . . v Ay  F 

U— co.  Considérant  tous  les  facteurs  de  ces  équations,  les 

résultats  qui  satisferont  à y—F(x,y)  seront  seuls  les  solutions 

singulières.  , 

Pour  y'=a(y — n)k,  on  a ak(y — n)*-,=  oo,  ce  qui  exige 

que  k soit  <^1 , et  y — ri  : et  comme  la  proposée  n’est  satisfaite 

par  y=z  n que  si  k est  positif1,  on  voit  qu’elle  n’est  susceptible 
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de  solution  singulière  que  si  k est  entre  o et  i.  L’intégrale 

/ y ny — A 

Complète  est  — — = ax  + c. 

> I " • K « , 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  donner  à l’équatioadérivée  la  forme 
explicite  y'  —F\ x,y)  pour  appliquer  notre  théorème  ; cari 
soit  V '=*  o , la  relation  donnée  entre  x , y et  y'  ; on  peut  con- 
sidérer y'  comme  une  fonctionde  x et  y,  que  cette  équation 
détermine  ; ainsi , la  différence  partielle  de  y relative  à y,  sera 
•donnée  ( n°  712)  par 


dV  dV  d y _ 
dy  "'’dy  dy  ~~  °’ 


dy'  . , . , dV  dV 

or,  -y—  est  infini  quand  — , = o , ou  — = 00  : 
dy  n d y'  dy 

’ en  sorte  qu’on  obtiendra  toutesles  solutions  singulières  par  cette 

vole.  S'il  arrive  même  que  la  fonction  V soit  algébrique, 

rationnelle  et  entière  , cette  dernière  condition  ne  sera  paf 

* . - ■ 

possible.  Il  faudra  ensuite  éliminer  Rentre  V-=.  o et  -j— , = 0.* 

On  ne  devra  d’ailleurs  prendre  que  les  facteurs  de  cette  dernière, 

. . ‘ * d F dV 

qui  ne  sont  pas  communs  entre  — , et  jy. 


Ce  calcul  ne  fera  connaître  que  celles  des  solutions  singulières 
qui  contiennent  y-t  celles  qui  ne  renferment  que  x échappent  à 
cette  règle  ; pour  obtenir  celles-ci , on  devra  raisonner  de  même 
par  rapport  à x : on  trouvera  ainsi , outre  les  solutions  déjà 
connues  où  entrent  x et  y,  celles  qui  ne  dépendent  pas  de  y. 

. * i°.  Ainsi,  (*’ — xy)y'% — 4 xyy' — x'~ 0 donne 

* • 

( x *—  iy')y  — ixy=o, 

• 0 *V 

- en  différentiant  par  rapport  à y'  seul  : éliminant  y entre  ces 
équ..,  on  trouve  la  solution  singulière,  qui  est  x1  -f- ly7  — o. 


a0.  De  même  xdx+ydy==àyÿ(x*-*-y7 — c*), 
ou  2 xyy'+y’(c7—  x')= o 

donne  xy  + y («*•—  xa)  = o , puis  x7  4-  y'  — c7. 


* 
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3".  Pour  ydx — xiT^=ad*,  où  cl  s + djr*) , on  trouve 
y" — a'  = ixyy  +y 8 (a!  — x’) , . 

d’où  xy  — y'  (.r*  — a')  ; puis  éliminant  y',  on  a,  pour  la  so- 
lution singulière  , x‘+y%—a%. 

4°.  Celle  de  y=xy+Ytf  où  Y,  est  une  fonction  quelconque 

cî  Y 

dey',  s’obtient  en  éliminant  y'  à l’aide  dex  -f-  — j =o. 

868.  Puisque  sans  connaître  l’intégrale  complète  d’une  équ. 

dérivée  V~o , on  sait  en  trouver  les  solutions  singulières,  et  ■ 
que  le  facteur  z,  propre  à rendre  intégrable  la  proposée  , est 
alors  infini  ( n°  864 , 6°.),  on  peut  souvent,  par  des  artifices 
d’analyse , trouver  ce  facteur  z.  Un  exemple  tiré  du  Mémoire  ■ 
dcTrembley  (Acad.  Turin,  1790  —91)  suffira  pour  faire  en- 
tendre ce  procédé.  , ► 

Dans  l’ex.  3'  nous  avons  trouvé  x“-f -y* — a'—'o  pour  solu- 
tion singulière  ; la  proposée  résolue  par  rapport  à y',  donne 

’ *■  . (a'—x^y+xy  = a V(yx+  x’—  a2) , 

4 # X 5 

qui  est  visiblement  satisfaite  par  x'1 — a‘  — o : ou  essaiera  si  , 
le  facteur  a a la  forme  (a:’ — a,)m(y,+  x‘ — a’)1,  m et  n étant 
des  indéterminées.  Pour  cela,  ou  multipliera  l’équ.  ci-dessus  par 
cette  fonction,  et  l’on  posera  la  condition  (1)  (n°  85g),  puis 
on  verra  qu’elle  est  remplie  en  prenant  m — — i,  n — — i . 
ainsi , le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable  est 

} ’ * è I t \ 

(xx— a')~' (yx-j- x’ — a’)~’. 

*.'  « ’ ‘ *'  - ” 

Des  Équations  où  les  Différentielles  passent  le  premier 

^ 'degré.  * 

* - _ * * ...  V 

869.  Cherchorfs  l’intégrale  de  F(x,  y,  y',  y *. . .y'm)  s=  o . 
Comme  cette  équ.  ne  peut  provenir  que  de  l’élimination  d'une’ 
constante  c entre  l’équ.  intégrale  et  sa  dérivéç  immédiate  ,dtfes 
lesquelles  c entre  à la  puissance  m\  soit  cz=ç(xfy)  la  valeur 
de  cette  constante  tirée  de  l’intégrale  ; <p‘  (x,y)  = o ne  côn- 
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tiendra  y qu’au  i"  degré,  et  l’on  pourra  en  tirer  y'=X, 
X contenant  x et  y affectés  de  radicaux  : et  puisqu’en  les 
faisant  disparaître  par  des  élévations  de  puissances,  on  doit 
reproduire  la  proposée  F=o,  il  s’ensuit  que  y —Y  doit  être 
facteur  de  Fy 

Si  donc  on  résout  la  proposée  par  rapport  à y',  et  qu’on  in- 
tègre ses  facteurs  y'—X— o,  y' — -V.^ro. . on  voit  que  ces 
intégrales  seront  celles  de  la  proposée  qui  répondent  aux  di- 
verses valeurs  de  c=ç(x,y).  Soient  P=o,  Q—o,  R = o. . 
ces  intégrales;  leurs  produits  PQ—o,PQR=o. . . , satisferont 

aussi  à la  proposée , car  la  dérivée  du  produit  PQR étant 

P\)R. . .+PQ'R.  ■ . +PÇR'-  ..4  etc. , chaque  terme  est  nul 
en  particulier. 

Par  exemple,  yj’+  ^xf=y  donue 


, — x±\/(y'-h  x') 

~r  = y- 


d’e 


= ZZ  I 


Vy  4** 

et  comme  le  t"  membre  est  visiblement  (n°  80g,  IV)  la  dérivée 
de  V/(*’4y) , on  a pour  intégrale 

— ou  y’  = 2cx  + c\ 

• 850.  Au  reste,  il  est  des  cas  où  l’on  peut,  par  des  artifices 
de  calcul,  éviter  la  résolution  des  équ.  par  rapport  à y »’Ks 
deux  exemples  qui  suivent  sont  dans  ce  cas.  • ' 

I.r  Supposons  que  l’équ.  ne  contienne  que  x et  y',  et  soit 
facile  à résoudre  par  rapport  àr,  en  sorte  cfu’onait  x = Fy'. 
Comme  dy  ==ydx  donne  (n°  80g,  V),  y— xy'  -~{xdÿ,  en 
mettant  pour  x sa  valeur  Fy',  on  a 

y=ÿ.Fy-{Fy'.ày'. 

•/  , » ' v • , 

Après  avoir  intégré  {Fy  . dy,  ce  qui  rentre  dans  les  quadra- 
tures, on  éliminera  y à l’aide  delà  proposée  x—Fy'. 

. Ainsi  pour  (1  +y’*)x=  1 , on  a 


Fy'  = 


1 4 y1’ 


■ y 


Vi 


4 y’ 


* 


1 
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u ce  dernier  terme  = arc  (tang =/)  /c  ; éliminant./,  on  trouve 
èhfin,  pour  l’intégrale  demandée, 

• ‘ '•  : • < , ' ' / 

* * y=y/{^  — X"1)  — arc^tang  = i/'— v 

. # ♦ - » • 

II.  Si  l’équ.  a la  forme jr=yx+  F/,  en  différenliant,  on  a 

* ' * vte +(*+.-)  Jy, .»  (f 

‘ . „â  cause  de  d./=/d;r,  » 

En  égalant  chaque  facteur  à o,  il  vient/  = c et  .r  + — = 0 

• • ii  * d/ 

. « /Il  ,ie  Peste  plus  qu’à  éliminer/,  entre  la  proposée  et  l’une  ou 

? l’autre  de  ces  équ.  Celle-ci  ne  donne  qu’une  solution  singu- 
! .'  lière  (n°  867,  4°.  ) : la  1"  conduit  à l’intégrale  complète 
'y  — C,  en  désignant  par  C ce  que  devient  Ff  lorsqu'on  * 
' y remplace  / par  c,  ou  £=  Fc.  ■ - , 

Ainsi  » ~ aV{ dx*  + d/)  se  met  sous  la  forme 

> / . *y=jx+a)/{v  + y'). 

‘ J 9 •*.’«■ 

. „ ajr' 

’■  •> 


d’où 


y=c  et  x -f- 


I /(!+/')  ’ ■ . V 

la  ire  donne  pour  intégrale  complète  y = cx-±.a\/(i  +c<)  ; la 
a'  conduit  à la  solution  singulière  y + x*=ka\  lorsqu’on  en 
'*■  üw  la  valeur  de  / pour  la  substituer  dans  la  proposée. 

, ' Des  Constantes  arbitraires  ; de  l’Intégration  des  équa-  . 
lions  différentielles  à laide  des  séries  et  de  leurs 

’•  constructions.  « , ■ 

•.  * • • < ' • v • ••  ’ . 

* • . ^ » 7 ' ; 9 * 

871.  Reprenons  la  série  de  Maclaurin  (n°  746),  . * 

‘ J=f*=fo  + xfo  + iar/o -f  etc. , * . , 

dans?  laquelle  /),  /o,  fo. . . sont  les  valeurs  constantes  que 
prennent  fx,  fx,  f"x. . . . , lorsqu’on  fait  jt=s  o.  Si  l’cqu. 
dérivée  donnée  est  du  1er  ordre,  on  en  tirera/,/’,/*. . . en 
fonction  de  y et  x,  par  des  dérivations  successives.  Puisqife 
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x — o répond  à y—fo , en  substituant  ces  deux  valeurs  dans 
y , y" , on  aura  celles  de  f o,  f"o,  et,  par  conséquent , 
tout  sera  connu  dans  notre  série , excepté  fo  qui  demeurera  " 
arbitraire. 

De  même,  si  la  dérivée  donriée  est  du  2*  ordre,  on  in  tire  * 
y ,y ...  en  fonction  de  x,y  et y';  or,  .r  = o répond  à y=fo 
ety'=fo;  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  y”,  y"...,  puis 
dans  la  série,  tout  y est  connu,  excepté  les  constantes  fo  et  fo 
qui  sont  quelconques. 

Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

Ce  mode  d’intégration  ne  peut  être  employé  lorsqu’on  ren- 
contre l'infini  en  faisant  x = o;  dans  fx , f x , /"x...,etla 
série  de  Maclaurin  ne  subsiste  plus.  Mais  faisons  xc=»a  dans  .' 
celle  de  Taylor,  a étant  un  nombre  quelconque,  qui  ne  rende 
infinie  aucune  de  ces  fonctions  ( n°  "j35  ) ; en  désignant  par  A, 
A',  A". .. . les  valeurs  qu’elles  prennent  alors,  nous  avons 

f{a  + h)  = A + A' h + t A’A'+t  A’ h* ...  ; 
d’où  y=:fx  = A -\-A'  {x — a)  + ±A°(x — A!“ . . . 

en  posant  l’arbitraire  h = x — a.  Le  même  raisonnement  que 
ci-dessus  montre  que  tout  est  ici  connu,  excepté  la  constante  A, 
si  l’équ.  proposée  est  du  Ier  ordre;  excepté  A et  A' , si  elle  est 
du  2%  etc.;  du  reste,  quoiqu’on  ait  pris  a à volonté,  cette  lettre 
ne  compte  pas  pour  une  constante  arbitraire  ; c’est  la  valeur  A 
* que  prend  alors  y qui  eu  tient  lieu.  „ . 

Concluons  de  là  que,  i".  il  existe  toujours  une  série  qui  est 
l’intégrale  de  toute  êqu.  différentielle  entre  deux  variables  ; on 
sait  trouver  cette  série,  aux  difficultés  près  que  le  calcul  peut 
' offrir.  » 

2°.  U intégrale  renferme  toujours  autant  de  constantes  arbi- 
’ traires  qu'il  y a A' unités  dans  l'ordre  de  Ja  dérivée.  Quoique 
fondée  sur  la  théorie  des  suites,  cette  conséquence  a pourtant 
toute  la  rigueur  convenable,  puisqu’on  peut  regarder  toute 
série  comme  le  développement  d’une  expression  finie y=fx, 
laquelle  doit'  contenir  autant  de  constantes  arbitraires  que  la 
série.  * I * 
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3°.  De  quelque  manière  qu  on  sou  parvenu  à une  intégrale, 
qui  renferme  le  nombre  convenable  de  constantes  arbilrairès, 
cette  équ.  sera  la  primitive  de  la  proposée,  et  renfermera  né- 
cessairement toute  autre  intégrale  qui  y satisferait  aussi  avec 
le  même,  nombre  de  constantes  arbitraires. 

87a.  En  faisant  h=  — x dans 
, f(x+h)  = y+y'h  + ±y" 

0f'(x+h)  =/  +j’h+  i ymh*  + “• 

f(x+ h)  =y”  +jrh+\y"h'  + ....,  etc. 
ona  \i)  ...fo=y—y'x+\y"x*  — ..., 

* (»)V. -fo—y  —y"*  + { ymx’—. . . , 

’ * (3) . . .fo=y"~y‘"x  + ±y<\v’  — . ...  etc. 


Donc,  i°.  si  l’équ.  dérivée  donnée  est  du  i*r  ordre , on  aura 

y',  y" en  fonction  de  .r  et  y ; en  sorte  qu’en  substituant 

dans  la  formule  (1),  on  aura  l’intégrale,  fo  étant  la  constante 
arbitraire. 

2*.  Si  l’équation  proposée  est  du  2*  ordre, y“ ,ym ■ . . seront 
donnés  ena:,^et  y'  ; en  sorte  qu’en  substituant  dans  (t)et(a), 
on  aura  deux  équ.  entre  xyy  et  y,  chacune  contenant  une 
constante  arbitraire , ce  qui  formera  deux  équ.  intégrales  du 
i*f  ordre. 

Et  ainsi  de  suite.  Il  est  d’ailleurs  évident,  par  la  forme  même 
de  ces  intégrales,  qu’elles  sont  différentes.  Ainsi , toute  équ.  du 
n'  ordre,  a n intégrales  de  l'ordre  n — 1 . Si  ces  dernières 
étaient  connues,  l’intégrale  finie  le  serait  bientôt,  puisqu’il  suf- 
firait d’éliminer  entre  elles  y',  y". . . . , yn~ '.  Donc,  ayant  une 
équ.  dérivée  du  2e  ordre , on  aura  également  sa  primitive  abso- 
lue, soit  en  éliminant  y entre  ses  deux  dérivées  du  i*r  ordre, 
soit  en  cherchant  une  relation  finie  entre  x et  y,  qui  contienne 
deux  constantes  arbitraires , et  qui  satisfasse  à la  proposée.  On 
en  dira  autant  des  autres  ordres. 

Il  nous  resterait  à démontrer,  sur  l’intégration  des  équ.  des. 
ordres  supérieurs,  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  facteurs 
T.  II.  , 33 
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propres  à rendre  intégrables  et  aux  solutions  singulières.  Vol. 

iae, /onm.  Poljt.,  leçons  i3,  14  et  i5,  par  Lagrange. 

873.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  est  démontrée 
complètement;  mais  elle  p’est  pas  toujours  propre  à faire  con- 
naître l’intégrale  approximative  , à moins  qu’on  ne  recoure  à 
des  transformations  qui  amènent  la  fonction  à l’état  nécessaire 
pour  qu’on  puisse  y appliquer  les  principes  précédens. 

Lorsque  l’intégrale  ne  doit  pas  procéder  suivant  les  naissances 
entières  et  positives  de  x , on  aura  • ™ 

j-=Ax*  + Bxt  + Cx‘+...  (1), 

et  il  s’agira  de  déterminer  les  exposans  a,  b ,c . . . , et  les  coefli- 

ciens  A, B,  C Pour  cela, on  en  tirera  les  valeurs  de  y' ,jr" . . . 

et  on  les  substituera  dans  la  dérivée  proposée , que  nous  sup- 
posons du  1"  ordre  et  qui  devra  être  rendue  identique  ; puis 
ordonnant  par  rapport  à x,  on  comparera  terme  à terme  les 
puissances  de  même  ordre  , ainsi  que  leurs  coefficiens , comme 
page  262  ; ce  qui  déterminera  A , a,  B , h . . . 

Ainsi,  pour  on  aura 

( i + Aax 0-1  4-  Bbxl~l  4- . . . ) ( Ax*  4-  &xl  4- . . . ) = 1 ; 

d’où  Æ'ax'*"1  4-  ABaxa+i~i  4-  ACax*+e~‘  \ 

4-  ABbx a+l-'  4-  B‘ba :>»-*  4- . . . # 

4 -ACcxtt+‘-l+...  }=°* 
— 1 -{-Axa  ■*  +Bxi  4-. . . j 

Donc  ia — 1=0,  a-\-b — i=c,  a-f-c — i~b—2b — 1 . . . , 


puis  A'a= 1,  AB(a  + b)-\-A=^o. . 

A — ]/n,  ^=rfl/  2-.*> 

L J * 3 

et  \/2—  .. 

Si  l’on  eût  pu  présumer  la  loi  cfes  exposans , j , f on 

les  aurait  employés  sur-le-champ  dans  la  série  (i),  ce  qui  au- 
rait simplifié  les  calculs;  ou  plutôt,  faisant  la  transformation 
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2a=x,  on  aurait  pu  ensuite  appliquer  la  série  de  Madaurin. 
On  verra  de  même  que  l'équ.  àr+J^-ax’dx,  donne 

J' Xm~*~‘  X^*  Xm+i 

a m+  i (m-h  i)  ( 

874.  L’intégrale  ainsi  obtenue  manque  de  généralité,  parce 
qu’elle  est  privée  de  constante  arbitraire;  mais  si  l’on  change 
dans  l’équ.  différentielle  proposée  x en  z-f  a,  et  y en  t + b 
on  développera  t en  z ; en  sorte  que  la  série  l soit  nulle  lorsque 

z 0 » puis  substituant  pour  z et  t leurs  valeurs  x—a  et  y b 

on  aura  l’intégrale  cherchée,  où  a et  b tiendront  lieu  de  là 
constante  arbitraire  c , puisque  dans  l’intégrale  fÇx,y,  c)=o , 
c peut  être  déterminé  en  fonction  de  a et  b.  11  sera  aisé  d’étcndrà 
ces  principes  aux  ordres  supérieurs. 

875.  On  peut  aussi  approcher  des  intégrales  à l’aide  des  frac- 

’ tions continues.  Soit .77=  Ax%  Bx>,  Cx*...,  en  suivant  la  no- 
tation p.  177,  cette  valeur  de  y sera  représentée  par  y — — , 

- désignant  le  reste  de  la  fraction  continue,  ou  — P.r* * Cxe. 
Substituant  dans  1 équ.  différentielle  proposée  pour  j cette  va- 
leur, en  négligeant  z,  ou  faisant  r=Ax »,  on  ne  conservera  que 
les  Ier’  termes , parce  qu’on  regardera  x comme  très  petit  (note, 
page  3o8).  On  trouvera  A el  a par  la  comparaison  des  coeffi- 
ctens  et  des  exposans;  puis  on  fera,  dans  l’équ.  différentielle 
, Ax* 

proposée  , y — — ■ . - ; raisonnant  de  même  pour  1^  transfor- 
mée en  z,  on  fera  z=Bxi  ; puis,  après  avoir  trouvé  5 et  ù,  on 
Bxh 

posera  z — -- ^ » dans  l'équ.  en  z ; et  ainsi  de  suite. 

Par  ex . , my  -j-  ( 1 -f-  x )jr'=  o , en  faisant  y=  Ax*,  devient 
(m+a).  Axa-\-  aAx“~‘—o  , qui  se  réduit  à aAxa~l  = o , à 
cause  de  a:  très  petit  ; donc  a=o  , et  A reste  indéterminé.  On 

fait  ensuite  y = et  l’on  a = +x)z' ; d’où 

posant  z=  Bx\  on  tire  m + Bxl  ( m — b)=zbBxl~'  ■ ou  plu- 

33.. 
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tôt  m — bBt*~'  ; donc  b —l,  et  /?  = m.  On  fera  ensuite 

• * • t 

z — enfin  on  obtiendra  cette  fraction  continue  pour 

! + * 

intégrale  : 

j=A,mx,—  i(«9—  i)x,^(m  + i)xr,—  i(m— 2)x,. .. 

' Comme  l’équ.  proposée  a pour  intégrale  y—  A{i-\-  x)~m, 
on  a ainsi  le  développement  de  cette  fonction  en  fraction  con- 
tinue. V t . J * y 

On  pourrait  en  déduire  l’intégrale  sous  la  forme  d’une  série. 
( Vor.  la  nôte,.p.  j8o.)  * . * 

De  même  , l’équ.  dx  = (i+x’)dy  donne  ce  développement 
de  l’arc  en  fonction  de  la  tangente.  ( V oy.  n°  63 1) 

. æ*.  (aar)*  (3a:)3  (4*)* 

jr=arc(tang=x)=*lir, 


Consultez  sur  ce  sujet  le  Calcul  intégral  de  Lacroix , tome  II , 
n°  668,  ouvrage  dont  on  ne  saurait  trop  recommander  la  lec- 
ture, et  dans  lequel  on  trouve  réuni  tout  ce  qui  est  connu  sur 
la  doctrine  de  l’Intégration.  , 

8^6.  Lorsqu’une  équ.  différentielle  proposée  appartient  à 
une  courbe,  il  peut  être  utile  de  construire  cette  courbe,  sans 
intégrer  l’équ.,  en  opérant  ainsi  qu’il  suit: 

Supposons  d’abord  que  1 équation  soit  du  premier  ordre, 
F(x , y , y')  — n : concevons  que  la  constante  soit  déterminée 
par  la  condition  que  x-=x.a  dorinej:  = b.  On  prendra  (fig.  83) 
AB  = a,  BC=  b,  et  le  point  C sera  sur  la  courbe  cherchée. 
En  substituant  a et  b pour  x et  y dans  F = o , on  en  tirera 
pour  y une  valeur  qui  fixera  la  direction  de  la  tangente  KC 
au  p’oint  C.  Prenons  un  point  D assez  voisin  de  G,  pour  qu’on 
puisse , sans  erreur  notable , regarder  la  droite  CD  comme  con- 
fondue avec  Tare  de  courbe;  AF— a,  FD—b'  seront  des 
coordonnées  d’un  autre  point  D de  notre  courbe  ; en  sorte  qu’on 
pourra  faire  x = à’,  et  y = b'  dans  F=  o , et  en  tirer  la  va- 
leur de  y correspondante,  et  par  conséquent  la  situation  de  la 
tangente  1E,  qui  s’écartera  très  peu  de  la  i".  On  continuera 


A 
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d’opércrdemêine  pour  uu  3e  point;  et  l’on  voit  que  la  courbe 
sera  remplacée  par  un  polygone  CDEZ. 

On  pourrait  encore  raisonner  de  la  manière  suivante.  Ou 
tirerait  de  l’équ.  F — o.  et  de  sa  dérivée  les  v aleurs  de^r’  ely", 
en  fonction  de  x et  y,  et  on  les  substituerait  dans  celle  du 
rayon  de  courbure  R (ri°,j,j3);  puis,  traçant  la  tangente  KC , 
et  menant  une  perpend.  CN  égale  à ce  rayon,  x et  y étant  rem- 
placés par  a et  b,  on  décrirait  du  centre  Arun  arc  de  cercle  CD  ; 
on  regarderait  ensuite  le  point  D comme  étant  sur  la  courbe,  ses 
coordonnées  étant  a ' et  b' . On  mènerait  de  nouveau  la  tangente 
ID  et  le  rayon  de  courbure  DO,  etc. -La  courbe  serait  alors 
remplacée  par  un  système  d’arcs  de  cerclesconligus.  1 1 est  même 
évident  que  l’erreur  serait  moindre  qu’en  se  servant  des  tan- 
gentes  seules,  et  qu’on  pourrait,  en  conséquence,  prendre  les  t 
points  C,  D , E plus  écartés  les  uns  des  autres;  ce  qui  rendrait 
les  constructions  moins  pénibles. 

877.  Si  l’équation  différentielle  proposée  est  du  2*  ordre, 
F(x,j'.'1j'“)  — o;  après  avoir  choisi  de  même  un  point  arbi- 
traire C pour  un  de  ceux  de  la  courbe , il  faut  en  outre  prendre 
à volonté  une  droite  quelconque  KC  pour  tang.  eu  C\  celte 
double  condition  détermine  les  deux  constantes.  O11  tirera  la 
valeur  dej"",  et  par  suite  celle  du  rayon  de  courbure  R,  en  fonc- 
tion de  x,  y et^';  et  comme  ces  quantités  soûl  connues  pour  le 
point  C , on  décrira  l’arc  de  cercle  CD,  comme  précédemment. 

Le  point  D de  cet  arc  étant  supposé  sur  la  courbe,  on  décrira 
sa  normale  DN,  en  menant  au  premier  centre  N une  ligne 
droite.  Pour  le  second  point  D,  on  connaîtra  donc  ses  coor- 
données a',  b',  et  la  valeur  de^'  qui  résulte  de  la  direction  de 
la  tangente  1D  en  D , et  l’on  calculera  la  valeur  de  R'  pour  ce 
point  D : prenant  OD  = R'  on  décrira  l’arc  DE,  et  l’on  aura 
un  3e  point  E,  dont  on  connaîtra  les  coordonnées  et  la  direc- 
tion de  la  normale;  et  ainsi  de  suite. 

Un  raisonnement  semblable  donne  le  moyen  de  remplacer  la 
courbe  par  une  série  d’arcs  de  paraboles  osculatrices. 

On  pourrait  aussi  appliquer  ces  principes  aux  équ.  différen-* 
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tielles  du  3*  ordre  ; mais  alors  non-seulemen  l il  faudrait  pren- 
dre arbitrairement  un  point  C et  sa  tangente  KC,  mais  encore 
le  rayon  CN  du  cercle  osculateur  en  ce  premier  point , ce  qui 
déterminerait  les  trois  constantes  arbitraires.  On  ne  pourrait 
ensuite  remplacer  la  courbe  que  par  une  <uite  de  paraboles  dont 
le  contact  serait  du  3*  ordre.  On  en  dira  autant  des  ordres  sü» 
périeurs. 

Concluons  de  là  que  toute  équ.  différentielle  entre  deux  va- 
riables peut  être  construite  par  une  courbe , qui  à ttutant  de 
paramètres  arbitraires  que  dé unités  dans  l'ordre  de  V équation.  . 
Ceci  s’accorde  avec  le  0*871,  où  l’on  a prouvé  que  cette  équ.; 

a toujours  Une  intégrale.  , * ■ . ^ > 

• ■* 

I ■ . » A 

Des  Équations  des  ordres  supérieurs , et  en  particulier  ' 
du  second  ordre. 


878.  Dans  les  équ  du  1"  ordre,  on  a pu  prends  pour  prin- 
cipale telle  variable  qu’on  a « oulu , sans  que  pour  cela  les  pro- 
cédés d’intégration  exigeassent  des  modifications  : c’ést  ou  des 
avantages  qu’offre  la  notation  de  Leibnitz  (n°  734).  Mais  il 
est  maintenant  indispensable  d’indiquer,  dans  chaque  équ., 
quelle  est  la  différentielle  qu’on  a prise  pour  constante , et  d’y 
avoir  égard  à chaque  transformation  que  peut  nécessiter  le 
calcul.  , 

Si  donc  on  veut  que  dx  soit  constant,  ait  lieu  de  toute  autre 
différentielle,  qu’on  a regardée  comme  telle,  dans  une  équation 
donnée , il  faut  modifier  cette  équ.  à l’aide  de  la  théorie  connue 
(n*  731).  Ainsi,  pour  ds  .àjr=ad*x,  ou  ax“ =y , on  a pris 
pour  constante  ds  = ÿ (dx’  -f-  dy)  * donc  a{s‘x" — x' s')  zsejr's’*  ; 

puis  posant  x'  ■=  1 , on  a x"  = o , s'*  — i -4  s's’  — y y*, 

3 

jé /’  = — as’,  t5s= — ajr  , ou  (dx’  -f“  dy1)’  =r — adxà’jr, 

où  dx  est  constant.  Cette  équation,  mise  soqs  la  forme 

«7'" -+-  (x  -j-y'1)’ = 0,  va  bientôt  être  intégrée  (n°  880). 

Pareillement,  pour  que  dx  soit  constant  au  lieu  de  ds  dans 
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J3  v i jç  i; 

(dx*-f-dj")  -j^j=-.cos  c ’ °n  relnarcluera  <Iue  celte  «quation 
équivaut  à 


d’r  dx*  i x. 
-t-r  r=  - — , - cos  - » 
df*  di4  a c 


" 1 ^ JC 

qu’on  écrit  j’zxzx'^.  - cos  - , s étant  toujours  variable  princi- 
s'y""  y'4  j y ** 

pale  ; d’où  — — 7-  • - — -r- .-  cos  - , aucune  dérivée  n'étant 

1 . j * s 4 a c 

t. 

constante.  Enfin , x’  = i , donne  s’*  — i s' s"  =z.ÿy‘, 

puis 

. i , x , , dx  x 

. I r =- cos  - , ou  dr  = — cos  - ; 

a c a c 


dx  est  constant,  et  k et  b sont  les  constantes  arbitraires  : 

. c . x . , „ , c»  x 

J sin — f-o,  d ou  r=k  + bx cos-, 

a c , , a c 

• 

Ge  n’est ^pas  , au  reste  , qu’on  ne  puisse  quelquefois  préférer 
à x toute  autre  variable  principale , et  intégrer  ; mais , par  la 
suite , à moins  que  nous  n’avertissions  du  contraire , nous  pren- 
drons toujours  dx  constant.  . 

87g.  L’équation  la  plus  générale  du  a*  ordre  a la  forme 
F(y" ,y  ,y , x)—o  ; il  convient  d’examiner  d’abord  les  cas  par- 
ticuliers où  elle  ne  renfermerait  pas  les.quatre  quantités 
y et  x.  S’il  n’en  entre  que  deux , l’équ.  peut  avoir  l’une  de  ces 
trois  Formes , 

F(y",x)  = o,  PiSty')= o,  FW,y)  = o.  - 

Quand  j'"  n’est  accompagné  que  dejr'et  x,  ou  dey  ci. y,  l’équ. 
est  de  l’une  des  deux  formes  : 

FLr",f,  x)=o,  F(j",y,y)  — o. 

* 

Intégrons  d’abord  ces  cinq  cas  particuliers. 

I.  Si  l’on  a y"—fx,  connue  j^"dx=d/',  la  proposée  revient 
à dy'  =r  fx.  dx.  Soit  y'  = JX+  C,  l’intégrale  de  cette  équ.  j 


/ 
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comme  r'dx  = dy,  on  a 

d y ~ Xdx  -f-  Cdx  : d’où  y = A + Cx  + JXdx. 

Soit,  par  ex.,  da^ s=  adx»,  ou  dy=adx;  il  vient  d'abord 
y'=c  + ax,  ou  dy  cdx axdx  ; enfin  y—A-\-cx-{-\ax'. 

De  même,  soit  d1y=zaxmdx?,  ou  ' y" ■=.  ax*,  ou  enfin. . . . 

dy'  =s  ax*dx\  on'  trouve  y = A -J-  6x  -f- 


ax*+\ 


(n+  i)  (n  + a) 


. Si 


on 


*=  — «,  on  obtient.^=^  -f-  cx-f-axlx;  et  si  n = -*- a., 

*~y  — A cx  — alx.  ' 

Observez  que  le  calcul  ci-dessus  s’applique  également  à * 
y^=fx,  ou  d.j-t"-1)  =/x.dx,'  d’où  yn~'  r=  c + X. 
Il  ne  s’agit  plus  que  d’operer  de  nouveau  comme  sur  la  propo- 
sée. L’intégrale  a la  forme 

y = A + Bx+  £r».  .*.  -f-A'x“_‘  •^•f'fx.dx*.  * 1 

t.0 

le  signe/*  désignant  n intégrations  successives. 

II.  88o.  Si  la  proposée  ala  forme  F(y',  y')—  o,  eu  inet- 

-■  dr'  ‘ ■ : " y ' • ♦ 

tant  -j— - pour  y,  elle  devient  du  i"  ordre  entre  y et  x;  et  l’on 

en  tire  d x = Jy'  ,dyr.  De  plus,  comme  dyr=  y'dxf  on» 
dy  —y'f  y' .dy  . Ces  deux  équ.  étant  intégrées,  désiguons- 
en  les  intégrajes  par  \ ' 4 

V ■ x=M+A,  y = N+  B; 

A èt  B étant  les  constantes  arbitraires , M et  N des  fonctions 
connues  de  y'.  On  voit  donc  qu’il  ne  s’agit  plus  que  d’éliminer 
y'  entre  ce#équ.  (n°872),  et  l’on  aura  l’intégrale  cherchée  avec 
ses  deux  constantes.  . 

Soit  ay" - f-(i  y*)*  — o \ on  trouve 


— ady  = (i  -f  y *j  » dx  ; 


dx= 


(•+ys) 


d’o 


v(t+y*H 
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et  enfin  {A—xy-\-(B — _y)*=ïa\ 

4 # t 

Celte  intégration  donne  la  solution  de  ce  problème  : quelle  est 
la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant,  ou  fi  = a? 
Le  cercle  jouit  seul  de  cette  propriété.  t 

Ce  procédé  s’applique  à tous  les  ordres,  pourvu  que  l’équ. 
soit  delà  forinç F[r(")./(,,_1')]=o.  Ainsi ou 

fera"  , y*Ay"—jrmAx,  d’où  • ,r  = fFjf.dy",  • •*  . 

et  V y=fSdx=f(Fyyày).  ' ' - 

Mettant  ensuite  pour  j-'  cette  intégrale  dans  Ajrzxgr'àx,  on  par- 
vient à des  valeurs  de  a:  et  de^  exprimées  en  y,  et  renfermant 
trois  constantes  arbitraires  : on  élimine  ensuite  y"  entre  elles 
(n°  872).' 

-r  « • 

III.  881.  Passons  aux  équ.  de  la  forme  y ==jFy  ; en  itiulti- 
pliant  àjr'~jr“Ax  par  y'dxzssdy,  on  trouve  ' . 

/Aj'=Sàj...  {A); 

* , , ' 1 f 

mettant  ici  pour  y*  sa  valeur /<y  on  a y'Ay'=  F y . ày  ; d’où 

+/Sy-4r»  y = Vic+ïfFj'dj)  ; .. 

il1  » ; 

àji  . - * t 


pais 


• -rf-h 


v'(c+*fFr-dJrY  * 


Par  exemple,  a*A*y  -f-  ydx‘p=  o , ou  «•/"  = — .y,  devient 
a*/dy=— ydy, d’où  a*y’  = cs—  y;  puis ; 
donc,  intégrant,  on  a 

ar  = a.arc^sin=‘^ -f-ù,  ou  = si®  (^'  a ^ , 


qui  équivaut  à jr~c  sin  — )~c  cos 


*r 


De  meme  d*jr.  \/{ajr)  = d*1  donne  4 ajr  ‘ =x  C -f-  \/(ay)  ; 

* . t f- 

• ,,v,  , dr.  i/o  , . . ; . . , 

d ou  7.ax——~ — f — — : on  lait  c + V X — * ; on  intégré  et 

V(«+Kr) 
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on  trouve  enfin 


CALCUL  INTÉGRAL. 


x — r — ac)  l/(c-f 

' • 

Ce  procédé  s’applique  à toutes  les  équations  de  la  forme 
y<.n)=Fy  (*_>);  car  soit,  par  exemple,  j-n  = Fjr’;  comme. .. 
>7,,d.i‘*=d’2'''=:i;’<7*.dx%  on  intégrera  deux  fois,  et  l’onaura  ' 
avec  deux  constantes.  D’ailleurs,  7' ==//"dx  s’intègre 
après  avoir  mis  pour  àx  sa  valeur  en  y’  : substituant  ensuite 
cette  valeur  de  tkr  et  celle  de  y dans  y =fy' dx , on  obtient 
aussi  y en  y".  11  ne  reste  plus  qu’à  éliminer  y"  à l’aide  de 
x = çy";  et  le  résultat,  qui  contient  quatre  constantes  arbi- 
traires, est  l’intégrale  complète  cherchée. 

'1  « : • , *?■>  • < 

IV.  882.  Si  l’équ.  a la  forme  F(x,  y1,  y")  — o,  elle  ne  con- 

• t ' dyî' 

tient  pas  y ; on  la  ramène  au  1 0 ordre  en  mettant  pour 

y",  puisqu’elle  ne  renferme  phis  que  y et»  ; elle  rentre  alors 
dans  les  cas  déjà  traités,  et  l’on  sait  l’intégrer  toutes  lçs  fois 
qu’elle  est  séparable , ou  homogène,  ou,  etc.  ( Voy . p.  488.) 

Supposons  donc  cette  intégration  effectuée,  et  soit 

4 0*.  y y c)—o  cette  intégrale  ; il  se  présentera  trois  cas  : 

i°.  Lorsqu’on  sait  résoudre  l’intégrale  par  rapport  à y et 
qu’on  a.  y ■=  fx,  on  en  tire  y—fy'dx  = ffx.dx. 

2°.  Si,  au  contraire,  on  peut  tirer  la  valeur  de  x en  y', 
telle  que  x—fy\  on  a yz=fy'dx,  et  à l’aide  de  l’intégration 
par  parties,  y—xy  —Jxdy' ~xy — ffy'  ‘ dy' . On  élimine 
ensuite  y à l’aide  de  x=xfy'. 

’ 3°.  Si  l’on  ne  peut  employer  l’une  ou  l’autre  de  ces  voies, 

on  cherchera  à «primer  x et  y',  à l’aide  de  quelque  transfor- 
mation, par  des  fonctions  X et  Y d'une  3'  variable  s;  car 
x = X et  y — Y,  donne  y = fy'dx  x=JYdX. 

Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  R Ç|t  réci- 

fl* 

proque  à l’abscisse?  Soit/î=—  ; d’où  (n°  773) 

2*(i  + y’')'  — c'y", 
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ÉQUATIONS  DSS  ORDHES  SUPÉRIEURS, 
ou  a*(i  + y*)\te  =fl*dy,  éqn.  qui  est  séparable  : 
a'dj’  , , y a' y' 

\^r  +c"^(‘ +^)- 

En  tirant  la  valeur  de  y,  y = jyàx  donne 


5a3 


axdx= 


jr- 


r (x'-k-c)&x 


,(x*+«)ïy 

la  ligne  demandée  est  formée  par  une  lame  élastique  qu’on 
courbe.  ( Voyez  n°  933.)  -*  . 

Si  l’flu  eût  voulu  que  R fût  une  fonction  donnée  Xi  de 

* J ‘ ' 

l’abscisse  x,  on  aurait  posé  (i  ■+■  y *)'>=* X y" . Le  même  calcul 
aurait  doflné*  ; - *r*v 

. - y rte  r Vàx  • 

\ /u+s*rJ  x-Fr  ou  r~J  vo-vy 

, \ * m , jO* 

Telle  est  la  solutiondu problème  inverse  des  rayons  ie  cour- 
buret * , 

Soit  ( i -fcy'1)  -f-  xy’y"  ==  a y"  ^/(i  -f-y'1)  : on  met  cette 
équ.  sous  la  forme  * . 

te  (i  -f-y*)  +*yày  = adr**l/(l  + yi) 

qui  est  linéaire  ( n°  85j  ) et  devient  Intégrable  en  la  divisan  t par 

l/( i+yY.  (Voy.^ÿS.)  On  trouve 

/-■  ■y'  A * . 

4 ..  i/(i+ys)‘  v . 

• 

Mais  jr  =y'x — fxày\  devient 

y—y'x  — a[/(t  + y*)— b\[ y v/(i  -f-y*)]-f£ic 

_ by-a  _ . éy+y/(»-fyo\ . 
i/d+y4')  ^ c > 

il  ne  reste  plus  qu’à  chasser  de  là  y’,  à l’aide  de  la  valeur  de  x. 
Ou  trouve  , tout  calcul  fait,  et  en  faisant,  pour  abréger, 
z=  i/(a’4-.ûa  — x*),  J * 

x -f-  a • 


y — z 4-  Al 


%c(b  + z)' 
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_ * f'âr*  * 

Enfin  2(ay‘  -f-  x*y" =xy'  donne  l’équ.  homogène  ( u°  85S) 
^(ay  ,+^)ày=xydx,  qu’on  sépare  en  posant  x—y'z  ; d’où 


y 


edz 


* A ' 

, • 

On  intègre  par  log.,  et  il  vient 

y = c.\/(*al-hz‘) , et  x=cz^/(2a\  +*’); 

or, j-  ==/y  dr,  lorsqu’on  met  pour  y et  d*  leurs  valeurs  en  s> 
devient  y ==  | c*  z ( 3n’  -f-  ) -+•  b.  Il  faudra  enfin  éliminer  z 

entre  ces  valeurs  de  x et  dey. 

. 

883.  V.  Supposons  que  l’équation  du  2*  ordre  ait  la  forme 
F (.y, y jJr)—o,c.-à-d.  que  x n’y  entre  pas.  La  substitution  de 
la  valeur  ( A , p.  5îi)  dey'?  réduira  la  proposée  au  1"  ordre 
entrej-ety’:  ? » * -t**  . t * 

Par  ex.,  siy"  =J{y' ,y),on  trouveydy  — dy.J{y  ,y),  dont 
la  forme  est  assez  simple. 

i°.  Si  l’intégrale  qu’on  obtiendra  est  résoluble  par  rapporta 

f Jy  (}y  j»  * 

y , en  sorte  quey  =fy,  on  aura  dx  = -~  —7- , et  l’on  en  cou- 

JJr 

dura  aisément  x en  y. 

a°.  Si  l’on  peut  tirera  eil  fonction  .4ey’,  ou  —fy  , iy—y'àx 
donnera  / t 

on  chassera  ensuitey  de  l’intégrale  à l’aide  dey  = & 

3°.  Enfin  , si  ces  deux  cas  n’ont  pas  lieu,  on  cherchera  à expri-  K 
mer  y et  y en  fonctions  d’une  3*  variable  z , et  ydx  = «y 
deviendra  Zdx  = Tel*,  etc.  • 

> . J.  k 

L’équ.  y’  (y y + a)  s=y'  ( t'+y  'j  se  dhange  en 

' . dy  (yy  + a)  — dy  ( 1 +y'%i  ■ ■;  .«s 

d’où  ( p.  491)  y — °y  ( 1 ,4t y*)  ; 

* =fy=*'  -t  f 0 +yo]- 
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Il  faut  ensuite éliminçry  entne  ces  éq«.  On  trouve,  par  ex., 
lorsque  c=o,  -r 

fd'eù^cs  Ce  • 

L’equ.  aby"  = [/ (r®  -f-  a*y*)  devient 

, o*y  «y = «ïr  1/  (y  + «y*). 

<r 

r y > y # • . r 

Pour  intégrer,  on  fera  y = - à cause  de  l'homogénéité,  et  l’on 

aura  abzijr  — abyàz  = js’djVG**  + «?>;.  l’équ.  est  sépa- 
rable , et  faisant  ensuite  V/  (**  -f-  a")  = tz  ; on  en  tire  z.dz,  et 

l’on  substitue  ; on  trouve  — =*  7—^ î— -t  il  sera  aisé  d’ob- 

«,  J bl*  — at  — 0 

tenir  y en  fonction  de  /,  ainsi  que  y ? par  conséquent  aussi 
x~C-^s-  On  éliminera  ensuite  t. 

J r*  * 4.  ...  *■,  . 

v “•  • 

Soity+  Ay  -f-  By=  o,  A et  B étant  co  ns  tans  : on  a l’équ. 
homogèneydy  + Af  ôy  -f-  Bydy  = o ; on  faity  = yu-, 

Mi  '.*«#**  **  ♦ 


d’où  ¥=*r  = 


& 


— d u 


— du 


ju  u 4 


(u—a)  (u  — b)y 


en  désignant  par  a et  b les  racines  de  u%  + Au  + B =Ço  ; et  à 
cause  de  djr  s=s  j^dar,  on  trouve 

u — a — -ebx,  u — b=z—eax: 

y y 

enfin , retranchant  ; on  obtient  pour  intégrale  complète , 
y [b  — a)  ~ — me"*  -f-  ne**,  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 
y = Ce®*  + Detx,  C et  D étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  a et  b sont  imaginaires,  on  a =k — h \/ — 1 ,b=k+hy/ — 1, 
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on  trouve  , en  substituant  ci-dessus , * 

y = ekx  ( Ce 4.  De1'1^). 

Mettant  pour  e+hx*/-‘  sa  valeur  (£,p.  253) , on  a > 
y = e**  (C'  cos  hx  + £>'  sin  Ax)  = C*  e**  <^>s  (Ax  -f  /). 
Enfin,  si  a = b , en  reprenant  le  calcul , on  a 


or. 


tly  — «du  ,,  , v — 

y = yzrïji’  d ou  y (u-  a)  = ce  — 

tir  d.r  — >du  Jf  . i 

dx  — 7 — — = ; — ; d OU  U — a — ; 

y yu  (u  — a)'  „ x + Â: 


éliminant  u — - et,  on  trouve  enfin 


Y ss  ce'C*'**)  (x  -f-  k)  = Ce*  (x  4-  k). 


f ud-t  /udx 

r = e ,=y  = ue  , 


884.  L’équ.  y"  -f-  Py'  -f  Qy  = o,  P et  Ç>  étant  des  fonc- 
tions quelconques  de  x,  s’intégre  par  une  transformation  très 
simple.  On  fait 

fudjt 

y"  = e («'  + «*); 

d’où  u'  + (ua4-Pu+X?)  = 0, 

f udx 

parce  que  le  facteur  commun  e disparaît.  Le  calcul  est 
donc  réduit  à l’intégration  de  l'équation  du  premier  ordre,  ' 
du  -f-  (u*  -f-  Pu  -f  Q ) dx  — o . 

Par  exemple,  si  P et  Q sont  constans,  et  a,  b les  racines  de 
«’+/>«+ Ç=o,  il  est  évident  que  u~a  et  u = b satisfont  à 
cette  transformée  : donc  ou  a /udx  =ar4-m,  ou  = bx  -f-  u,  et 

y =±  «<**+■  ses  Ceax , ou  y = elx+n  — Deix. 


La  somme  de  ces  valeurs  de  y satisfait  donc  à la  proposée  ; 
ainsi  son  intégrale  complète  est,  à cause  des  deux  constantes 
arbitraires  C et  D,  y—  Ce**  4-  Delx. 

Quand  les  racines  de  m*4*  Pu  -p-  Q=o  sont  imaginaires,  ou 
u=  A±  A^/ — r,  on  a vu  ci-dessus  comment  ce  résultat  prend 
la  forme  y — Cekx  cos  ( Ax  -j-  f).  Et  si  les  racines  sont  égales. 
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il  faut  intégrer  liquation  du  4-  (u  — a)-dx=  o,  qui  donne 

u-a=Tir*d’où 

fudx  = l(x+t)  + ax-l-D,  y=e  = Cea*  ( x + k). 

On  retrouve  donc  ainsi  les  résultats  obtenus  dans  le  dernier 
exemple. 

885.  Intégrons  l’équ.  linéaire  ou  du  i'r  degré  enj-, 

y + Py  + Qy  = R, 

P,  Q et  R étant  des  fonctions  quelconquâ  de  x seul.  Il  est 
aisé  de  ramener  l’intégrale  de  cette  équ.  à celle  du  paragraphe 
précédent,  en  faisant  disparaître  le  terme  R.  Pour  cela,  faisons, 
comme  n°  857 , y = tz  ; d’où 

y=lz+zé,  y — tz"  4-  2 z Y + zf". 

En  substituant  et  partageant  l’équ.  résultante  en  deux  autres, 
à cause  des  variables  t et  z,  on  a 

z"  + Pz'  + o.  . . (i), 

<■+<-  (p 

<1  t+e(r + ’%)&=«£..  . . (,). 

Supposons  que  la  ire  soit  intégrée  (n°  884),  et  qu’on  en  ait  tiré 
la  valeur  de  z en  x;  la  2e  sera  linéaire  du  i”  ordre  entre  ( et  x, 
et  sera  facile  à intégrer  d’après  ce  qu’on  a vu  (n°  857). 


et 


ou 


2Z 


R 


on  a 


En  changeant  n*  857,  jr  en  t',  P en  P -j , O en  — , 

f z z 

u = fPàx  + 2lz, 

fPôx  la* 

eu  = e . e r=.<p.z*(  n°  1 49,  1 2° .),  en  faisan  t,  pour  abréger, 

fPdx 

ç=e  ....  (3). 

Donc  on  a q>z*t’  — fRtpzàx, 

puis  y = tz=x:z p^-fRyzAx}.  . . 


(4)- 
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La  double  intégration  que  renferme  ce  résultat  introduit  deux 
constantes  arbitraires,  et  par  conséquent  l’inte'grale  complète  de 
la  proposée  permet  d’employer  pour  les  valeurs  de  * et  p des 
' fonctions  quelconques-de  x qui  satisfassent  aux  équ.  (i)  et  (3). 

y'  y a 

Appliquons  ces  préceptes  kjr  -{-  — • **■  — ==  ^ , 


equ.  ou 

i*.  l'équ.  (i)  devient 


fi: 


x’ — j 

••  r • 


< 2'  + ^ = ^;  d’oùdu-l-^u*4-|  — ^dx=o, 

Yiidx 

à cause  de  z = e (n°  884)  : cette. équ.  est  rendue  homo- 

gène en  faisant  u = v~‘ , et  l’on  sépare  ensuite,  en  posant 
x = m (u°  855).  On  trouve  . ... 

* .i'fc_c±î: =_•*,  d’où- 
, V s(s‘ l)  S V \s  -T-  1/ 

on  n’ajoute  pas  de  constaUfe.  Restituant  pour  retd  leurs  va- 
leurs u~'  et  ux,  on  obtienlt*^  ^ . , 

x'  4-  i , . & - r1  — i fuix  x2  — r 

u = X— -,  /i/dx-tésl , z = e = — - — . 

xtx* — i y J x , 

...  » ? j*  • • « 

* « 2°.  D’un  autre  côté,  l’équ.  (3)  donne  p = X;  d’où  l’on  tire 
/Bpxdx  — fadx  =ax  + b,  et  l’équ.  (4)  devient 

x * -r-  i f(ox  4-  b)  xdx 

;V  ’ * v 

cette  dernière  intégrale  revient  (n°  6i  7)  au  quart  d* 

ÿy  — _ jl+ ±±i + -iy=„  fî±* + a 1 

7 v(x  + 1)*  * *-m  (*—>)*  *—  *)  **— « V *+iy 

V V ax  + b , x’  — i ,r  /X  — I^~l 

donc  .j-=— + -pr-V  Or+r)i 


2X 

U5  1 


De  même  y ^°nne  pour  l’équ.  (1), 
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z"  — — a'—  =o;  on  y satisfait  en  prenant  z — \Zxa+', 

4X 

D’ailleurs  <p=  i , et  fRçzdx=fmdx=: mx  -f-  b ; donc 
(\mx+b)Ax i / b mx  \ 

1 J a-**  \Zxa~'\  a a—i} 

886.  Lorsqu’eu  comptant^,  x,  dy,  dx,  etd’jq  chacun  pour 
un  facteur,  l’e'qu.  est  homogène,  on  l’intègre  en  posant 

y — ux,  dy  = y'dx,y"x  = z...  (i), 

* 

u,  y et  z étant  de  nouvelles  variables.  En  effet,  la  transformée, 
dans  notre  hypothèse  d’homogénéité',  aura  partout  x en  facteur 
à la  même  puissance,  attendu  quejr'  et  y"  sont  censés  être  des 
degrés,  o et  — i (n®  855).  Ainsi , la  division  dégageant  l’éq.n . 
de  la  variable  x,  elle  sera  réduite  à la  forme  z—f{y  , u). 

Or,  on  a dy  —y'dx  — mlx  -f-  xdu , xdy'  ~ zdx, 

, , * dx  du  dr'  du  ... 

(a)  ...  — = — , ou  — — ...  (3); 

x y — u z y' —u 

mettant  /"pour  z dans  (3),  cette  équ.  est  du  i"  ordre  en  y et  u, 
et  ou  l’intégrera  : qu’on  tire  de  làj,,'=  <pu,  et  qu’on  substitue 
dans  (a),  cette  équ.  séparée  aura  pour  intégrale  Ix  = il 
restera  à éliminer  u,  à l’aide  de  y — ux,  et  l’on  aura  l’inté- 
grale complète,  puisque  les  équ.  (3)  et  (a)  ont  introduit  chacune 
une  constante  arbitraire. 

Par  cx.,xdy—dydx,  ou  xy"~y , donnez— _)<■',  et  (3)  devient 
dy'  ( y —u)  — y' du,  d’où  -)  r'1  = /(«.!/  + r'du)  =yu  -f-J  c. 

(Jjp  (]y  

Or,  — donne  x — ay  ; ainsi,  éliminant^'  entre  ces 

x . J 

deux  intégrales,  il  vient  x1  — 2 axu=C;  pais,  éliminant  u 
de  y — ux,  x1-—  2 ay  — C est  l’intégrale  cherchée. 

88-y . Soitl’équ.  4y-\-By'-\- /fyt»)==o,  dont  les  cocf-  , 

ficiens  sont  constans;  faisons  y — ce*1,  d’où 

A + Bh  -f  Ch'  -f Kh'  ~ o.  . . ( M ). 

T.  11.  34 
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Donc,  si  l’on  prend  pour  h les  n racines  h,  k,l de  cette 

éq  et  pour  clés  «constantes  c,  la  proposée  sera  satisfaite 

par  toutesles  valeurs  j"  = cehx,c'ekx ...  ainsi  que  parla  somme  de 
ces  quantités  : l’intégrale  complète  est  donc 

y — cehx  -f-  cekx  + c"elz  -(-••.  (A )• 

S’il  y a des  racines  imaginaires,  elles  seront  par  couples , 
h — a±b^/—i,  et  deux  de  nos  termes  réunis  formeront 
eax^ce4xy'-i  c'e- »*✓-»).  qu’on  réduit  (équ.  L,  p.  a53)  à 

cosir  •+■  nsinbx)  ~keax  sm  ( bx  -f  /). 

888.  Lorsque  l’cqu.  (Af)  a des  racines  égales,  (N)  n’est  plus 
qu’une  intégrale  particulière.  Que  h=zk,  par  ex. , les  deux  1 
termes  de  (Ar)  se  réduisent  à (c+c')  e^.oùc+c  ne  compte 
que  pour  une  seule  constante , et  il  n’y  a plus  que  n - t arbr- 

traires. 

r*.  Si  toutesles  racines  de  {M)  sont  égales,  la  proposée  est 

hmy—  nh*-y+\n  (n-  i ) h-y. . . ±jr^~o...  (P), 

puisque  \lM)  revient  alors  à (h  h)n  — o.  Or,  soitjr  = ut 

SU y =uU  !«'  y~  Vf + + 3 etc. ... 

faisons  t=e*x;  comme  i'=helx=ht,  i"  — h't....,  t J-.lt. 
on  trouve 

y=zut,  y—  t {bu  + u'),  y — t{h*u  + ihu'  + «**)  • • • 

yo=z  t{h‘u  + «i'"'"  + i *'(*' — i)*1— • •+  »f°)- 
Substituons  dans  (P),  et  nous  aurons  une  équ.  dont  tous  les 
termes  S’entre-détruiront,  excepté  le  dernier  «W  ; donc  «W-o* 
savoir  u = a + 4r+«‘...+  /*""*  i et  Ü vient  pour  1 mte- 
grale  complète,  dans  le  cas  supposé  , 

y==ut={a+bx  + cx\..  +fxn~')  <thx. 

,»  Quand  l’équ.  {M)  a m racines  = «,  elle  a (A  *)m  pour 
• facteur,  tout  la  forme  »■+  M*  + Bh—+- ••+-■•  O— 
posons  l’équ. 

hy  + Ah*-y  + Bh”-y . . . = <>• 
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On  a vu  que  l’inte'grale  de  celle-ci  est  (a  -f*  bx . . . -f- _/i",-,)e*r. 
D’un  autre  côté,  la  proposée  est  satisfaite  par  j-=  cehx,  c'elx... , 
valeurs  correspondantes  aux  n — m racines  inégales  de  h dans 
l’éq.  (M).  Comme,  par  la  propriété  des  éq.  linéaires,  la  somme 
de  ces  solutions  doit  aussi  satisfaire  à lp  proposée , l’intégrale 
complète  est 

y — ( a-f-bx . . . •+•  fxm~')e*x  + ce**  4-  c elx-\-, . . 

a,  b. . ./  c,  c’ . . . sont  les  n constantes  arbitraires  h,  l , . . 

sont  les  racines  de  l'équ.  ( M ). 

Ainsi  pour  y—  ly*  + 2 y"  — iym  +y'v  = o,  on  trouve 

1 — a/i-4-2^*  — ih?  -f -A+=  0 = (1— h)'  (r  -f-  A’), 
d’où  / = («-(-  bx)  ex  -f-  cexŸ~'  4-  dexK~' , 

y—  ex  ( a 4-  bx)  4-  A cos  x -f-  B sin  x. 

889.  L’équation  Linéaire  de  tous  les  ordres  est 
Ay  4-  By  4-  Cy“  + . . . -f  KjrVO  = X. 

Supposons  que  X désigne  une  fonction  donnée  de  a:,  et  que 
A,  B — soient  constans.  On  sait  toujours  réduire  l’intégration 
à la  résolution  des  équ.  parle  procédé  suivant,  que  nous  appli- 
queronsîseulement  au  a€  ordre  : ■ , 

Ay  + By'  + Cy°  = X. 

Soit  e~**  dx  le  facteur  qui  rend  cette  équ.  intégrable  : comme 
Xe~kx  dar  est  la  différentielle  d’une  fonction  de  x , telle  que  P, 
le  ier  membre e~izdx (Ay -f-  By'  4-  Cy"),  est  aussi  celle  d’une 
fonction  delà  (orme  e~hx  (ay  by') . Différencions  doçc  cc  ré- 
sultat, et  comparons  terme  à terme,  nous  aurons 

— ha  = A,  — hb-\-a-= B,  b = C, 

t 

d’où  A-\-Bh-\-Ch*—o,  a— — b —C. 

La  constante  inconnue  h est  l’une  des  racines  de  la  ire  de  ces 
équ.  ; les  deux  autres  donnent  aetb,  et  l’intégrale  du  1"  ordre. 

ay  4-  by  = ehl  ( P -f-  c).’ 

34. . 
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Il  faudra  de  nouveau  opérer  sur  cette  équ , ou  plutôt  mettre 
pour  h les  deux  racines  K et  h",  puis  éliminer y'  entre  les  deux 
résultats , ce  qui  donnera  l’intégrale  complète  (n°  872.) 

Pour  l’équation  du  degré  n , le  même  raisonnement  prouve 
que  h est  racine  de  l’équ. 

A -f  Bh  + Ch\  . . -f  Kh*  = o, 

et  autant  on  connaîtra  de  ces  racines,  autant  on  aura  d’inté- 
grales de  l’ordre  n — 1 , de  la  forme 

<yJrby'  + çr*+...*.r{’-,î==fi**(P+c)> 

entre  lesquelles  on  éliminera  un  nombre  égal  de  quantités 
, ce  qui  réduira  le  problème  à un  ordre  d’au- 
tant moindre , ou  même  fera  connaître  l’intégrale  complète  , si 
l’on  a toutes  les  racines  h.  ( Voyez  le  Calcul  intégr.  d’Euler, 
t.  II , p.  402.)  On  a 

a~  — ~ b — - — c—b-Zj£  i—k~~L 

Éliminations  entre  les  Équations  différentielles. 

890.  Si  l’on  a deux  équ.  entre  x,y  et  t,  l’élimination  de  t 
conduira  à une  relation  entre  x et_y;  mais  si  ces  équ.  sont  dif- 
férentielles, ce  calcul  exige  des  procédés  nouveaux. 

{M x Ny)dt  + P dx-\- Qày  = rdt, 

(Mx  -f-  N , .j-Jd  t -j-  P,dx  -f  QJ  dy  = Tj  d/ , 

étantlcséqu.  les  plus  générales  à trois  inconnues,  éliminons  dy, 
divisons  par  le  coefficient  de  dx,  et  faisons  en  autant  pour  dx; 
nos  équ.  seront  mises  sous  la  forme  la  plus  simple 

(a  x -f  by)àt  -f  dx  ==  Tdt , 

(elx+  b'y)dt  +87-=  Sd/ , 

Nous  supposerons  ici  que  les  coefficiens  sont  constans , et 
T,  S des  fonctions  de  t.  Multiplions  la  2'  par  une  indéter- 
minée k,  et  ajoutons  à la  i",  nous  aurons 
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[a  + a'k ) £ x + ~~  j)d/  -f-  {dx  + *dr)  = çr+'swt. 

Cela  posé , il  est  visible  que  le  a*  terme  dx  -f-  kdy  serait  la  dif- 
férentielle du  i",  abstraction  faite  de  (*+a'  k)dt,  si  l’on  avait 

k = ^ \ ou  a'  k * -J-  («  — V)  k = b. 

' a + a k v 

< 1 , 

Prenant  pour  k l’une  des  racineà  de  cette  équ.,  l’on  aura  - 


{a+a!  ky(x  -f  ky)  dt  + dx  + kdy  — ( T+Sk)èt, 
ou  . (a  -f-  «'Æ)Kdt-f-du  = T + Sk)dl, 

en  faisant  x-{-kys=  u.  Il  sera  aisé  d’intégrer  cette  équation 
linéaire  (n°  85^),  et  d’en  tirer  la  valeur  de  u en  fonction  de  t, 
ou  x -f-  ky  z=ft  ; on  mettra  tour  à tour  pour  k les  deux  racines 
de  notre  équ.,  et  il  ne  restera  plus  qu’à  éliminer  t entre  les 
résultats.  *■ 

Si  les  racines  de  k sont  imaginaires , on  remplace  les  expo- 
nentielles par  dessin,  et  cos.,  comme  n°'  883  et  884*  Et  si 
elles  sont  égales;  on  n’obtient,  iLest  vrai , qu’une  seule  inté- 
grale entre  x,jr  et  t ; mais  en  tirant  la  valeur  de  l’une  de  ces 
variables,  et 'substituant  dans  l’une  des  proposées,  on  doit  in- 
tégrer de  nouveau  l’équ.  résultante  à deux  variables. 

891 . Si  l’on  a trois  équ.  et  quatre  variables  x,  y,  z et  t, 
pour  éliminer  z et  /,  et  obtenir  une  relation  entre  x et  y,  on 

posera  . ¥ . 

( ax  -J-  b j -f-  cz  )dt  -J-  dx  = Tdt, 

( ax  -f-  b'y  -f- <fî)dl  4- dy  = 5dt, 

[a“  x + b"y  +Vz)dt  + dz  = Rdt. 

■Nous  supposons  que  T,  S et  R sont  fonctions  de  t seul  ; et 
que  les  autres  coefficiens  sont  constans.  Pour  opérer  de  même, 
multiplions  la  a*  par  k et  la  3'  par  l,  k et  l étant  deux  indéter- 
minées ; puis,  ajoutant  le  tout,  mettons  le  résultat  sous  la  forme 


, , 1 «r,/  b + b k-\- b l c-f-c  k+c  L \ . 

a + Sk  + a l)  (*  + a + a>k  + â+kk+ZÏ*  )J* 
-f-  dx  -f  kdy  -f-  Alz  = {T  -f  Sk  + Rl)dt. 
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Or,  il  est  clair  que  la  partie  renfermée  entre  les  crochets  aura 
pour  différentille  dx-f*  kày  Idz,  si  l’on  détermine  l et  k par 
les  conditious 

b +b'k  + b'  l 'k  c + c'k  + c‘l_ 
ci  a’  k ci  l ci  4-  ci  k “p  qu  l 

donc,  si  l’on  fait  x 4-  ky  4-  Iz  = u,  on  aura 

( a + a'k  -f-«'7)ud<-f-du  = ( T-j-Sk  -f-  jR/)d/. 

Intégrant  cette  équ.  linéaire,  il  viendra  u en  fonction  de  t, 
ou  x+  ky  -J-  h —ft\  et  comme  k et  l sont  donnés  par  des  équ. 
du  3*  dégré,  en  en  substituant  les  racines  dans  cette  intégrale, 
elle  donnera  trois  équ.  entre  x,^,  t et  z,  qui  serviront  à élimi- 
ner /et  z. 

892.  Si  l'on  a les  équ.  du  2*  ordre 

ày  -f-  (ady  4*  6dx)dl+  icJ  +gx)diî.=  7’d/V 
d’x  + {a'dy-(-b'ilx)<ft+  (c'y  -f-g-'x)dt  * = $dt* , 
on  fera  dy—pàt , dx  = yd/, 

et  l’on  aura  dp  -f-  (ap-\-bq-\-cy -\-gx)dt  = Tàt, 
d q + (a  P + + c’y  +g'x)dt  — Sdt  ; 

on  aura  donc  quatre  équ.  entre  les  cinq  variables/?/  q,  x,y  et  tr 
et  on  les  traiterapar  le  procédé  expliqué  ci-dessus.  On  voit  que 
ce  genre  de  calcul  s’applique  en  général  aux  équ.  du  1"  degré 
et  de  tous  les  ordres , quel  que  soit  leur  nombre. 

Quelques  Problèmes  de  Géométrie. 

893.  Lorsque , dans  l'équa.  F(x,y,  c)=o  d’une  courbe,  la 
constante  c est  arbitraire  ,et  qu’on  lui  attribue  successivement 
toutes  les  valeurs  possibles,  on  a un  système  inüni  de  lignes. 
On  nomme  Trajectoires  les  courbes  qui  coupent  celles-ci  sous 
le  même  angle;  en  sorte  que  si,  par  ex.,  la  trajectoire  est 
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Orthogonale , en  menant  des  tangentes  à celte  courbe  et  à la 
courbe  variable,  à leur  point  d’intersection,  ces  tangentes  seront 
à angles  droits. 

Voici  le  moyen  général  d’obtenir  l’équ./^x,^)  = odes  trajec- 
toires. Soit  F(Y,X , c)  —o  l'équ.  de  la  courbe  mobile  , à raison 
du  paramètre  variable  c.  Pour  une  valeur  de  c , cette  courbe 
prend  une  situation  déterminée  AM  (fig.  84)  s menons  des 
tangentes  à cette  ligne  et  à la  trajectoire  DM  en  leur  point 
commun  M\  Y'etjr  en  fixeront  les  inclinaisons  sur  l’axedesx, 
et  l’angle '/'Æ/'i'  qu’elles  forment  entre  elles  a pour  langeant 
y’ Y' 

a~  i + ry  ,dou 

(I  + Y’y)a+  Y'— y =0. . 0 j.  . , 

11  /aut  ici  remplacer  K et  X par  jr  et  x,  parce  qu’il  s’agit  d’un 
point  commun  aux  deux  courbes  : a est  une  constante  ou  une 
fonction  donnée.  Le  raisonnement  du  n°  46a  démontre  que  si 
l’on  élimine  c entre  cette  équ.  et  celle  F(jr  , x , c ) =0  de  la 
courbe  coupée,  et  qu’on  intègre,  on  aura  celle  delà  trajectoire. 
Sielleestorlhogonale,  on  trouve  simplement,  au  lieu  de  (ijjl’éq. 


« +K/,=  ° (»)• 

Par  ex. , si  l’on  demande  la  courbe  qui  coupe  à angle  droit 
une  droite  qui  tourne  autour  de  l’origine,  Y—cX  donnera 
Y — c,  et  l’équation  (a)  deviendra  1 -\-cj-’  = o : éliminant  c 
à l’aidedej'  = cx,on  trouve ; d’oùxa-f  j-'—A*. 
Donc  la  trajectoire  est  un  cercle  de  rayon  arbitraire. 

Mais  si  la  droite  doit  ctre  coupée  sous  un  angle  donné , dont 
a est  la  tangente  , le  même  calcul  appliqué  à I’équ.  (1)  donne 
pour  la  trajectoire,  cette  équ.  différ.  homogène  (n°  855' 

j a x =zÿ  ( x — ay  ) y 


d’où  al  (c  l/  x’  -j-J"3)  =arc  ^ tang  = 

équ.  qui  appparticntà  la  spirale  logarithmique  (n°  4?4)»  a*nsi 
qu’on  peut  s’en  convaincre  en  traduisant  cette  relation  eu  coor- 
données polaires  (n°  385).. 
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Pour  l’équ.  Xm  Y*  — c,  qui  appartient  aux  hyperboles  el  pa- 
raboles de  tous  les  ordres  ,1e  même  calcul  donne  l’équ.  homo- 
gène (nx  -f  amy)j'  — anx — my.  Quand  la  trajectoire  doit  être 
orthogonale,  mjry  s=  nx  ayant  pour  inte'grale  mjr*  — nx'=A, 
celte  courbe  est  une  hyberbole  du  a'  degré  , ou  une  ellipse, 
suivant  que  l’exposant  n est  positif  ou  négatif. 

La  trajectoire  orthogonale  du  cercle  qui  a pour  équation 
y— 7.  ex — x est  un  autre  cercle  dontl’éq».  est y-\-x*=zAy. 
On  le  construit  en  prenant  pour  centre  un  point  quelconque  de 
l'axe  des  y,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à l’origine. 

894.  Lorsqu’on  se  propose  de  trouver  une  courbe  dont  la 
soutangente  ou  la  tangente. . . soit  une  fonction  donnée  <p  de 
x et  de 7-,  il  suit  des  formules  ( n°  762  ) qu’il  faut  intégrer  les 
équ.  y = yç>,  y^(i  ■+■  y*)=y<p....  C’est  pour  cela  qu’on  a 
donné  le  nom  de  méthode  inverse  des  tangentes  à la  branche 
de  calcul  qui  est  relative  à l’intégration  des  équ.  du  1“  ordre 
entre*  et  y.  ' -."S'- 

En voici  quelques  exemples. 

Quelle  est  la  courbe  dont  en  chaque  point  la  longueur  n de 
la  normale  et  l’abscisse  1 du  pied  de  cette  droite,  ontentre  elles 
une  relation  donnée  n=Fl?  Puisque  (n°  762)  on  a l—x  -j-jy 
et  n=y\/(i-f-y*),  il  est  clair  que  le  problème  proposé  se 
réduit  à intégrer  l’équ.  + f ’’)  = F(x+jry). 

Si  l’on  veut  que  n et  t soientles  coordonnées  d’une  parabole, 

dont  2 p est  le  paramètre  , il  faut  que  n’  = ipt , d’où 

. i; ..  ~ ' -4 ■■  * 

y(*  +jr%)—*p(x+jy):  . 

. ' V ‘ * Z.  ' - ‘ 

Pour  intégrer  cette  équ.  , résolvons-la  par  rapport  à fy , puis 
divisons  tout  par  le  radical , nous  aurons 

-4-1=0: 

yty  + zpx— y) 

or,  le  iCT  terme  est  visiblement  la  dérivée  de  ^/(p‘+7px — y), 
donc  V{p ’ 4"  *px—y  ) — a — x.  Si  l’on  carre  , on  obtient , 
en  mettant  c au  lieu  de  la  constante  arbitraire  a -\~p, 
y 4 x1  — - * aex  4 - c’  — 7pc  ==  o. 
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La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  en  un 
lieu  quelconque  de  l’axe  des  x,  et  dont  le  rayon  est  moyen 
proportionnel  entre  ip  et  la  distance  de  ce  point  à l’origine. 
C’est , au  reste , ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 

Mais,  outre  cette  multitude  infinie  de  cercles  qui  satisfontau 
problème  , il  y a encore  pour  solation  une  parabole  ; car,  en 
remontant  auxproce'dés  desn°*  863 et  867  , on  trouvera  l’e'qu. 
singulière^1  = 2/>;r  -f-  p *.  11  est  facile  de  vérifier  ( comme  on 
l’a  vu  n°  864,  3°.  1 que  cette  parabole  re'sulte  de  l’intersection 
continuelle  de  tous  les  cercles  successifs  compris  dans  la  solu- 
tion générale. 

895.  Touver  une  courbe  telle , que  les  perpend.  abaissées 
de  deux  points  fixes  sur  toutes  ses  tangentes  forment  un  rec- 
tangle constant  = k,  Prenons  pour  axe  des  x la  ligne  qui  joint 
les  deux  points , l’unétantà  l’origine , et  l’autre  distant  dean  : 
le  n°  374  fait  connaître  les  expressions  des  distances  de.cesdeux 
points  à la  tangente  , qui  a pour  équ.  Y — y=y'(X — x),  et 
l’on  trouve 

*■  «"* 

(lajr'+x—yx)  {jr—  /x)=  A(i  -f -/’) (1). 

Cette  équ.  s’intégre  en  la  différentiant  d’abord  ; y"  est  facteur 
commun , et  l'on  trouve  y"  — o,  et 

— x(iaj  +j—yx)  -f-  (y—y'x)  (2 a—x)  = 2 ky ....  (a); 
la  1™  donne  y’  = e,  qui  change  la  proposée  en 

(2ac  +y— ex)  (y—  cx)=.k (1  ; 

ce  sont  les  équ.  de  deux  droites;  et  il  est  aisé  de  s’assurer 
qu’elles  répondent  en  effet  au  problème.  Le  nombre  des  droites 
comprises  par  couple  dans  cette  relation  est  d’ailleurs  infini. 

Quant  à l’équ.  (2),  si  l’on  en  tire  la  valeur  dey,  et  qu’on  la 
substitue  dans  (1),  en  changeant  x en  x -{-  a,  ona 

4-x'==*  (a1  -M). 

On  trouve  donc  une  ellipse  qui  a pour  foyers  les  points  fixes 
donnés,  et  pour  demi-axes  y'(A-f-a’)et  ÿk.  Cette  courbe  est 
une  solution  singulière  du  problème,  ctrésultc  de  l’intersection 
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successive  des  droites  comprises  dans  l’intégrale  complète. 
On  pourra  s’exercer  encore  aux  questions  suivantes  : 

Trouver  une  courbe  telle  , que  toutes  lesperpend.  abaissées 
d’un  point  donné  sur  ses  tangentes  soient  égales. 

Quelle  est  la  courbe  telle,  que  les  lignes  menées  à deux  points 
fixes  , d’un  point  quelconque  de  son  cours  , soient  également 
inclinées  sur  la  tangente? 

Y.  INTÉGRATION  DF.S  ÉQUATIONS  QUI  RENFERMENT  TROIS 
VARIABLES. 


Équations  différentielles  totales. 


896.  Puisque  l’équ.  Az—pAx-\-qAy  résulte  de  la  somme 
des  dérivées  ( n°  744)  de  z ~j\ x,y),  prises  relativement  à x 
et  y considérées  comme  variables  indépendantes , on  en  conclut 
que  les  fonctions  de  x cty  représentées  par/»  et  q doivent  être 
telles,  qu’on  ait  (n°  743)  , 

(I). 

dy  dx  ( 1 


Si  une  équ.  proposée  satisfait  à cette  condition , on  intégrera  la 
différentielle  exacte  pdx  -f-  qà \y,  par  le  procédé  du  n°  85g  ; le 
résultat  sera  la  valeur  dez  ou  f{x,y).  C’est  ainsi  que  , d’après 
l’cx.  I , p.  4g5 , Ton  voit  que  l’intégrale  de 

ds = vêr^)^aix + *byÀJ' 

est  z~by*-\-ax  -4-  lc(.r  -f-  \/ 1 ■+■  x’).  . 


897.  Si  l’équ.  différentielle  proposée  est  implicite, 

Pdx  -f  QAy  RAz—  o ; 

P,  Q et  R étant  des  fonctions  de  x,  y et  z,  on  pourra  la 
mettre  sous  la  forme  Az—pix-{-qAy,  en  faisant.  .m 

“p  Q 

p= — q = — jp  Pour  reconnaître  si  la  condition  (1) 
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est  remplie,  comme p contient  z qui  est  fonction  de  x et  y, 
pour  obtenir  le  premier  membre  de  l’équ,  (i),  il  ne  faut  pas  se 
borner  à regarder  x coinme  constant  dans  p,cly  comme  varia- 
ble; il  faut  en  outre  faire  varier  z par  rapporté  y ; d’où  (n°  ^44) 

-r-  + <7.“ , à cause  de  a = ~.  On  en  dira  autant  de  q rela- 
cl y * dz  djr 

tivement  àijona  donc,  au  lieu  de  la  condition  (i), 


dy^~^dz  Ax'^dz' 
Remettant  pour/;  et  q leurs  valeurs , on  a 

dy  dy  dx  v da:  v ■rt» 


dz 


dz 


o (a). 


e'qu.  qui  ex’prime  que  z est  une  fonction  de  deux  variables  in- 
dépendantes, auxquelles  elle  est  liée  par  une  seule  équ. 


898;  Soit  F le  facteur  qui  rend  l’équ.  /,dar-J-Çdj--f-/îdz=:o, 
la  différentielle  exacte  de  f(x,y,z)  — o.  Il  suit  des  principes 
développés  (p.  370),  que,  si  l’on  fait  x constant,  ou  dx=o, 
Féqu.  FQdy  -j-FRdz= o doit  être  une  différentielle  exacte 
entre  y et  z : on  doit  en  dire  autant  pour  d,/  = o,  et  dz  =5  o ; 
d’où  l’on  tire 


d.FR d.FQ 

dy  dz  ’ 


d.FP 

dz 


d.FR 
: d.r  ’ 


d.FQ  d.FP 
d.r  dy  1 


OU 

F • 

f dR 
[ dy 

_d£i 
dz  J 

[-«£■ 

TP 

f dP 

dfi 

}-*£■ 

Jt1  • 

l dx 

dx  . 

F\ 

l dx 

dP 

A r 

}-'£ 

dy  1 
pdr\ 

dz 

„ dF  \ 


(3). 


Or,  si  l’on  multiplie  respectivement  ces  équ.  par  P,  Q et  Rr 
et  qu’on  les  ajoute  , les  2"  membres  se  détruiront , en  sorte 
que  le  facteur  commun  F disparaissant,  on  retombera  sur  la 
relation  (a);  donc  on  ne  {fcut  espérer  de  rendre  la  proposée 
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intégrable  à l’aide  d’un  facteur  F,  qu’au  tant  que  la  condition  (a) 
est  satisfaite.  Toute  e'qu.  entre  deux  variables  est  intégrable, 
au  moins  par  approximation,  tandis  qu’il  n’en  est  pas  de  même 
des  équ.  à trois  variables  ou  plus. 

899.  Si  les  différentielles  passent  le  i,r  degré,  voici  ce  qui  a 
lieu.  Quelle  que  soit  l’iutégrale  cherchée,  en  la  dilférentiant,  il 
estclair  qu’on  peu  tla  mettre souslaforme  Alx-J-Qd^-f-jRdx^o, 
à laquelle  la  proposée  doit  être  réductible  ; donc,  si  l’on  résout 
la  proposée  par  rapport  à dz,  les  dx  et  djr  ne  doivent  pas  de- 
meurer engagés  sous  le  radical  : elle  n’est  donc  intégrable 
qu’aulant  qu’elle  est  décomposable  en  facteurs  rationnels.  Pour 

Aàx'1-\-Bàÿi~{-  Céz'-\-Dà.xàj-\‘Eàxàz-\-Fàyàz—  o , 
le  radical  compris  dans  la  valeur  de  ds  est  • 

\/[(  c>ix’4-2  (EF— 2 z>C)dxdjr-f-(  F’ — 4 5 C)dr*]  ; 

en  le  soumettant  à la  condition  connue  (ua  i38),  on  trouve 

7 . ' ^ 

(EF — iDC)' — (E* — l\AC)  (F*—$BC)  = 0...  (4). 

Si  cette  équ.  est  satisfaite  , on  aura  à intégrer  deux  équ.  de  la 
forme  jPdx-f-  Çdj--j-fîdz=o,  dont  la  proposée  est  le  pro- 
duit. 

900.  Pour  intégrer  Pdx-f-  Qdjr  + Ædx— o , lorsque  la  con- 
dition (a)  est  remplie , on  regardera  comme  constante  l’une  des 
variables  , telle  que  z ; puis  on  intégrera  Pdx-f-  Qdjrs=o.  Soit 
f(x,jr,z,  Z }=o  l’intégrale,  Z étant  la  constante  arbitraire 
qui  peut  con^pir  z : on  diiférentiera  cette  équ.  complètement, 
et  l’on  comparera  à la  proposée  ; il  devra  en  résulter  pour  d Z 
une  expression  indépendante  de  x et  y,  fonction  de  z et  Z Seuls; 
l’intégration  fera  connaître  Z.  Ce  procédé  résulte  des  principes 
mêmes  de  la  dillérentiation  des  équ.  (n°  744)- 

I.  Soit  dr  (,?•+•*) -f-djr  (x-f-z) -fdz(x-j-j')=o;  en  faisant 
dz  — o , on  a dx  (j~+z)-h dy  (x+jc)  — o,  dont  l’intégrale 
(n°853)  est  (x -f- z)  (j'-f-z)-Z.  Différentions  ce  résultat, 
et  comparons  à la  proposée,  nous  aurons  dZ  = 2zdz,  d’où 
Z=z*-f-e.  Donc  l’intégrale  demandée  est  xz-^-yz-f-rj—c. 
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II.  Avant  de  traiter  l’équ.  zdx  ~\-xdy-^-ydz=zo , on  la  sou- 
mettra à la  condition  (a)  ; et  comme  x ■+-  y -f-  s n’est  pas  nul , 
on  voit  que  l’équ.  n’est  pas  intégrable.  Si  l’on  exécutait  le  calcul 
indiqué  pour  l’intégration , on  trouverait  que  Z ne  peut  être 
dégagé  de  x et  y.  » 

III.  Pour  0(3:— a)  -f  y (y—  à)]  dz  = ( z—c ) (xdx+yd y), 

la  même  chose  a lieu,  à moins  que  a et  b ne  soient  nuis.  Dans 
ce  cas , on  a (x'+y%)  dz==  (z  — c)  (xdx  -f^dj-)  ; on  intègre 
en  faisant  dz=o;  d’où  x*+j-3r=Za.  Différehtiant  et  com- 
parant à la  proposée,  on  trouve  Zdz=(z — c)dZ ; d’où 
Z=sA(z — c).  Ainsi  l’intégrale  est  A 3 (z — c)\ 

IV.  Soit  encore  proposée  Péqu.' 

Cr*+r*+**)  dx  -f-  (x'+xz+z')  dy  + (x'+xj+j*)  dz—o. 
En  faisant  dz  nul , on  doit  intégrer 
dx dy 

xa-f-xz  + z‘  y’+yz  + z2  ~~  ° ’ ou 

(•"«  = T^ï) + (“"S = )]  =fi  • 

ou(.)  ...(une „ = 

Puisque  cet  arc  est  une  fonction  de  z,  sa  tangente  l’est  aussi 
et  l’on  peut  poser,  en  faisant  le  dénominateur  = <p, 

(*+y+z)z (*-Kr-H)z_  „ 

z‘ — zx  — zy—  ixy  ç>  W* 

Différentions  cette  équ.,  chassons  le  dénominateur et  corn - 


(*)  On  trouve  souvent  des  formules  dans  lesquelles  on  doit  ajouter  des  arcs 
donnés  par  leurs  tang.  Soit  are  ( tang =«)  + arc  ( tang  =£)  ; mctn  désignant 
ces  deux  arcs,  ou  «—tang  m,  /3—tang  n,  il  s’agit  de  trouver  l’expression 
de  l’arc  m-f-n.  On  a (équ.  K , n°  35g) 

tang  (m-f- n)  = -—-g ; d’où  « + n = arc  C tang=  ‘L~^~ P \ 

1— a/3  \ B l—a£j 

C’est  ainsi  qu’on  a réduit  l’iqu.  ci-dcssus. 
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parons  à la  proposée  multipliée  par  iz\  comme  les  termes  en 
cLt  et  dj-  sont  les  jnêines  des  deux  parts , on  égale  entre  eux 
les  autres  termes,  savoir  : 


^(x^xy-\-y')zdz=-i(z,x-\-z,y+xxyz+x!‘y-^y,‘x)dz-<p' . d Z , 
?.(x,z-\-3xyz+y,z+ztx+z,y+x,y+y,x)dz-i-9'‘ . dZ=o . 

Mettons  pour  <p  sa  valeur  tirée  de  (a),  et  supprimons  le  facteur 
commun  x'-f-  y z, 

x(xy  -f-  yz  + xz)Z'dz  + (x+jr  + z)z* . d Z = o. 


C’est  cette  équ.  qui  est  destinée  à donner  Z en  z,  et  qui  doit 
ne  pas  contenir  x et  y.  On  tire  de  (a) 


xt  + yz  = 


z'Z  — z’  — xxyZ 

z+T 


Substituant,  on  trouve  que  iZ{zl — xy)  est  facteur  commun , 
et  l’on  a Z(Z — i)Jz-f-z.dZ  = o ; donc 


dz dZ  dZ  cZ  ' z 

T — 1T_  Z— 7 ’ Z^T’  ^ ^ z — c 

Avec  cette  valeur  de  Z,  l’équ.  (o)  est  l’intégrale  demandée, 
qu’on  peut  écrire  xy +xz-\-yz=c(x  + y + z). 

901.  Si  la  condition  (a)  n’est  pas  satisfaite,  en  suivant  le  pro- 
cédé qu’on  vient  d’indiquer,  dZ  ne  peut  plus  être  exprime  en  z 
etZseuls.  F étant  le  facteur  qui  rend  intégrable  Pdx  ÇMj-, 
et  u-f-Z  l’intégrale  de  FPdx+  FQdy  ; comparons  la  différen- 
tielle de  m 4-  Z = o avec  FPdx  -f-  FQdy  -f-  F/îdz  = o ; nous 
trouvons 

n + Z = o,  Ô£  + d4=FR (6). 


x , yetz  entrent  ici,  en  sorte  qu’on  ne  peut  en  tirer  Z,  ni  l’in- 
tégrale demandée  u -f-Z=o,  comme  cela  arrive  quand  la  con- 
dition d’iutégrabilité  est  remplie.  11  n’en  résulte  pas  moins  que 
I/-j-Z  = o satisferait  à la  proposée  et  en  serait  l’intégrale  , si 
l’on  déterminait  Z en  fonction  de  z,  Z — <pz,  de  manière  à 
avoir  en  même  temps  la  relation  (5).  Or,  on  a vu  ( u°  744) 
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que,  dans  la  différentiation  des  équ.,  on  suppose  tacitement 
que  les  variables  x et  y sont  dépendantes,  en  vertu  d’une  rela- 
tion arbitraire  qui  les  lie  l’une  à l’autre.  Dans  le  cas  actuel , on 
ne  peut  intégrer  sans  établir  cette  dépendance  : on  voit  que,  si 
l’on  pose  Z — p z,  le  système  de  nqs  deux  équ. 

u + <pz  = o,  jp-  -J-p'z  = FR. . . . (6) 

satisfait'à la  proposée,  quelle  que  soit  d’ailleurs  la  forme  de  la 
fonction  ip. 

Les  équ.  qui  ne  satisfont  point  à la  condition  d'intégrabilité 
étaient  autrefois  appelées  Absurdes  : on  établissait  en  prin- 
cipe qu’elles  ne  signifiaient  rien,  et  qu’un  problème  susceptible 
de  solution  ne  pouvait  jamais  conduire  à ces  sortes  de  relations, 
qu’on  prétendait  équivaloir  aux  imaginaires.  Monge  prouva  que 
cette  opinion  est  fausse,  en  donnant  la  théorie  précédente. 

Si  l’on  cherche  une  surface  courbe  qui  remplisse  certaines 
conditions  , lesquelles,  traduites  en  analyse,  conduisent  à une 
équ.  différentielle  entre  les  coordonnées  x,  j-  et  z,  les  points 
de  l’espace  qui  satisfont  au  problème  sont  donc  , dans  le  cas 
présent,  non  pas  ceux  d’une  surface,  mais  ceux  d’une  courbe  à 
double  courbure,  parce  que  l’équ.  ne  peut  exister  qu’en  se  par- 
tageant d’elle-même  en  deux , aipsi  que  cela  s’est  souvent  ren- 
contré d’ailleurs  (n°’  na,  5-]3,  616).  Bien  plus,  comme  p 
est  arbitraire , ce  n’est  pas  une  seule  courbe  qui  répond  au 
problème , mais  une  infinité  de  courbes  soumises  à une  loi 
commune.  * 

Ainsi , pour  zdz  + xijr  -f-  J'dz  = o , on  trouvera 
F=x~',  R = J,  jr+  zlr  = « ; 
d’où  J z\x  + f z = o , 1 x + <p'z  — jx~', 

pour  les  équ.  (6)  dont  le  système  satisfait  à la  proposée,  quelle 
que  soit  la  fonction  <p. 

Dans  l’ex.  III  du  n°  900,  on  a 

R = — x(x  — a)  — jr(jr  — b) , F—  (z  — c)“”  ; donc 

+ J-*+*-?lz  = 0>  (z  — c)<p'z  + x(x  — a)  +j-(jr  — b)=  o. 
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Équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre. 

902.  Soit  l’équ.  d z —pix  + qày,  p et  q sont  les  différen- 
tielles partielles  de  2,  par  rapport  à x et  y respectivement. 
Nous  avons  donné  les  moyens  de  remonter  de  cette  éqn.  à son 
intégrale  z —f  (x,  y);  proposons-nous  maintenant  de  trouver 
l’équ.  z~f(x,y)  par  la  seule  connaissance  de  l’un  des  coeflx- 
ciens />  et  q , ou  d’une  relation  entre  eux.  » • 

Prenons  d’abord  le  cas  où  <7  n’entre  pas  dansla  relation,  savoir, 
F(p,  "J  — o.  On  sait  que  les  variables  x ex.  y sont  in- 

dépendantes dans  l’intégrale  z—f  (x,y),  l’une  pouvant  varier 
sans  l’autre  (n°  y44)l  comme  y n’est  pas  dans  la  proposée,  cette 
équ.  se  rapporte  au  cas  oà|j£el  z ont  seuls  varié , puisque  si 
y variait,  la  relation  donnée  demeurerait  la  même.  Il  s’agit 

donc  de  faire/»  ==-r-  dans  la  proposée,  et  d’intégrer  une  équ. 

■■'i'.  X .. iurffît 4i qpw» .> 

entre  les  variables  xet  z,  y étant  supposé  constant.  Alors  la 

constante  additive  à l’intégrale  devra  être  une  fonction  arbi- 
traire de  j-,  que  nous  représenterons  par  çy. 

Donc,  pour  intégrer  l’équation  F(p,  x,  y,  z)  =0,  il  faut  en 
éliminer  p à l’aide  de  dz=pdar,  intégrer  en  prenant  y constant , 
et  ajouter  Qy.  - ' . •'  . . . • 

On  raisonnera  de  même  à l’égard  de  q pour  intégrer  l’équ. 

F{q,  x,y,  2)=o.  . 

Par  ex.,  p=5x7  a pour  intégrale  z=tx'  -f-  q>y. 

Celle  de  x—p\f  (x*  -j-y'),  est  z=s  + y*)  + VJ- 

Pour/»\/  (a*— y* — x‘)=x  a j on  trouve 


r<”DT  V(a--r))+^- 


Soit  qxy-f-az  = o;  on  intègre  xyêz-\-  azdy  ~o,  x étant 
constant,  et  l’on  al(z*iy‘1)  = k;  d’où  zxy°  = <px. 

Enfin,  soit  p(y*  + x 2)  —y*  -f-  z’;  d’où  résulte  l’équ.  liomo- 
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gène  (T*  -f-  x’)d z = ^)dx,  puis 

arc(tang  — arc(  tang  = ^)  = c, 

ou  (note  page  54i)  \V 

/ r(z — x)\  2 — x 

,«(unB  = «.  js^j;  =«r. 

903.  Prenons  l’équ.  générale  linéaire  du  j"  ordre 

. * ' pp+Qv=r* 

P,  Q,  V étant  des  fonctions  données  desa-.j-,  2.  Éliminons p 
dedz—pdx-\-qày,  nous  aurons 

Pàz — Fdx—q(Pdy — Çd*). ...  (1), 

équ.  à laquelle  il  faut  satisfaire  delà  manière  la  plus  générale, 
q étant  quelconque , puisque , d’après  l’équ.  proposée,  q reste 
indéterminé.  Quand  les  variables  x,  y,  s,  sont  séparées' dans 
cette  équ. , chaque  membre  peut  être  rendu  intégrable  en 
particulier.  Soient  «•=*,  p=fi,  les  intégrales  des  équations 
respectives 

Pdz  — Vdx  =0,  Pdy  — Qdx  — o. . . fa); 

l’équation  revient  à pidir~qpt  dp,  pc  et  pt  étant  les  facteurs  qui 

rendent  les  équ.  (2)  intégrables  ; et  pour  que  celte  équ.  le  soit 
* / 

elle-même,  il  faut  que  — q soit  une  fonction  de  p,  savoir... 

%■■=.$ p,  ç désignant  une  fonction  tout-à-fait  arbitraire. 

Lorsque  les  x,y,  z sont  mêlées  dans  les  équ.  (a),  si«-  = «, 
et  p =/S , sont  des  fonctions  qui  y satisfont , la  proposée  a 
encore  pour  intégrale  *■  = <pp  ; et  c’est  ce  qui  nous  reste  à dé- 
montrer. 

En  effet,  pour  reconnaître  si  la  proposée  est  satisfaite  par 
une  équ.  quelconque  7r=$p,  il  faut  qu’en  la  différenciant  sous 
la  forme  ds  —pdx  + qdy , les  valeurs  qu’on  trouvera  pour  p 
et q,  étant  substituées,  donnent  Pp  -j-  Qq  = Vi  Les  différen- 
tielles de  «■  =«,  p =£  étant 

T.  II.  35 
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tlrssAdx  4"  Bi’jr  4-  Cdzzzx> , d;  = ndx  -}-  bày-Ç-c&z  ~o, 
ou  trouve  pour  la  différentielle  de  *•  — çp  = o,  relative 
à z et  x . . ;(C)— V-P'fî/»  + ^ -*  a <p>  = o, 

.à  zety...(G-~c.q>  f)q  + B — b.ç'p  = o. 

< 

. Tirant  de  là />  et  q,  pour  substituer  tlan^p-J-  Çq  «=  F,  on 
trouve  que  l’équ.  % =<fp  satisfait  à la  proposée,  si  l’on  a 

AP  + BQ  4-  CF—  ç'p  X {aP  .+  bQ  4.  cF). 

Mais  si  l’on  admet  que  les  fonctions  w et  f ont  été  choisies  de 
manière  à satisfaire  aux  équ.  (3),  on  peut  tirer  de  celles-ci*dz 
et  dx  pour  substituer  dans  da-  = o et  dp  = o ; et  l’on  trouve 
que  les  équ.  qui  expriment  la  condition  déterminante  de  g-  et  p, 
sont 

AP  -4*  B Q 4 GF  — o 1 aP  -f"  b Q 4*  c ^ ° > 

ainsi r=pp  satisfait  à la  proposée,  la  fonction  <p  demeurant 
arbitraire,  et  *•  = çp  est  l’intégrale  demandée. 

1 Si  l’on  élimine  dx  entre  les  équ.  (3),  il  vient  Qd* — Ft[y=o  ; 
deux  des  équ.  suivantes  contiennent  donc  la  3‘ , et  peuvent  être 
employées  indifféremment  : 

Pdz — Fdxsso,  Pdj — Çd^=  o,  Çda — F dy  = o . . . (3). 

Concluons  delà,  que  l’intégration  de  l’iqu.  p«x  différen- 
tielles partielles  du  1"  ordre  Pp  -f-  Qq  = F,  se  réduit  à satis- 
faire à deux  des  équ.  (3),  par  des  fondions  tt  = *,  p == 
et  à poser  cr  = çp , ç désignant  une  fonction  arbitraire,  a et  /? 
des  constantes,  qui  n’entrent  pas  dans  l’intégrale,  attendu  que 
la  fonction  1 p contient  autant  de  constantes  qu’on  veut. 

Si  l’on  fait  <pp  = const. , on  a *■  = const. , qui  satisfait  aussi 
à la  proposée  ; en  sorte  que  *•=*  et  p—  $ en  sont  des  inté- 
grales particulières. 

904.  Examinons  d’abord  ce  qui  arrive  dans  divers  cas. 

i°.  Si  F est  nul,  Vunc  de  nos  équ.  (3)  est  dz=o  ,«  = <*=»-; 
il’ne  restera  donc,  dans  la  ?.*,  que  les  deux  variables  x etjr  ; 
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l’intégrale  f = 0 s’obtiendra  ensuite  (chap.  IV),  et  z =çf  sera 
l’intégrale  de  Pp  -f-  Qq  — o. 

Par  ex.,  pj=qx,  donne  P—j,  Q=—x,  ydj+xdx^o, 
d’où  f =x*  +x\  puis  z =(p(x’  +jl),  équ.  finie  des  surfaces 
de  révolution  autour  de  l’axe  des  z (n°*  662'et  745).  * 

Pour/?x-f  2T=o,  on  trouve xdy—jdx—o , \y~=\*x,y—*v, 

— f,  enfin  2=9  c’est  l’équ.  des  conoïdes  (n°  788). 

* • 

De  même,  soit  q=pP,  P ne  contenant  pas  z,  l’intégrale 
est  * 

*=W,  t —fF(dx  -f-  Pdjr), 

F étant  le  facteur  qui  rçnd  intégrable  dx  -j-  Pdy.  J 

a°.  Quand  il  arrive  que  deux  des  équ.  (3)  ne  contiennent 
que  deux  variables  et  leurs  différentielles,  l’intégration  donne 
aisément  n et  p. 

Soit  proposée  l’équatioh  px  -f-  ==  nz  ; d'où  xdz  = nzdx, 

*4r==rdx,  puis  zxz*xntyx=\ Sx;  on  en  tire  «et /g,  valeurs 

de  % et  f , et  par  suite  l’intégrale  cherchée  z=  x’ç  rïY  On 


voit  que  fi  est  homogène  et  quelconque  ; et  comme  I4  proposée 
est  l’énoncé  du  théorème  des  fonctions  homogènes  («.  499), 
on  en  retrouve  ainsi  la  démonstration  pour  le  cas  de  deux 
variables.  W-  ' . 

Pour  /ix’  -f-  qyx  = z*,  on  a.Vdz  = z’dx,  x*dy  = j-*dx  ; 
d’où  z—  — x~‘  = x,  J~l  —x-'~r,  donc  l’iutégrale  est 

■ . 

X et  V étant  des  fonctions  de  x seul,  l’équ.  q = pX J', 
donne  Xdz  -+■  ^dx  ==  o , Xdj~  -f-  dx  = o , et 

'Vdx  . /•  AlxN 


.-p£+,(r+fô 


3°.  Quand  l’une  des  équ.  (3)  est  seule  entre  deux  variables, 
après  l’avoir  intégrée,  on  élimine  è.  l’aide  de  ce  résultat  x = « 

35. . 
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l'une  des  variables  de  la  ?.*  ou  3*  de  nos  équ.,  puis  on  intègre, 
et  l’on  a f = fi  ; on  remet  it  pour  • dans  f,  et  Von  a ir  = Çf , ou 

Soit  qxÿ—p3?—y'\  d’où  x*dz^y*d,r=of  x'dy+xydx—o  ; 
celle-ci  donne  xjtspfi  ; mettant  dans  l’autre  £x~'  pour  y , il 
vient  dz  -f-  (8’a:-4djr  = o ; d’où  z — - /S’jr  3 -f-  a ; remettant  ici 
xy  pour  /S,  on  a z — \y'x~'  = » = * ; partant,  l’intégrale  de- 
mandée est  3 zx  =y%  -j-  Sxp  (xy). 

Pour  px  ■+■  qy  t=  +y'),  on  a 

xdz=ndxi/(x'+yt),  xdy=ydxf  ■ 
la  a*  donne  yz=  flx;  chassant  y de  la  1",  elle  devient 
dz  = rt\/(i  -J-  |S*)da:;  d’où  z — nxÿ(i  £’)  = », 
puis  tt~z  — nÿ(x'+yl),  f=yx~'  ; 

et  enfin  / z — nÿ(x r*  +J\+,<P 

90$.  Mais  quand  .r,  y et  z sont  mêlées  dans  les  c’qu.  (3), 
il  n’est  plus  possible  d’intégrer  .chacune  en  particulier,  carj. 

11e  p&t  être  supposé  constant  dans  la  ir*,  ni  z dans  la  2' 

Ou  est  alors  obligé  de  recourir  à des  arliGces  particuliers 
d’analyse.  C’est  ainsi  qu’on  parvient  souvent  à intégrer,  en 
substituant  pour p ou  q,  dans  les  équ.  suivantes,  la  valeur  tirée 
de  la  proposée  ; ces  équ.  résultent  de  dz  = püx  -f-  qdy,  traité 
par  l’intégration  par  parties. 

z =px  + f(qdf  — xdp'j.^  . ....  (4),  s 

z — <îr  + f(p&x—  j^q).  .....  (5)* 

• z=px  + qy—f(xdp+ydq).  ...  (6). 

Par  ex.,  si  p est  une  fonction  donnée  de  q,  telle  que  />=  Q, 
la  relation  (6)  devient 

z—Qx  + qy—  f(xQ'  «4-  y)  d q ; 
d’où  il  suit  que  le  facteur  de  dq  doit  11e  contenir  ni  x,  ni  y, 

‘ +y  = , z = Q*  + qy  — ? q ; 
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la  fonction  p est  arbitraire,  f/intégrale  résulte  ensuite  de  l’éli- 
mination de  q entre  ces  deux  équ.,  lorsque  cette  fonction  p a 
été  déterminée  (n°gitj). 

906.  Après  avoir  mis  dans  dz  — péx  -f-  qi ly,  la  valeur  de  p 
ou  celle  de  q , tirée  de  lu  proposée,  on  a une  équ.  différen- 
tielle entre  les  quatre  variables  x,  jr,  2et^oup.  Supposons 
que  cette  équ.  soit  réductible  à être  une  différentielle  exacte', 
en  prenant  pour  constante  p ou  q , ou  une  fonction  8 de  cette 
lettre  ; et  soit  f(x,jr , x,  6)  = c,  l’intégrale  dans  cette  hypo- 
thèse de  ô constant.  Il  est  visible  que  si  l’on  différentie  cette 
équ.,  on  reproduira  celle  d’où  on  l’a  tirée,  non-seulement  t 
et  c demeurant  conslans  ; mais  même,  si  6 et  c sont  des  va- 
riables, pourvu  qu’on  ait  ^df  — dex=o.  Ainsi,  pour  rendrè' 

à 6 son  état  de  fonction  variable  quelconque  chMjil’équ.  diffé- 
rentielle, et  que  cependant  l’équ.  f=c  en  soit  toujours  l’in- 
tégrale, il  suffira  de  supposer  que  c est  une  fonction  arbitraire 
de  9,  telle,  qu’on  ait  ensemble  » 

J C* 

Dans  le  cas  où  la  proposée  est  différentiel  la  exacte,  t étant  pris 
pour  constant , on  intégrera  dans  celte  hypothèse , et  l'on  aura 
la  1 "*  de  ces  équ.,  qu’on  diJJ'êrentiera  ensuite  relativement  à 6 
seul,  pour  former  lai’  ; le  système  de  ces  deux  équ.  satisfera  à 
la  proposée,  p étant  tjiïe  fonction  arbitrait^  Quand  on  aura 
déterminé  p (n°  919),  il  restera  à éliminer  9 feutre  elles,  et  l’jÿn 
aura  l’intégrale  demandée.  . * % '. , 

Il  suit  dte  ce  qu’on  a vu  (n°  8o5),  que  si  la  1™  équ.  est  con- 
sidérée domine  appartenant  à une  surface  courbe  dont  8 serait 
un  paramètre  variable,  ces  deux  équ.  sont  celles  de  la  caracté- 
ristique ; la  recherche  de  cette  courbe  revient,  comme  on  voit, 
à l’intégration  de  l’équ.  proposée. 

Soit  donnée  l’équ.  5 ~pq\  on  trouve  . ,J 


dz: 


sdx 


+q*lr,  <\r  — 


qHz  — ziljr (3-f-x)  dz  — zdx 


r 


(0  x )■* 
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en  po*ant  q = 0 -fr-  x ; l’inté$fale  est,  pour  8 constant, 

2 


^•==-—+98,  d’où  - 


x + 


en  difTérentiant  relativement  à 8 seul.  Le  système  de  ces  deux 
équ.  est  l’intégrale  de  la  proposée  z~pq. 


907.00  facilite  souvent  l'intégration  en  introduisant  une  in- 
déterminée fl,  qui  permette  de  partager  l’équation  proposée  en 

deux.  Soit  f(p,  x)  = F(q,j)  ; faisons  f (p,  ar)  = fl.;'  d’où 

F(q,  j-)  = 6;  résolvons  ces  équ.  par  rapport  à p et  q,  nous 
aurons 


P — 4(x,if,  #s=x(r,ê),  dz=Wx + xdjr. 

t 

Intégrons  en  prenant  4 constant,  d’après  ce  qu’on  vient  de 
dire  : 


z -f  çù  f=  / Jda?  -f  fjcàj  ■ 

il  restera  à dilFérentier  relativement  à 9 seul,  et  à éliminer  8 
entre  ces  é^U'.,  après( avoir  déterminé  la  fonction  <p. 

Par  ex.^pAnr  l’équ.  a'pq  = x'j' , on  a 


X“  aq  ’ ^ a » ’ 


Donc 

3az  -f-  <p»  = x't  , <?'»  = 

908.  Quand  l’équ.  Pp  -f-  Qq  = V , est  homogène  en  x,jr,  z, 
onf^it  x~tz,  jr^xmz;  P,  Q,  V se  changent  en  P, s",  Q.z'*, 
V^z*  (n°  855^,  et  les  équ.  (3)  donnent  v<  £ 

(P,  - tP,)dz  = zF,dt , (Ç,  - uF,)dz  = zF$u  ; 

d’où  (P,  — tF,)du  =((?,  — uF,)d‘-  , * 


L’intégrale  de  cette  équ.  en  t et  u étant  trouvée,  ou  s’en  ser- 
vira pour  éliminer  soit  l , soit  u,  de  l’ude  des  précédentes, 
qu’on  sait  alors  intégrer,  enfin,  éliminant  u et  t par  x = (1, 
j=zuz,  on  a les  solutions  *■  et  f des  cqu.  (3),  et  par  suite 
l’intégrale  *3?». 


J 
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Poür  l’équ.  pxz  -+•  qyz  = x%  on  trouve  ' 

(1 — tÿdz  = ztdt,  a(t — f)dz=zfdu; 
d’où  udt=/d«,  <e=au,  z\Z(l — f)=(S; 

enfin,  x = «;r,  — x’)  = 0 , z*=x4  + ^0^;. 

Equations  différentielles  partielles  du  a*  ordre. 


gog.  Outre  les  coefiiciens p et  q du  i"  ordre,  l'équation 
peut  contenir 

d’z  d’z  d*2  d’z  v ..  * 

’ &.—  r'  dx&  "4^dï~ *’  dr*  (y/); 

d’où  dj?  = rdx  4-«b*t  dÿ=  rdx-f-  <<£r.  • . (Æ)> 

d’z  = d/>dx  -f-  d^dj'sa  rdar’  -f-  afdxtlT-  + tdj*. 

Il  s’agit  d’intégrer  l’équ./(x,  y,  z,p,  q,  r,  s,  <)=  o. 

Remarquons  d’abord  qu’on  doit  considérer  y comme  cons- 
tant dans  l’équ.  qui  a la  forme  r = Pp  -4-  Q,  qui  revient  à 

P ^ -4-  Q,  P et  Q étant  des  fonctions  de  x,y  et  z ; par 

les  différentielles  partielles  q , s et  t,  qui  se  rapportent  à la 
variation  de  jr , n’entrent  pas  id  (n°  902)  s on  a alors  à inté- 
grer une  équ.  aux  différentielles  ordinaires  du  2.*  ordre  entre  x 
et  z;  mais  au  lieu  de  la  constante  additive,  on  prendra  une 
fonction  arbitraire  <py.  ' , 

* • . § ï ( 

Par  exemple , si  z n’entre  pas  dans  P et  Q,  en  substituant  — 

dx 

pour  p,  nn  a ~ — Pp  -f-  Q ; la  fonction  ( Pp  -J-  Q)  dx  est  li- 
néaire entré  les  variables  petx;  y est  d’ailleurs  constant  ;. 

l’intcgrale  est  donc  (n°  85 7),  en  faisant  u — /Pi\x, 

JD.  - 

F—  ^ = e"(Je~uQix  + <py)  -, 
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intégrant  de  nouveau,  et  ajoutant  une  nouvelle  fonctiq»  arbi- 
traire on  a l’intégrale  demandée. 

A % 

Lorsque  P— o,  on  a/j=/ Qdx^-<pjr-,  d’où 
Z =/a x/Qdx  + X<pj  -f.  4jr. 

Pour  l’équ.  xj-r  r=  (/» — i ) py  -f*  a,  comme  dans  cet  exemple 


ou  a 

obtient 


P=' 


- ûjzr  jp  * 

f I— X=  -f  _ 


C«— «Xr 

* 

Enfin  soit  xr  = (n— 1)/>,  on  a nz  = x"  pj-  -f.  4j-. 

910.  Pour  intégrer  t=zPq+Q,  ou  t==  P -f  Q,  il 
faut  prendre  x constant,  et  ajouter  <px  et  \^x. 

Soit  at  es xj- ; on  a d’abord  ÿ=  -j~  =3  tL — ; puis 


6az  = j-’x  -f  j-ipx  -f-  4-x. 


91 1.  L’intégrale  de  r=?jJf,  du  = rentre  dans  la 
théorie  des  cubatures  (n°  85a); 

Z =zjdxfMijr+<px  -f  4-jr- 

C’est  ainsi  que  s = ax  -f-  bjr,  donne 

»... 

z = lxï(ax  + bj-)+çx+4,j.  ' ' 

912.  Soit  tssMp-^-N,  M et  N étant  connus  en  x et  j-,  ou 

d‘z  dp 

3ï4r=3 r = !,P+N- 

‘ *1  ' 

P et  y sont  ici  seules  variables,  et  l’on  retombe  sur  une  équ. 
linéaire  (n°  85 7)  ; donc,  faisant  u=zfMdj-,  ôn  a 

ds  i 

P=  gj=c“((px-f/e-“.Ardj-). 


\ 


DIFFÊR.  PARTIELLES , 2*  ORDRE. 
Intégrant  ensuite,  par  "rapport  à x,  il  vient 

* =/leudxfe~“Ndj)  -f -feuq>'x . dx  4-  4 J- 
Par  ex. , pour  sxjt=i  bpx  -f-  ajr,  on  trouve 
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♦ ^=(ï=^+^,a?'  •=3K5+^+^- 

91 3.  Prenons  l'équ.  linéaire  du  a*  ordre 

*+a+n~r,  ~ag+s£L+T£-r* 

' fl,  S , 7*,  sont  donne's  en  x,  x,  p et  q.  Éliminant  r et 
t par  les  équ.  (fl),  qui  servent  de  définition  à ces  fonctions, 
on  a 


nyh 


Rdpdj  -f-  Tdqdx — ^dxd  j-  = s(fld  j-* — fldxd^'4-5r’^'r’)- 

Supposons  qu'on  connaisse  deux  fonctions  sr,  p,  qui  rendent 
nul  chaque  membre  respectif,  ou  qu’on  aita-  = a,  p—R,  avec 

fld^’  4"  Tdx'  = fldxd^, 

Rdpdj-  4*  TAqAx  = Vdxdj. 

Il  s’agit  de  prouver  qu’ici,  comme'au  n°go3,  7r=<pf  satisfera 
à la  proposée,  quelle  que  soit  la  fonction  <p,  x et  p contenant 
x,j,  2,-pelq.  Pour  le  démontrer,  ramenons  d’abord  ces  équ. 
% au  1"  ordre,  en  posant  d^  = fidx,  il  vient 

/?«• — flû-j-  T=o. . . (1), 

dj'csOdx,  Radp-\-Tdq=zyadx. . . (2). 

La  tf*  de  ces  équ.  donne  pour  Cl  deux  valeurs  en  x,j , s,p,q-t 
et  l'on  suppose  que  *■=«  et  p = /S  ont  été  déteftninés  de  ma- 
nière à satisfaire  aux  équ.  (2).  Formons  donc,  les  différentielles 
complètes  d*  = o,  dp  = 0,  sous  la  forme 

Adx  + Bj!r  + Cdz  4*  DA p 4*  Edq—O , adx  4* bdj  . . edq  = o . 
Mettons  pdx-f-qdj  pour  dz,  adx  pour  dj\  enfin,  pour  dq  sa 
valeur  tirée  de  (2),  nous  aurons  deux  sortes  de  termes  dans 
chaque  équ. , les  uns  facteurs  de  dx,  les  autres  de  dp  ; en  les 
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égalant  séparément  à zéro  (attendu  que  la  proposée. ...... 

Rr-^-Ss...z=  p',  ne  pouvant  déterminer  qu’une  des  quantités 
r,s,t,  en  fonction  des  autres,  et  de  x,  j-,  x,  p et  qf  dx  et  d p 
restent  indépendans) , il  vient 

A+aB  + (p  + qa)C+ÇZ?=o,  D=Zp,  . 

a + «*  + (/> +?“)«  + — = 0,  d=-^-. 

• • , JC 

Cesc'qu.  expriment  la  condition  que  xelf  satisfont  aux  con- 
ditions (a).  Cela  posé,  pour  reconnaître  si  en  effet  l’équation  • 
* = Pp  satisfait  à la  proposée,  pren^i^jK: différentielle  com- 
plète d*  = p'p.dp,  ou 

Adx  -f  Bdj-. . .Edq  =p  f.ljatyc  -\-bdy. . .edq); 

substituons-y  pour  A,  D , a,  d,  leurs  valeurs  tirées  des  quatre 
équ.  précédentes,  et pàx-{-qàjr  pour  dz^  enfin,  réunissant  les 
termes  qui  ont  pour  coefficiens  B , C , E , t , c , e,  nous  voyons 
qu’ils  ont  pour  facteur  l’une  ou  l’autre  dcS  quantités 

RCïdp~\-  Tdq^- p'adx , d y — odx, 

lesquelles  sont  nulles  en  vertu  des  équ.  (2) , et  cela  quelle  que  1 
soit  la  fonction  p ; donc  x=zpp  est  C intégrale  première  de  la 
proposée,  p désignant  une  fonction  àrbjtraire  de  x et  y. 

On  se  trouve  ainsi  conduit  à traiter  les  équ.  (2);  mais  il  faut 
remarquer  qu’outre  ces  deux  relations,  on  ait  dzz=pdx-\-qày, 
ce  qui  ne  fait  que  trois  équ.  entre  les  cinq  variables  *,  jr,  z,  p 
et  q.  11  pourrait  donc  se  faire  que  l’équ.  qu’on  obtiendrait  entra 
trois  de  ces  quantités,  par  l’élimination,  ne  remplit  pas  la 
condition  d’inlégjabiliié  (n°  897)  ; dans  ce  cas,  elle  ne  provien- 
drait pas  d’une  équ.  tftiique.  On  serait  alors  conduit  à uuc 
intégration  Inexécutable , sans  que  pour  cela  on  fût  ep  droit  de 
conclure  qu’elle  n’est  pas  possible,  et  que  l’équ.  différentielle 
proposée  ne  résulte  pas  d’une  seule  primitive. 

Concluons  de  là  que,  pour  intégrer  l’équ.  linéaire  du  2'  ordre 
/îr-f-5r-l-  7°(=  V,  011  posera  les  équ.  (1)  et  (a);  la  tre  fera 
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* * 

connaître  O,  dont  la  valeur,* substituée  dans  (a),  donnera  deux 
équ.  auxquelles  il  faudra  sa tisfaire  par  des  inte'grales  <raa, 
P = fi  : on  fera  «■  = ( p/> , et  il  restera  à intégrer  cette  équ.  du 
î"  ordre. 

Comme  l’équ.  (i)  est  du  a*  degré,  on  en  tire  deux  valeurs 
de  Q ; oo  préférera  celle  qui  se  prêtera  mieux  aux  calculs  ulté- 
rieurs. 

gi4-  Prenons,  par  exemple,  q'r — ipqs -f- p’t  ~ o‘;  R=q', 
S = — a pq,  Tx=p%,  Vx=o,  donnent,  pour  l’équation  (i), 
-f-  spqn  -+•  />“==  o ; d’où  qQ  -f-  p = o ; et  chassant  Q des 
équ.  (a), 

pdx  -f*  qdjr  = o , qdp  = pdq. 


Celle-ci  donne  p=z@q  ; l’autre  revient  à dz  = o , z = * ; et, 
Æ = tp*  , ou  p = ypz,  reste  à intégrer  de  nouveau. 

Appliquons  la  méthode  du  n°  903,  qui  donne 

d Z = 0,  djr  = — dx.fx-,  d’oùz  = «,  jr^xtp»  — 


posant  jS  = y]/»,  il  vient  enfin  pour  l’intégrale  cherchée,  ç>  et 
étant  les  deluc  fonctions  arbitrai  res,  xçz  = ÿz. 

L’équation  rx‘- f-ixps  =:  o,  où  R—x1,  S—axj'..., 

donnent  tlx  = j-,  et  les  équations  (2)  deviennent ydxxszxdj, 
•xdp  -j-J'dq  = o.  La  1”  donne  y =:  *X;  chassant  y de  ta  2% 
elle  devient  dp  -f*  «dÿ  = o ; d’où  p + *q  — £ ; enfin , Bxxpa 


donne  pour  l’intégrale  première  , px  ~f-  q-y  — xp 


Les  équ.  (2)  du  n°  go3  sont  ici  dz  = dx . <p,  xdy  = ydx-,  on 
tire  de  cette  dernière  y=za.x\  chassant j-  de  l’autre,dz=d.r.^«, 


ixzxp* enfin,  (3=r{/«,  donne  z =xp(^^ 


Dans  l’exemple  suivant  on  a fait  p ~f—q=,  m, 

• r(i  +qm)+%s(q—  p)  m — t(i  + pm). 

L’équation  (1)  est  .* 

( 1 -f-  qm)Cl* — Ç q — p)mQ  = 1 -{-  pm  ; 
d’où  n=i.  Quant  à l’autre  racine  de  H,  comme  elfe  con- 
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duirait  à une  intégrale  première,  contenant  p -f-  q sous  le  signe 

(p,  et  hors  ce  signe , elle  ne  peut  être  employée.  Les  équ.  (2) 

sont 

Aj  = Ax,  ( L*f.  qm)Ap  =(1  -f-  pm)àq.  ' 

On  a x — y=a;  pour  intégrer  la  a*  faisons  p — q = n,  et 
p -f-  q = m ; on  en  tire  les  valeurs  de  p,  q,  Ap-t  d q,  et  l’on  a 
cette  équation  séparable  mndm  = (a  + m’)dn,  qui  donne. . . 
zi  = /î  |/(a  -f-  m’)  ; ainsi,  & devient 

n = V/ 2 +& . p' (x  —y) , p—q  + \/i+{p4qY- 

Pour  intégrer  de  nouveau  cette  équ,,  mettons  pour  p et  <7  leurs 

valeurs  en  m et  ndans  At=pAx-\-qAjr  ; il  vient 

adz=  (m  -j-  7i)dx  -f-  {m  — n)df 
■ =77i(dx  + dj-)  + (dx—  Ajr)  1/(3  + m')ç'Çx—y). 
Intégrons,  en  supposant  m constant,  parla  méthode  du  n°  906, 
et  nous  trouvons  qne  l’intégrale  cherchée  est  représentée  parle 
système  des  deux  équations 

a z + tm=m(x+jr)  -f-  v/(a-f  m‘)p(x  — 

m 

ïm=(x+J)+——)  p(x-jr). 

gtS.  La  complication  (le  ces  calculs  empêche  très  souvent 
qu’ils  ne  réussissent;  mais  dans  le  cas  où  les  coefüciens  R,  S et  '1  ’ 
sont  constans,et  /^fonction  de  x et  jr,  l’équ.  (1)  donne  pour  O 
deux  valeurs  numériques,  telles  que  m et  71  : et  les  relations  (2), 
auxquelles  y =a  et  p=  @ doivent  satisfaire,  s’intégrent  et  don- 
nent , pour  la  racine  m, 

a et  Rmp  -f-  Tqz=.mfYAx  : 

On  devra  substituer  dans  V,  pourj-,  sa  valeur  ttjx  -f-  a.  ; puis 
fPAx  ne  dépendra  plus  que  des  quadratures.  L’intégration 
faite , on  ajoutera  une  constante  /3,  étl’on  remettra  pour  a.  sa 
valeur^  — mx.  On  aura  donc  les  équ.  cherchées  ar=ct,  p — @, 
en  sorte  que  f =zq>'*—<p'{y — mA  deviendra 

Rmp  -f-  Tq  =m/J  Ax-\-  y {y  — mx). 
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On  raisonnera  de  même  pour  la  2°  racine  n de  fi  , ou  plutôt 
on  changera  ici  m en  n : niais  il  suffit  de  traiter  l’un  de  ces  deux 
cas  , parce  que  l’autre  conduit  au  même  résultat.  On  choisit 
celui  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul. 

11  s’agit  maintenant  d’intégrer  de  nouveau  : pour  cela,  repre- 
nons notre  1"  intégrale,  et  lirons-en  la  valeur  de p pour  la 
mettre  dans  d zz=pdx  qdy  : remarquant  que  par  la  nature 

des  deux  racines  met  n de  fi,  on  a Rmn  = 7’,  on  trouve 


* 

Rdz  — dxfFdx  — dx$'(y  — mx)  = Rq(dy  — nd.r)  ; 
en  comprenant  dans  çf  le  diviseur  constant  m.  Or , pour  in- 
tégrer cette  équ.  ( n°  903),  on  égalera  à zéro  chaque  membre 
séparément  ; d’où 

yzxnx  + c,  Rz — fdxfFdx — fdx.<ÿ(y — mx)  — b. 


Il  convient,  avant  tout,  de  faire  quelques  remarques  : 
t°.  On  devra  mettre  nx  +c  pourj-  dans  la  2'  équ. , et  in- 
tégrer par  rapport  à x ; ptiis  on  remettra^  — nx  pour  c dans  le 
résultat. 

20.  bes  deux  intégrales  fdxfFdx  nécessitent  une  distinction 
importante,  puisqu’on  a d’abord  mis  mx  -f-  a pour  y dans  F, 
et y—~mx  pour  a dans  le  résultat;  tandis  qu’on  doit  faire 
yz=nx  +c  da.nsàxfFdx,  et  restituer^ — nx  pour  c.  . 

• 3°.  fdx.ç'iy  — mx)  devient  fdx.  p’[  x {n  — m ) -f.  c ] , ou 


ou  plutôt  <p[(n  — m)x-\-c],  en  comprenant  la  cons- 


tante n — m dans  çr,  ainsi,  l’on  a <p(jr — mx). 

4°.  Enfin,  la  constante  ôest  une  fonction  quelconque  ^de  c, 
ou  i=4 [y — nxj.  Donc 

Rz  — fdxfFdx  + <p(y — mx)  + — nx)- 

Par  ex.,  pour  r — s — 2 t — ky~\  on  a 
fi*-f-C=2,  d’où  m = 1,  n = — 2.et y=x-j~  «, y=a  — zx. 
Donc 


fFdx~  JT  ~~  =Â1(*  + « 1=  %- 


fdxfFdx  = fkdx\y  = fkdx . 1 (a'-*-  zx). 
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Cette  intégrale  s’obtient  aisérhent  ( n°  817,  «mi  80g,  Vielle 
devient  — kx  — kj. \\/y,  en  remettant  ax  4- j-çpour  «'Ainsi , 


z + k{x  +jr\ i/f)  se  ç(jr  — x)  +4  (y  4-  ax). 

(1*2  (J’» 

Pour  r = bl  ou  —b'  j-^,  qui  est  llé.qu.  des  cordes 

vibrantes  (voj\  ma  Mécanique,  n°  3io) , on  a R=t,  T— — b% , 
S — o — y,  d’où  n'  — b',  m ~ bz=  — n , j-=sbx+m,  ou 
— b x-,  enfin  fdxfV dxs=o.  Donc 


2 — f(j—  bx)  + 4 (jr-f  bx). 

Nous  renvoyons , pour  de  plus  amples  détails  sur  cette  ma- 
tière, au  Calcul  intégral  de  M.  Lacroix.  , 


gi6.  On  intègre  quèlquefois  en  suivant  le  procédé  dun°go7, 
qui  consiste  à partager  la  proposée  en  deux  équ.  à l’aide  d’une 
indéterminée  9.  Par  ex.,  l’équ.  rl  = s ’,  des  surfaces  dévelop- 

T*  S 

pables  (n°  806) , donne  — = i = - , d’où  r=r9,  t—18, 

rdx4*'f47'==^(^;r  + <47')*  ou  dp  = 6dq  (B,  n°  90g). 

Celte  équ.  n’est  intégrable  qu’autant  que  8 est  fonction  de  q ; 
donc  p=fq  est  l’intégrale  tr*.  L’équ.  dz=pdx-^qdjr  devient 
àz=xdx .$q+qdjr  : supposant  q constant,  par  la  méthode 
du  n”  906,'  il  rient 

z=xçq+  qjr+-}q,  X9'q+jr-\-Vqz=0.  ■ 


Toutes  les  surfaces  développables  sont  comprises  dans  lesystcme 
de  ces  deux  équ. , et  pour  l’une  d’elles  qu’on  déterminerait  en 
particulier,  il  faudrait  trouver  les  fonctions  p et  4*  puis  éli- 
miner q entre  les  deux  équ.  résultantes. 


Intégration  des  Équations  différentielles  partielles 
par  les  séries. 

♦ 

917.  Prenons  le  2e  ordre  pour  ex.  des  intégrales  approchées. 
Soit  donnée  umyiqu.  entre  r,  s ,/...  x;  choisissons  l’une  des  va- 
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viables,  telle  quex,  et  posons  la  formule  de  Madaurin  (n°  746) 

*=/+  *r + k*r- + }*\r+  • • • 

f,  f f". . . . désignent  ici  des  fonctions  cherchées  de  y,  qui 
sont  ce  que  deviennent  l’intégrale  z=f  (x , y)  et  ses  dérivées 
relatives  à x,  lorsqu’on  fait  x = o {*).  Qu’on  tire  de  la  pro- 
posée r=F(r,r,  t,p,  q,  x,  y),  il  est  clair  que  si  l’on  change 

r r c d/>  d f , 

x en  zéro , z en/,  p en  J’,  enfin  s ou  ~ en  , il  n entrera 

dans  la  valeur  de  r que  f f\  et  leurs  dérivées  par  rapport  A y , 

J f Jj  / 

puisque  q devient  -jy- , et  / = ■^yi  : ainsi , r deviendra  f".  De 

même  la  dérivée  dé  r,  relative  à x , donnera  f,  à l’aide  des 
mêmes  fonctions  f et  f',  qui  demeurent  quelconques  : et 
ainsi,  pour  f ”,  f1. . . . en  sorte  que  la  série  contiendra  deux 
fonctions  arbitraires  de  y. 

Pour  le  3'  ordre,  le  même  raisonnement  prouve  que  la  série 
ci-dessus  est  l’intégrale  et  contient  les  trois  fonctions  quelcon- 
ques^ fif’  Eu  général,  toute  èqii.dijfèr.  partielle  d’ordre  n 
a une  intégrale  qui  contient  n fonctions  arbitraires. 

918.  Lagrange  a encore  proposé  d’approcher  des  intégrales 
par  la  méthode  des  coefliciens  indéterminés.  On  pose 
z— p -J-x4+^*a:  + x'«.  • • . 

En  prenant  les  différentielles  convenables,  substituant  dans  la 
proposée  , et  égalant  entre  eux  les  termes  où  x entre  au  même 
degré,  on  a diverses  équ.  qui  servent  à trouver  celles  des  fonc- 
tions de  y qui  ne  doivent  pas  rester  arbitraires. 

Par  ex. , pour^=y , ou  trouve 

d*z  f.  # 

^ = ?==?'  4 xj'-f  xy,..; 


(*)  Si  la  fonctionyix,/)  devait  être  da  nature  à donner  l'infini  pour  quelque 
valeur  d il  faudrait,  comme  on  l’a  fait  n°87i,  changer  x en  x—  a ; 

dans  la  proposée,  a étant  une  constante  qu’on  prend  & volonté,  de  manière 
A ne  plus  rencontrer  de  dérivées  infinies  dans  les  calculs  qu'ou  va  exposer. 
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substituant  dans  r=-q  et  comparant,  on  trouve 

_ . i».  d7 z d’z  d’z 

De  meme  pour  1 équ.  _ -J-  _ o,  on  trouve 

iV d’<p  d’p  \ x3  /d*4  d*4\ 

*=*  + *4- + a?);" 

« Des  Fonctions  arbitraires . 


gig.  On  dira  pour  les  fonctions  arbitraires  q>,  4 des 

équ.  difler.  partielles , ce  qu’on  a dit  ( n°  83g)  pour  les  cons- 
tantes introduites  dans  les  intégrations  ordinaires.  Tant  qu’on 
ne  veut  qu’intégrer,  c.-à-d.  composer  une  expression  qui  , 
soumise  aux  règles  du  Calcul  différentiel , satisfasse  à la  pro- 
posée, ces  fonctions  <p, 4.....  sont  en  effet  quelconques.' 
Mais  si  les  résultats  doivent  être  appliqués  à dès  questions  de 
Géométrie  , de  Mécanique,  etc. , ces  fonctions  peuvent  cesser 
d’être  arbitraires.  Quelques  exemples  suffiront  pour  l’intelli- 
gence de  cet  exposé. 

On  a vu  (nos66o,  ^45)  que  l’équ.  des  surfaces  cylindriques  est 
y — bz  — <t>(x  — az),  ou  ap-\~bqz=zi. 

La  r*  est  l’intégrale  de  la  a',  la  forme  de  la  fonction  © 
dépendant  de  la  courbe  directrice.  Or,  si  la  base  du  cylindre 
sur  le  plan  xy  est  donnée  par  son  équ.  y=fx , il  faudra  que 
ç soit  telle,  que  cette  base  soit  comprise  parmi  les  points  de 
l’espace  que  désigne  l’équ.  y—bzz=.  <p(x — <«2).  Si  donc  on  y 
fait  2 = 0 , les  équ.  y==çx,yz= fx  seront  identiques.  Donc  les 
fonctions  p et  f ont  même  forme,  c.à-d.  que  si  l’on  change  dans 
y=fx ,y  en  y — bz,  et  x en  x — az,  l’équ.  qu’on  obtiendra 
sera  celle  du  cylindre  particulier  dont  il  s’agit  (n°  788, 1). 

Généralement,  soient  M=  o,  N=o  les  équ.  de  la  direc- 
trice : on  fera  x — az=zu,  et  éliminant  entre  ces  trois  équ. , 
on  en  tirera  les  valeurs  de  x,  y et  *,  et  par  suite  celle  de 
y — bz  ou  çu,  en  fonction  de  u,  c.-à-d.  qu’on  aura  la  manière 
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dont  ?u  est  composé  en  u.  Il  ne  restera  plu»  qu’à  mettre  x az 

pour  u,  dans  y — bz  = <pu,  pour  avoir  l’équ.  de  la  surface 
cylindrique  particulière  dont  il  s’agit. 

Pareillement  les  surfaces  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z 
ont  pour  équ.  py  = qx,  dont  l’intégrale  est  x*  -f-  y*  = çx 
(n05  662,745);  la  fonction  ? demeure  indéterminée  tant  que 
la  génératrice  de  la  surface  reste  quelconque  : mais  si  cette 
courbe  est  donnée  par  ses  équ.  M=  o,  N=  o,  dans  toutes 
ses  situations  elle  sera  sur  la  surface  ; les  x , y et  z seront  les 
mêmes.  Posons  z=u , éliminons  x,jr  et  z entre  ces  trois  équ., 
puis  substituons  leurs  valeurs  dans  x*+y>=<fUj  nous  saurons 
comment  la  fonction  ? est  composée  en  u-,  remettant  donc  z 
pour-  u,  et  x*-\-y*  pour  Qu , nous  aurons  particularisé?,  de 
maniéré  que  l’équ.  appartiendra  exclusivement  à la  surface 
proposée. 

Et  si  le  corps  est  engendré  par  la  révolution  d’une  surface 
mobile,  qui  serait  invariablement  liée  à l’axe  des  z,  et  dont 
ou  aurait  l’e'qu.  M~  o,  en  la  considérant  dans  l’uue  de  ses 
positions  , dilférentiant,  on  trouvera  les  expressions  de  p et  q 
en  x,  y ctz;  substituées  dans  py  — qx=zo,  on  aura  l’équ. 
N=o  de  la  courbe  de  contact  du  corps  générateur  avec  la 
surface  engendrée  , puisque  les  plans  tangens  sont  communs  à 
l’une  et  à l’autre.  On  a ainsi  les  équ.  d’une  courbe  qu’on 
peut  regarder  comme  génératrice,  et  l’on  retombe  sur  le  cas 
précédent. 

Le  conoïde  a pour  équ.  px+qy=  o,  dont  l’intégrale  est 
y—x.çz  (p.  425,  548).  Faisons  z=u,et  tirons*,^  et  zen  u, 
à 1 aide  des  équ.  M=o , N=o  de  la  courbe  directrice;  enfin, 
mettons  pour  x et  y leurs  valeurs  dans  y=x.<pu , et  nous  sau^ 
rons  comment  Qu  est  composé  en  u.  Enfin , remplaçant  u par  z , 
nous  aurons  ? z,  et  l’équ.  particulière  y = x.Qz  du  conoïde 
proposé. 

Quand  la  directrice  est  un  cercle  tracé  dans  un  plan  parallèle 
aux^z,  dont  les  équ.  sont  x = a ,y*+z’=b',  on  trouve 
ay'+z'x*  = b‘x*. 

L’équ.  des  cônes  est  *-e&p(x-a)  +'q{y-  b),  dont 

l'  11  36 
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l’intégrale  est  ^ ~~  b = 9 (nM66i,  Pour  que  !â 

base  soit  un  cercle  tracé  sur  le  plan  xy  et  le  centre  à l’origine,  on  a 
x = o,  x’  + ^-’  = r%  et  x — u = i/(z — c), 
d’où  z=o,  x — a—cu , y = l/[r’  — (a  — eu)’]. 

Substituant  dans  j- — £ = (* — c)pu,  pour  x,  ^ et  s ces  râ- 
leurs, on  a cipu  = ù — \/[r* — (û  — eu)’].  Enfin,  remettant 
pour  u et  çu  leurs  valeurs,  on  a pour  l’équ.  du  cône,  comme 
page  3oo, 

(cy  — ht)1  -f-  (a*  — ex)*  = r*(z  — c)’. . 

920.  Ces  ex.  suffisent  pour  montrer  comment  on  doit  déter- 
miner les  fonctions  arbitraires,  lorsqu’on  veut  applique/les 
calculs  généraux  aux  cas  particuliers.  Soit  en  général  K = ç(L) 
une  intégrale  contenant  une  fonction  arbitraire  ç,  K et  L étant 
des  fonctions  données  de  x,yet  z : la  condition  prescrite  établit  , 
quel’éq.  devient  F(x,y,  z)=o,  forsqu’on  supposera:, y,  z)  = o. 
Cette  condition  revient,  en  Géométrie,  à demander  que  la  sur- 
face cherchée  dont  l’équ.  éSt  K = <pL,  passe  par  la  courbe 
donnée  dont  les  éq.  son  t F=o,f=o.  Pour  satisfaire  à cette  con- 
dition, on  fera  L—u)  et  l’on  tirera  x,  y et  zen  u de  ces  trois  éq.  : 
puis,  substituant  ces  valeurs  dans  K,  on  aura  pour  résultat  une 
fonction  AT,,  qui  sera  = <fu  exprimé  en  u,  ce  qui  déterminera 
la  composition  de  la  fonction  <p.  Enfin,  on  remettra  L pour  v , 
dans  K = Kx , et  l’on  aura  l’intégrale  cherchée. 

S’il  y avait  deux  fonctions  arbitraires  à déterminer,  il  fau- 
drait donner  deux  conditions.  Un  calcul  semblable  au  précé- 
dent ferait  connaître  ces  fonctions. 

gu.  Mais  si  la  nature  de  la  question,  et  cela  a lieu  dans 
un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique  et  de  Géométrie 
transcendante,  ne  permet  pas  de  déterminer  les  fonctions  arbi- 
traires, elles  restent  quelconques,  et  les  propriétés  qu’on  dé- 
couvre, sans  particulariser  ces  fonctions,  ont  lieu  en  général. 
Pour  tirer  nos  explications  de  la  Géométrie,  s’il  entre  un  terme 
de  la  forme  q>x,  et  qu’on  décrive  sur  le  plan  xy  la  ligne  qui  » 
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pour  équ.j'  = px,  toutes  ses  ordonnées  y seront  les  valeurs  de 
la  fonction  p,  en  sorte  que  cette  courbe  soit  non-seulement 
quelconque,  mais  même  puisse  être  tracée  à la  main  par  un 
mouvement  libre  et  irrégulier  ; la  courbe  peut  même  être 
Discontinue,  c.-à-d.  formée  de  branches  différentes  placées 
bout  à bout,  ou  Discontiguë , c.-à-d.  formée  de  parties  isolées 
et  séparées  les  unes  des  autres.  C’est  Euler  qui  a mis  ces  prin- 
cipes hors  de  doute , même  contre  l’avis  de  d’Alcinbert , qu’on 
peut  regarder  comme  l’inventeur  du  calcul  aux  différences  par- 
tielles ; calcul  dont  les  ressources  sont  immenses,  les  applica- 
tions d’une  utilité  sans  bornes  f et  qui , comme  on  voit,  est  le 
moyen  dont  on  se  sert  pour  soumettre  les  fonctions  irrégulières 
à l’analyse  mathématique. 

VI.  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

92a.  Les  problèmes  des  Isopérimètres avaien  t déj à é té  résolus 
par  divers  géomètres  avant  la  découverte  du  Calcul  des  varia- 
tions; mais  les  procédés  dont  on  se  servait  ne  formaient  pas 
un  corps  de  doctrine,  et  chacun  de  ces  problèmes  n’était  ré- 
solu que  par  une  méthode  qui  lui  était  particulière,  et  par  des 
artifices  d’analyse  souvent  très  détournés.  Il  appartenait  au 
célèbre  Lagrange  de  ramener  toutes  les  Solutions  à une  méthode 
uniforme.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Étant  donnée  une  fonction  Z = F(x,  y , y', y"...),  en  dési- 
gnant par  y , y'...  les  dérivées  de  y considéré  comme  fonc- 
tion de  x,  y = px,  on  peutse  proposer  de  faire  jouir  Z de  di- 
verses proprie'  tés  ( tel  le  que  d’être  un  maximum,  ou  toute  a u tre), 
soit  en  assignant  aux  variables  x , y,  des  valeurs  numériques , 
soit  en  établissant  des  relations  entre  ces  variables,  et  les  liant 
par  des  équations . Quand  l’équ'.  px  est  donnée,  ou  en  dé- 
duit y , y’,  y’...  en  fonction  de  x , et  substituant,  Z devient 
—ft.  On  peut  assigner,  par  les  règles  connues  du  Calcul  diffé- 
rentiel, quelles  sont  les  valeurs  de  x qui  rendent  fx  un  maxi~ 
mum  ou  lin  minimum.  On  détermine  ainsi  quels  sont  les  points 
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d’une  courbe  donuée,  pour  lesquels  la  fonction  proposée  Z est 
plus  grande  ou  moindre  que  pour  tout  autre  point  de  la  même 
courbe  voisin  du  premier.  • ,l  ■ 

Mais  si  l’équ. = ?x  n’est  point  donnée,  alors,  prenant  suc- 
cessivement pour  ipx  différentes  formes,  la  fonction  Z—fx 
prendra  elle-inème  différentes  expressions  en  x ; on  peut  se 
proposer  d’assigner  à tpx  une  forme  propre  à rendre  Z plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  forme  de  tpx,  pour 
la  meme  valeur  numérique  de  x , quelle  qu'elle  soit  d’ailleurs. 
Cette  dernière  espèce  de  problème  appartient  au  calcul  des  Va- 
riations. Il  s’en  faut  de  beaucoup  qu’il  se  borne  à la  théorie  des 
maxima  et  minima ; mais  nous  nous  contenterons  de  traiter 
cette  matière,  parce  qu’elle  suffit  pour  l'intelligence  complète 
des  règles  de  ce  calcul.  N’oublions  pas  toutefois  que,  dans  ce 
qui  va  être  dit,  les  variables  x et  y ne  sont  pas  indépendantes , 
mais  seulement  que  l’équ.  y^zzipx,  qui  les  lie  entre  elles,  est 
inconnue,  et  qu’on  ne  la  suppose  donnée  que  pour  faciliter  la 
résolution  du  problème,  x doit  être  regardée  comme  une  quan- 
tité quelconque  qui  reste  la  même  pour  les  différentes  formes 
y = <px;  les  formes  de  <p,  <p',  p". . . sont  doue  variables,  tandis 
que  x est  constant. 

ga3.  Dans  Z = F(x,  y,  /,  jr\.  ••)  mettons  y + k pour 

y.  y _p.  l'  pour  y , k étant  une  fonction  arbitraire  de  x, 

et  k',  ka. . . ses  dérivées.  Or,  Z deviendra 

z,=F(x,y+k,  y+v,  y+k\..). 

Le  théorème  de  Taylor  (n°  743)  a lieu,  que  les  quantités 
x,y,  i,  k soient  indépendantes  ou  dépendantes;  ainsi  l'on  a 

* (*•  af +*'  57 +etc-)+ etc- • 

de  sorte  qu’on  peut  regarder  x,y, y, y".  • • comme  autant  de 
variables  indépendantes,  eu  tant  qu’il  ne  s’agit  que  de  trouver 
ce  développement. 

Cela  posé,  la  nature  de  la  question  exige  que  l’équ.  jr  = V>x 
ait  été  déterminée  de  manière  que , pour  la  même  valeur  de  x , 
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on  ait  toujours  Z,~>  Z,  ou  Z,<^Z  : en  raisonnant  comme 
dans  la  théorie  des  maxima  et  minima  ordinaires  (n°  757), 
on  voit  qu’il  faut  que  les  termes  du  i,r  ordre  soient  nuis,  et 
qu’on  ait 

, d Z , ,,  d Z d Z 

’d?4"  37  jy*  + e‘c.  = o. 


Puisque  k est  arbitraire  pour  chaque  valeur  de  x,  et  qu’il  n’est 
pas  nécessaire  que  sa  valeur,  ou  sa  forme,  restent  les  mêmes,  • 
quand  x varie  ou  est  constant,  k\  k" . . . sont  aussi  arbitraires 
que  k.  Car,  pour  une  valeur  quelconque  x = X,  on  peut  sup- 
poser k—a-\-b(x—X)  + ~ c(x — Xj’  + etc. , X , a,  b , c 
étant  prises  à volonté;  et  comme  celte  équ.  et  ses  différentielles 
doivent  avoir  lieu,  quel  que  soitx,  elles  devront  subsister  lors  - 

que  x = X,  ce  qui  donne  k=a,  k'=br,  k"  = c Donc, 

notre  équ.  Z,  ■=  Z -i- . , . ne  peut  être  satisfaite,  vu  l’indépen- 
dance de  a,  b,  c. . . , à moins  que  chaque  terme  ne  soit  nul, 
Ainsi,  elle  se  partage  en  autant  d’autres  qu’elle  renferme  de 
termes,  et  l’on  a 


d Z d Z d Z d Z 

d^“0’  d y~°*  <iy  ~° dy>~ °> 

(ri)  étant  l’ordre  le  plus  élevé  de  y dans  Z.  Ces  diverses  équ. 
devront  s’accorder  toutes  entre  elles,  et  subsister  en  même 
temps,  quel  que  soitx.  Si  cet  accord  a lieu,  il  y aura  maximum 
ou  minimum,  et  la  relation  qui  en  résultera  entrej"etx  sera 
l’équ.  cherchée,  y — q>x,  qui  aura  la  propriété  de  rendre  Z 
plus  grand  ou  plus  petit  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  rela- 
tion entre  x et  y.  On  distinguera  le  maximun  du  minimum, 
suivant  les  théories  ordinaires,  d’après  les  signes  des  termes 
du  2' .ordre  de  Z,.  (Voyez  page  3qa. ) 

Mais  si  toutes,  ces  équ.  donnent  des  relations  différentes  entre 
’x'et y1,'  le  problème  sera  impossible  dans  l’étal  de  généralité 
qu’on  lui  a donné  ; et  s’il  arrive  que  quelques-unes  seulement 
de  ces  équ.  s’accordent  entre  elles , alors  la  fonction  Z aura  des 
maxima  et  minima,  relatifs  à quclques-unes*des  quantités 
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J -,  y , y ... , sans  en  avoir  d’absolus  et  de  communs  à toutes 
ces  quantités.  Les  équ.  qui  s’accordent  entre  elles  donneront 
les  relations  qui  établissent  les  maxima  et  minima  relatifs.  Et 
si  l’on  ne  veut  rendre  X un  maximum  ou  un  minimum  que  par 
rapport  à l’une  des  quantités^,  ÿ , y ...  comme  alors  il  nefau- 
dra  satisfaire  qu’à  une  e'qu.,  le  problèmesera  toujours  possible. 

924.  11  suit  des  considérations  précédentes,  que, 
t°.  Les  quantités  x et  y sont  dépendantes  l’une  de  l’autre,  et 
que  néanmoins  on  doit  les  faire  varier  comme  si  elles  étaient 
indépendantes,  puisque  ce  n’est  qu’un  procédé  de  calcul  pour 
parvenir  au  résultat. 

2°.  Ces  variations  ne  sont  pas  infiniment  petites;  et  si  Ton 
emploie  de  Calcul  différentiel  pour  les  obtenir,  ce  n’est  que 
comme  un  moyen  expéditif  d’avoir  le  second  terme  du  déve- 
loppement, le  seul  qui  soit  ici  nécessaire. 

Appliquons  ces  notions  générales  à des  exemples. 

I.  Prenons  sur  l’axe  des.r  d’une  courbe  deux  abscisses  rn  et  n, 
et  menons  des  parallèles  indéfinies  à l’axe  des  jr.  Soit  y — çx 
l’équ.  de  cette  courbe  : si  par  un  point  quelconque  on  mène  une 
tangente , elle  coupera  nos  parallèles  en  des  points  qui  ont 
( n°  762)  pour  ordonnées  l=jr-\-ÿ  (m — x)  et  h—y-\-jr\n — x). 
Si  la  forme  de  ç est  donnée , tout  est  ici  connu  ; mais  si  elle  ne 
l’est  point,  on  peut  demander  quelle  est  la  courbe  qui  jouit  de 
la  propriété  d’avoir,  pour  chaque  point  de  tangence,  le  produit 
de  ces  deux  ordonnées  plus  petit  que  pour  toute  autre  courbe. 
On  a ici  Z — lX  h,  ou 

Z=[j-  + (rn—  x)/]  *)  ÿ\ 

D’après  l’énoncé  du  problème,  les  courbes  qui  passent  par 
un  même  point  (x,  y),  ont  des  tangentes  de  directions  diverses; 
et  celle  qu’on  cherche  doit  avoir  une  tangente  telle,  que  la  con- 
dition Z— maximum  soit  remplie.  O11  doitdonc  regardera:  etj- 
comme  constans  dans  dZ  = o ; d’où 

d Z xy  ix—  m — n 1 1 

d J-'  ’ ty  (x — m)  {x — n)  x — m ( x — n)  ’ 

puis  intégrant,  jr’  ==  C (r  — m)  ( x—n ). 


r 
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La  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  , selon  que  C est 
négatif  ou  positif,  les  sommets  sont  donnes  par  x=zm  ç t = n : 
dans  le  t*rcas,  le  produit/./»,  ou  Z,  est  un  maximum , parce 
que  y"  a le  signe — ; dans  le  a',  Z est  un  minimum,  ou  plutôt 
un  maximum  négatif  : ce  produit  est  d'ailleurs  constant. . . 
/A  = — 'iC(m  — n)*,  carré  du  demi-second  axe  ; c’est  ce  qu’on 
trouve  en  substituant  dans  Z pour  y'  et  y leurs  valeurs. 

II.  Quelleest  la  courbe  pour  laquelle,  en  chacun  de  scs  points, 
le  carre  de  la  sous-normalc  auginente'e  de  l’abscisse,  est  un 
minimum  ? On  a Z = {yy  - f-x)*,  d’ou  l’on  tire  deux  équ. , 
qui  s’accordent  en  faisant.79'/-|-x  = o,  et  par  suite  xa-f-J"*=r’. 
Donc  tous  les  cercles  décrits  de  l’origine  comme  centre,  satis- 
font seuls  à la  question. 

925.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  n’est  pas  d’une 
grande  étendue;  mais  elle  sert  de  développement  préliminaire , 
utile  pour  l’intelligence  du  problème  beaucoup  plus  intéressant 
qui  nous  reste  à résoudre.  Il  s’agit  d’appliquer  tous  les  raison- 
nemens  précédens  à une  fonction  de  la  forme  fZ  : le  signe  f 
indique  que  la  fonction  Z est  différentielle,  et  qu’après  l’avoir 
intégrée  entre  les  limites  désignées,  on  veut  la  faire  jouir  des 
propriétés  précédentes.  La  diilicùlté  qui  se  rencontre  ici  vient 
donc  de  ce  qu’il  faut  résoudre  le  problème  sans  faire  l’inté- 
gration ; car  on  voit  assez  qu’il  est  eu  général  impossible  de 
l’exécuter. 

Lorsqu’un  corps  se  meut,  on  peut  comparer  entre  eux , soit 
les  divers  points  du  corps  dans  l’une  de  ses  positions,  soit  le  lieu 
qu’occupe  successivement  un  point  désigné  .dans  les  instans 
suivans.  Dans  le  i*r  cas,  le  corps  est  considéré  comme  fixe,  et 
le  signe  d se  rapportera  aux  changemeus  des  coordonnées  de  sa 
surface;  dans  le  2e,  on  doit  exprimer,  par  un  signe  nouveau,  des 
variations  tout-à-fait  indépendantes  des,  1”*,  et  nous  nous 
servirons  de  t . Quand  nous  considérous  une  courbe  immobile, 
ou  meme  variable,  mais  prise  dans  l’uue  de  ses  posi  lions,  dx,  d \y. .. 
annoncent  uuc  comparaison  entre  ses  coordonnées  ; mais,  pour 
avoir  égard  aux  divers  lieux  qu’occupe  un  même  point  d’une 


m 


V 


\ 


3*jS  CAI.COL  DES  VARIATIONS, 

courbe,  variable  de  forme  selon  une  loi  quelconque,  nous  écri- 
rons Sx,  Sy qui  désignent  les  accroissemens  considérés 

sous  ce  point  de  vue , et  son  t des  fonctions  de  * , y . . . . Pareil- 
lement dx  devenant  d(x-h£r),  croîtra  de  d<fcr;  dax  croîtra  de 
d’^r,  etc.  j 

Observons  que  les  variations  indiquées  par  le  signe  S sont 
finies , et  tout-à-fait  indépendantes  de  celles  que  désigne  la 
caractéristique  d : les  opérations  auxquelles  ces  signes  se  rap- 
portent étant  pareillement  indépendantes , Tordre  dans  lequel 
on  les  exécutera  doit  être  indifférent  pour  le  résultat.  De  sorte 
que  /.dx  et  d.dïc  sont  deux  choses  identiques,  aussi  bien  que 
d’.Sx  et  ^.dax. . .,  et  que  fSU  et  SJ  IJ. 

Il  s’agit  maintenant  d’établir  des  relations  entrex,^,  z..., 
de  manière  que  fZ  soit  un  maximum  ou  un  minimum  entre 
des  limites  désignées.  Afin  de  rendre  les  calculs  plus  symétri- 
ques, nous  ne  supposerons  aucune  différentielle  constante:  d’ail- 
leurs nous  n’introduirons  ici  que  trois  variables,  parce  qu’il  sera 
aisé  de  généraliser  les  résultats,  et  que  cela  suffit  pour  entendre 
la  théorie.  Pour  abréger,  remplaçons  dx,  dax. . ,ày,  d^\..,etc., 
par  x/f  x„.  etc.,  de  sorte  que 

Z — F(.x)  x,t  x,---  i J>J ,1  J *„•••)• 
x,  y et  z recevant  les  accroissemens  arbitraires  et  finis 
Sx,  Sy,  Sz,  dx  ou  x,  devient  d(x-fJ'x)=  dx  + ^dxou 
x, -+-  Sx t j de  même  x„  croît  de  Sxu,  et  ainsi  des  autres;  de 
sorte  qu’en  développant  Z, , par  le  théorème  de  Taylor,  et  in- 
tégrant, /Z  devient 


La  condition  du  maximum  et  du  minimum  exige  que  l’inté- 
grale des  termes  du  i"  ordre  soit  nulle  entre  les  limites  dési- 
gnées , quels  que  soient  Sx,  Sy  et  Sz,  ainsi  qu’on  l’a  vu  précé- 
demment. Prenons  la  différentielle  de  la  fonction  connue  Z,  en 
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regardant  x,  xt,  x,...jr,  jr,,  comme  autantde  variables 

indépendantes  ; nous  aurons 

dZ=  mdx  -f  ndjr,-+-  pdxM. . . + Mtij  + Ndpr. . +fu\z  + ,dz/..., 

m,  n...,  M,  N...,  ft , étant  les  coefficiens  des  différences 
partielles  de  Z par  rapporté  x,  xr..,jr,  J,-..,  *,•••>  traités 

coinmeaulant  de  variables;  ce  sont  donc  des  fonctions  connues 
pour  chaque  valeur  proposée  de  Z.  En  pratiquant  cette  diffé- 
rentiation absolument  de  la  même  manière  par  le  signe  on  a 

fdx+p. M’X-f  q-td3x  + . . . 1 

•+/«  . Sz  -f-t.^ds-f-*’ . ^da2-f-;t.  WT**4-. . . J 

Or,  cette  quantité  connue , et  dont  le  nombre  des  termes  est 
limité,  est  précisément  celle  qui  est  sous  le  signe/, 'dans  les 
termes  du  t*r  ordre  de  notre  développement  : en  sorte  que  la 
condition  du  maximum  ou  du  minimum  demandée  , est  que 
J JZ= o,  entre  les  limites  désignées , quelles  que  soient  les  va- 
riations fx,  ïj , fz.  Observons  qu’ici , comme  précédeijjpnent, 
le  calcul  différentiel  n’est  employé  que  comme  un  moyen  facile 
d’obtenir  l’assemblage  des. termes  qu’il  faut  égaler  à zéro  ; de 
sorte  que  les  variation»  sont  encore  finies  et  quelconques. 

Nous  avons  dit  qu’on  pouvait  mettre  d.<^r  au  lieu  de  J'.dx; 
ainsi  la  ire  ligne  de  l’équ.  équivaut  à 

m.&x  ■+■  n.d<)ir+p.d,J'ï4'  ?.d3Jir  -f-etc.  ... 

m j n...  contiennent  des  différ.,  de  sorte  que  le  défaut  d’homo- 
généité n’est  ici  qu’apparent.  Il  s’agitmaintenant  d’intégrer;  or, 
la  suite  du  calcul  fera  voir  qu'il  est  nécessaire  de  dégager  du 
signe  f,  autant  que?  possible-,  les  termes  qui  contiennent  dS'. 
Pour  y parvenir,  on  emploie  la  formule  de  l’intégration  par 

parties  ( p.  44®) . 

,.  fn.dtx  = n.S'x  — fdn.ïx, 

fp. d’tx—p.dix — d p.i'x  + / d*/J . <^r , 

fq.  d3«fcr=  £ • d‘<fcc  — dq.dfx  -\-d‘‘q.Sx—fdlq  S'x,  etc. 
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Eu  réunissant  ces  résultats,  on  a cette  suite  dont  la  loi  est 
facile  à saisir, 


f[m  — dn  t\*p  — d*q  -f-  d*r  — ...  )f~x 
+(/i-d/>+d*ÿ-dV.-)^+(^-d^^-dsr...)dJ'x-f-(ÿ-dr...)d,/Sc... 

L’intégrale  de  ( A ),  ou  f.tZ  = o,  devient  donc 
(B), , . — diY-f-d*/*...)^ -f-  ju— dr . . . 

rn — d//+d’i/...i'</'x+(.V — dP-(-d’Q... )/>•+{» — drr+...)iz 
(Q... . | -K^-d7+dv...)d/x+(/'-dQ )iSr+(jr-dx )<1* 

K étant  la  constante  arbitraire.  Mous  avons  coupé  notre  équ. 
en  deux , parce  que  les  termes  qui  restent  sous  le  signe  / ne 
pouvant  être  intégrés,  à moins  qu’on  ne  donucà  S'xjy^z,  des 
valeurs  particulières,  ce  qui  est  contre  l’hypothèse,  fS~Z  ne 
peut  devenir  = o,  qu’autant  que  ces  termes  sont  nuis  à part  ; 
et  même  si  la  nature  de  la  question  n’e'tablit  entre  S'x ,fy  et  Sz, 
aucune  relation , l’indépendance  de  ces  variations  exige  que 
l'équ.(Æ)  se  partage  en  trois  autres, 

<&=  m — dn  t\‘p  — dJiy  -+-  d*r  — . . . ) 

o = M-àN+d'P  — d3Ç-J-d*fl— L...  (£>). 

o = fi  — d»  -f-  d’w  — ■+•  d4p  — ...  \ 


926.  Donc  pour  trouver  les  relations  entre  x,ye t z,  qui 
rendent  JZ  un  maximum , on  prendra  la  différentielle  de  la 
fonction  donnée  Z,  en  considérant  x,  y,  z,  dx,dy,  dz.d’x..: 
comme  autant  de  variables  indépendantes,  et  eu  se  servant  delà 
lettre  é'  pour  désigner  les  accroisseinens  ; c’est  ce  qu’011  appelle 
prendre  la  variationelle  Z.  Comparant  le  résultat  à l’équ.  (x/), 
on  en  tirera  les  valeurs  de  m,  M,n,  n,  2V. ..,  en  x , y,  z,  et 
leurs  différentielles  exprimées  par  d.  Il  faudra  ensuite  les  subs- 
tituer dans  les  équ.  C etï)  ; la  1”  se  rapporte  aux  limites 
entre  lesquelles  le  maximum  doit  exister  ; les  équ.  ( D ) cons- 
tituent les  relations  cherchées  : elles  sont  différentielles  entre 
x,  y,  z;  et,  sauf  le  cas  d’absurdité,  elles  ne  peuvent  former  des 
conditions  distinctes,  puisqu’elles  détermineraient  des  valeurs 
numériques  pour  les  variables.  Si  la  question  proposée  se  rap-^ 
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porte  à la  Géométrie,  tes  équ.  sont  celles  de  la  courbe  ou  de  la 
surface  qui  jouit  de  la  propriété  demandée! 

927.  Comme  l’intégration  est  effectuée  et  doit  cire  prise  entre 
des  limites  désignées,  les  termes  qui  restent  et  composent  l’équa- 
tion (C)  se  rapj^tent  à ces  limites;  elle  est  devenue  de  la 
forme  A' -+-  L= o , L étant  une  fonction  de  x,  y,  2,  Jx,  S'y, 
fs...  Marquons  d’un  accent  les  valeurs  numériques  de  ces  va- 
riables à la  ire  limite,  et  de  deux  à la  2*.  Comme  l’intégrale 
doit  être  prise  entre  ces  limites,  il  faut  marquer  les  divers 
termes  de  L,  qui  composent  l’équ.  (C)  d’abord  d’un  , puis  de 
deux  acccns  ; retrancher  le  tcr  résultat  du  a' , et  égaler  à zéro 
(n°  839);  de  sorte  que  l’équ.  Lt — Lt  = o ne  renfermera  plus 
de  variables,  puisque  x,Sx...  auront  pris  les  valeurs  x^, 
x„,  fxa...,  assignées  par  les  limites  de  l’intégration.  On  ne 
doit  pas  oublier  que  ces  accens  se  rapportent  aux  limites  de 
l'intégrale , et  ne  désignent  pas  des  dérivées. 

11  se  présente  maintenant  quatre  cas. 

i°.  Si  les  limites  sont  données  et  fixes  (*),  c.-à-d.  si  les 
valeurs  extrêmes  de  x,y  et  2 sont  constantes,  comme  Jxt, 
d^x/5  etc. , ïxa,  dSux , etc.,  sont  nuis,  tous  les  termes  de  L, 
et  Lu  sont  zéro,  et  l’équation  (6’)  est  satisfaite  d’elle-méine. 
Alors  on  détermine  les  constantes  que  l’intégration  introduit 
dans  les  équ.  (£>),  par  les  conditions  que  comportent  les 
limites. 

2°.  Si  les  limites  sont  arbitraires  et  indépendantes , alors 
chacun  des  coefficiens  de  Sxt , Sxu. ..,  dans  l’équ.  (C),  est  nul  eu 
particulier. 

3°.  S’il  existe  des  équ.  de  conditions  pour  les  limites  (**), 


(*)  Ce  cas  revient,  en  Géométrie,  à celui  où  l'on  cherche  une  courbe  qui , 
outre  qu'elle  doit  jouir  de  la  propriété  de  maximum  ou  minimum  demandée, 
doit  encore  passer  par  deux  points  donnés.  Les  équ.  (Dj  sont  celles  de  la  courbe 
cherchée  $ on  en  détermine  les  constantes  par  la  condition  que  cette  courbo 
passe  par  les  deux  points  dont  il  s'agit. 

(**)  Cela  signifie,  en  Géométrie,  que  la  courbe  cherchée  doit  être  terminée 
à des  points  qui  ne  sont  plus  fixes  , mais  qui  doivent  être  situés  sur  deux 
courbes  ou  deux  surfaces  données. 
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c.-à-d.  si  l'a  nature  de  la  question  lie  entre  elles , par  desëqu  , 
quelques-unes  des  quantités  x)tjrt,  z,y  xll,jll,zü,  on  se  servira 
des  différ.  de  ces  équ.  pour  obtenir  plusieurs  des  variations 
ij'pi'Z/j  fxt . . en  fonctiondes  autres;  en  substituai) tdans 
L w — Lt—  o,  ces  variations  se  trouveront  recuites  au  plus  petit 
nombre  possible  : ces  dernières  étant  abaMment  indépen- 
dantes , l’équ.  se  partagera  en  plusieurs  autres , en  égalant  leurs 
coefliciens  à zéro. 

Au  lieu  de  cette  marche , on  peut  prendre  la  suivante  , qui 
est  plus  élégante.  Soient  t/  = o,  v=o...,  les  équ.  de  condition 
données;  on  multipliera  leurs  variations  , par  des  in- 

déterminées A,  a'...;  ce  qui  donnera  a/U  + a' fonction 
connue  de  ïxt,$xu}  ij r . . Ajoutant  cette  somme  à L, — L<f 
on  aura 

Zjh  — — Lj/  a &u  -f-  a*  Jv  -f. . . . « o . . . (2£) . 

On  traitera  toutes  les  variations  Sxt,  ïxu. . . , comme  indé- 
pendantes, et  égalant  leurs  coefliciens  à zéro,  on  éliminera 
entre  ces  équ.  les  indéterminées  A,  A*. .' . On  parviendra  par  ce 
calcul  au  même  résultat  que  par  la  méthode  précédente  ; car 
on  n’a  fait  que  des  opérations  permises,  et  l’on  obtient  ainsi 
le  même  nombre  d’équ.  finales.  Ce  calcul  revient  à la  méthode 
d’élimination  donnée  dans  l’Algèbre  (n°  1 1 1). 

Il  faut  observer  qu’on  ne  doit  pas  conclure  des  équ.  « — o, 
v=o. . . , qu’aux  limites  on  ait  du  = o,  dv=.o. ..  ; ces  condi- 
tions sont  indépendantes, et  peuvent  fort  bien  ne  pas  coexister.  * 
Si  toutefois  la  chose  avait  eu  lieu  ainsi  (*) , il  faudrait  regarder 
du  = o,  dv=o...,  comine  de  nouvelles  conditions,  et  outre 
le  terme  A S~u,  il  faudrait  aussi  comprendre  a'<Mm.  . . 

4».  Nous  ne  dirons  rien  pour  le  cas  où  l’une  des  limites  est 
fixe  et  l’autre  assujettie  à certaines  conditions,  ou  même  tout- 


(*',  S’il  s’agit  d’une  question  de  Géométrie , la  courbe  cherchée  doit , dans 
ce  cas,  avoir  à sa  limite  un  contact  d’un  certain  ordre  avec  la  courbe  ou  la 
surface  dont  l’équ.  est  u = 0. 
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à-fait  arbitraire  (*) , parce  qu’il  rentre  dans  les  trois  cas  pré- 
cédens. 

928.  Il  pourrait  aussi  arriver  que  la  nature  de  la  question 
assujctlit  les  variations  $x,iy  et  it  à de  certaines  conditions 
données  par  des  e'qu.  i~o , 9— o . . . , et  cela  inde'pendainment 
des  limites  ; comme  , par  ex. , lorsque  la  courbe  cherchée  doit 
être  tracée  sur  une  surface  courbe  donnée.  Alors  l’équ.  (B)  11e 
se  partagerait  plus  en  trois, et  les  équ.  ( D ) n'auraient  plus  lieu. 
11  faudrait  d’abord  réduire  , comme  ci-dessus  , les  variations 
au  plus  petit  nombre  possible  dans  la  formule  ( B ) à l’aide  des 
équ.  de  condition , et  égaler  à zéro  les  coefficiens  des  variations 
restantes;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ajouter  à {B)  les  termes 
Aji+JiVfl-j-...  ; partager  cette  équ.  en  d’autres  en  y regardant 
<Lr,  Sy,  i'z  comme  indépendantes;  enfin,  éliminer  les  indé- 
terminées A,  a'.  . . 

Nous  ferons  observer  que,  dans  les  cas  particuliers,  il  est 
souvent  préférable  de  faire  , sur  la  fonction  donnée  Z , tous  les 
calculs  qui  ont  conduit  aux  équ.  ( B ) et  ( C) , au  lieu  de  com- 
parer chaque  cas  particulier  aux  formules  générales  précédem- 
ment données. 

Tels  sont  les  principes  généraux  du  calcul  des  variations  : 
appliquons-les  à des  exemples!  • ' < • 

929.  Quelle estla  courbe  CMK  plane  (fig.  44)  dont  la  longueur 
MK , comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  AM  et  AK  ,est  la  plus 
petite  possibel?  On  a (n°*  8o3  , 769)  s =-y\,/(r’dfl*  dr*)  = Z , 
il  s’agit  de  trouver  la  relation  r=<p6,  qui  rend  Z un  minimum. 
La  variation  est 


rdfi’ . J'/*— |—  r^dé . Jd0  -4-dr.Jdr 
l/(r*d‘j*-f-  dr') 


(*)  Alors  la  courbe  cherchée  a j’une  de  ses  extrémités  assujettie  à passer 
par  un  point  fixe  , tandis  que  l’autre  doit  être  ou  quelconque,  ou  située  sur 
une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée. 
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comparant  à l’équ.  {A),  où  l’on  supposera  x = 

o ~P 


rd9*  <lr  r’d9 

m — -j— , n==jj’  al  — o,  la- 


ds 


d.v 


rj  = 6,ona 


les  équ.  (D)  sont 

rd^*  , /dr\  r’dfi 

dr  \dî/’  dr  C' 

En  éliminant  d9  , puis  ds  , entre  ces  équ.  et  dr*=r*d#*-hdr*i, 
ou  reconnaît  qu’elles  s’accordent  ; en  sorte  qu’il  suffit  d’inté- 
grer l’une.  Mais  la  perpend.  AI,  abaissce  de  l’origine  A sur 
une  tangente  quelconque  TM , est 


AI — AM X sin  AMT—r  sin  fi, 


qui  équivaut  (page  45g)  à 

rtangjS  r’d6 c’dfl c 

A ~ tang’/S)’  °U  ^(r’dô11  -+-  dr1)  dr  — 

comme  cette  perpend.  est  ici  constante,  la  ligne  cherchée  est 
droite.  Les  limites  M et  K étant  indéterminées,  l’emploi  des 
équ.  (C)  n’a  pas  été  nécessaire. 

* ç)3o.  Trouver  la  plus  courte  ligne  entre  deux  points  donnés, f 

ou  entre  deux  courbes  données. 

La  longueur  s de  la  ligne  est  fZ=zf\Z(dx'1  -f-d^’-f-ds*), 
(n°  791)»  il  s’agit  de  rendre  cette  quantité  un  minimum;  on  a 

= r + ^dr-f^-Mz; 
ds  ds  dr 

et  comparant  avec  la  formule  ( A ),  on  trouve  y •. 


m — o,  M — o,fi=o,  n = 

les  autres  coefficiens  P,  p,  x... 
deviennent  donc  ici 


da:  d?'  dz 

d7’  A~d7’  ’~d 1 : . 

sont  nuis.  Les  équations  ( D ) 
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d’où  l’on  conclut  dar  = «df , dy=zbds  et  dz  = cd.*.  En  carrant 
et  ajoutant,  on  obtient  a’  + i’  + c*  =1,  condition  que  les 
constantes  a,b,c  doivent  remplir  pour  que  ces  équ.  soient 
compatibles  entre  elles.  Par  la  division,  011  trouve 
dy  b dz  c . 

dï  = â’  di  = a’  d°U  cx  = az+b'} 

les  projections  de  la  ligne  chcrcbée  sont  donc  des  droites;  ainsi 
cette  ligne  est  elle-même  une  droite. 

Pour  en  de'terminer  la  position,  il  faut  connaître  les  cinq 
constantes  a,  b , c,  a ' et  b’.  S’il  s’agit  de  trouver  la  plus  courte 
distance  entre  deux  points  fixes  donnes  (Gg.  85),  A(xt  yi  z ) , 
C(x,y„  *„)  » d est  clair  que  ix,,Syu,  êy,...  sont  nuis,  et  que 
l’e'qu.  (C)  a lieu  d 'elle-même.  En  assujettissant  nos  deux  équa- 
tions à être  satisfaites  lorsqu’on  y substitue x, , xn,yt  etc., pour 
x,y  et  z, on  obtiendra  qnatre  équ. , qui,  avec  a'‘+bt+c*=z\, 
détermineront  nos  cinq  constantes. 

Supposons  que  la  a*  limite  soit  un  point  fixe  C dans  le  plan 
xy>  et  la  t”  une  courbe  AB, située  aussi  dans  ce  plan  ; l’équa- 
tion bx  = ay  -\-a  suffit  alors.  Soit  y^fx,,  l’équ.  de  AB  ; 

on  tire  iy=zA$x,  ; l’e'qu.  (C)  devicntZ,=  -f-  4^-  • i'r  • 

as  df  ‘ ’ 

et  comme  la  a'  limite  C est  fixe,  il  suffit  de  combiner  ensemble 
les  équ.  Sy  = Aïxt,c t dr  . <1.^+ d/, . iyt= o . En  éliminant 
Syt  on  obtient  dxt  + Ady=o. 

On  aurait  pu  aussi  multiplier  l’cquation  de  condition... 
ty Aixpzo  par  l’indéterminée  A,  et  ajouter  à t(l  ce  qui 
eût  donné 


dx, 

ds. 


d’où 


+ ^y  — *a . *x,  — ( 

4^ — xA=  o,  + a = o. 

dj,  di. 


Éliminant  A,  on  obtient  de  même  dx^  Adyt=o. 

Mais  puisque  le  point  A(xt,yt)  est  sur  notre  droite  AC,  on 

a aussi  bdx=ady  ; d’où  — b A, cl  — -,  — - 

' J ‘ ’ d.r  A a 


; ce  qus 


L*  * 

|?1 
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fait  voir  que  la  droite  AC  est  normale  (n°  76a)  à la  courbe 
proposée  AB.  La  constante  a'  se  détermine  par  la  considération 
de  la  a'  limite  qui  est  fixe  et  donnée. 

Il  serait  facile  d’appliquer  le  raisonnement  précédent  aux 
trois  dimensions,  on  parviendrait  à la  même  conséquence;  on 
peut  donc  conclure  qu’en  général,  la  plus  courte  distance  AC 
(fig.  86),  entre  deux  courbes  AB,  CD,  est  la  droite  AC  qui 
est  normale  à l’une  et  à l’autre. 

Si  la  plus  courte  ligne  demandée  devait  être  tracée  sur  une 
surface  courbe,  dont  u:=o  serait  l’équ. , alors  l’équ.  ( B ) 11e 
se  décomposerait  plus  en  trois,  à moins  qu’on  n’y  ajoutât  le 
terme  x<5 'u;  alors  on  pourrait  regarder  tx , $y  et  tz  comme 
indépendans , et  l’on  trouverait  les  relations 


„dx  . du 
dd7+*dx=0’ 


jdj'-  . _ du  dz.  du 

dar+A^=0’  ddî+ATs=°- 


Éliminant  a , on  a les  deux  équations 
du  , /dx\  /du\  , /dz"\  /du\ 


g <>©d  (II,  ŒKÏHS  <£)> 

qui  sont  celles  de  la  courbe  cherchée. 

Prenons  pour  exemple  la  moindre  distance  A' C mesurée 

sur  une  sphère  qui  a son  ceutre  à l’origine  : d’où 

, . . , a . du  du  du 

«=x-+^+z*-r-=o,  yx—™,  ^ = 2^>ïï-=az. 

Nos  équations  deviennent,  en  prenant  d s constaut, 

zd’x=xd,z,  zd‘jr=sjrd'z,  d’où  yd*xx=xd*y. 
Intégrant,  on  a 

zdx — xdz=ads,  zdy — ydz—bds,  ydx — xd y=cds. 

En  multipliant  la  ire  de  ces  équ.  par — y,  la  2'  par  x,  la  3* 
par  z,  et  ajoutant,  on  trouve  ay=  bx+cz , équ.  d’un  plan 
qui  passe  par  l’origine  des  coordonnées.  Ainsi , la  courbe  cher- 
chée est  le  grand  cercle  A’C  ( fig.  86  ) , qui  passe  par  les  deux 
points  donnés  A ’ et  C,  ou  qui  est  normale  aux  deux  courbes 


CALCUL  DES  VARIATIONS. 


577 

A' B et  CD , qui  servent  de  limites , et  sont  données  sur  la 
surface  sphérique. 

g3i.  Lorsqu'un  corps  se  meut  dans  un  fluide,  il  en  éprouve 
une  résistance  qui  dépend  de  sa  forme , toutes  circonstances 
égales  d’ailleurs  : si  ce  corps  est  de  révolution  et  se  meut  dans 
le  sens  de  son  axe , la  Mécanique  prouve  que  la  résistance  est 
la  moindre  possible , quand  l'équation  de  la  courbe  génératrice 
remplit  la  condition. 


A 


rd  r3  . . 

, — — = minimum, 

dxa  cl y2 


d’où  Z — 


Déterminons  cette  courbe  génératrice  du  solide  de  moindre 
résistance.  En  prenant  la  variation  , on  trouve 


— o.ydy3dx  — iyyn 

'■  (dxH-dr'-)1  — (,4-y  ÿ ’ 


O. 


_ d-r3  _ S3dx 

dxs-\-  d y2  1 +y*  ’ ( t +ST 


la  2'  équ.  (£>)  est  M — d N—  o ; et  il  suit  du  calcul  qu’on  vient 
de  faire  sur  Z , que 

d(ï@0 = M.^+Ndy=ydN+  my. 


à cause  de  MeszdN.  Ainsi , en  intégrant , on  a 


a-f 


yy  _ _j-y3(3+ya) 

i+jr'a  J (<-Hr'a)2  * 


Donc  a(i-j~y,y—ij'yi  Observez  que  la  i"  des  équ.  ( D ), 
ou  m — d/i=o , aurait  donné  de  suite  ce  meme  résultat,  savoir, 
— dn=o,  ou — n — a ; en  sorte  que  ces  deux  équ.  conduisent 
au  même  but.  On  a 


y 


<*(’+y‘)2 
*y3  ’ 


j±y. 

y " ’ 


en  substituant  pour  y sa  valeur,  cette  intégrale  est  facile  à 
obtenir;  il  reste  ensuite  à éliminer  y entre  ces  valeurs  de 
T.  II.  37 
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x et  de  y,  et  l’on  obtient  l’équ.  de  la  courbe  demandée, 
contenant  deux  constantes  qu’on  déterminera  d’après  des 
conditions  données. 


g32.  Quelle  est  la  courbe  ABM  (fig.  4$),  dans  laquelle  l’aire 
BODM , comprise  entre  l’arc  BM , les  rayons  de  courbure  BO , 
MD,  qui  le  terminent,  et  l’arc  OD  de  la  développée , est  un 
minimum  ? L’élément  de  l’arc  AM  est  df  = dx\/{i-\-y'‘)  ; le 

rayon  de  courbure  MD  est  - — -y, , (n°  773,p.  4°4)  ; le  pro- 

duit est  l’élément  de  l’aire  proposée, 


, (1+yV.d*  (dx'+dj1*)» 

y ~~  dx.dy  ' 


Il  s’agit  de  trouver  l’équ.  y—fx,  qui  rend  fZ  un  minimum. 
Prenons  la  variation  i'Z,  et  nous  bornant  à la  2*  des  équations 
(£)),  qui  suffit  à notre  objet,  nous  trouvons 

M=  o,  N — dP  = 4a> 


dx.  ûy 


y 


(t+y*)* 

y"’  -dx  * 


Or, 

d^Ii±p!^=ivdy  4-Pdy'.dx==4ady+dP.dy-i-Pdydx. , 

en  mettant  \a+dP  pour  N.  D’ailleurs  j-"dx=dy , change  ces 
deux  derniers  termes  en 

y"  dP  + Pdy  )dx  = d(Pr  ")  -dx:  = -d^---±^). 

f j _1_  y-'»V 

Donc,  en  intégrant , - — - —af  -f*  b, 

2 y 


d+yy_d/  J 2(g/+b)<l/ 

* i{ay'+b)  dx’  ( t+ya)*  ’ 

enfin, 

x = c 4-  + à.  arc  ( tang= f). 
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y—yx  — cy 


—P>Ay  arc  (tang=y), 


ce  dernier  terme  s’intégre  par  parties,  etl’on  a 
y—ÿx  — cÿ  — {b/—  a),  arc  ( ta.ng= y )-{-/. 
Eliminons  l'arc  tang.  entre  ces  valeurs  de  x et  de_y  : 

by  = a(x  — c)-f-  (^~y,  +bf. 


{by'—a)Ax 


d.î  = - 


bdy  — adx 


d,  ■ — yWr-^+Ty 

enfin  (IV,  p.  444)  s = i[/(by  — ax+g)  + h. 

Cette  équation,  rapprochée  de  celle  delà  page  483,  montre  que 
la  courbe  cherchée  est  une  cycloïde,  dont  on  déterminera  les 
quatre  constantes  d’après  un  égal  nombre  de  conditions  données. 

q33.  Prenons  pour  3”  ex.  la  fonction  Z—  — r-~rr,i  étant 

y v Viz—h) 

un  arc  de  courbe,  ou  ds^dx’+d^+d*’  î il  s’agit  de  rendre 
fZ  un  minimum.  Ce  problème  revient  à trouver  la  courbe  AC 
(fig.  85)  suivant  laquelle  un  corps  pesant  doit  tomber,  pour 
mettre  le  moins  de  temps  possible  à passer  de  C en  A.  (Coy.ma. 
Mécanique,  n°  192).  Formant  la  variation  <Tz,  nous  trouvons 


— d$ 


dx 


h— 


2 V(z—h) 


3 * 


_ à? 


dz 


As\/{l—h)  ’ di y (z-g)  ’ d t([/z  h) 


enfin,  m=M=P. . . =0.  Les  équ.  D deviennent 

d(j^=iT)=<>’  i-VMiH'  ■(0 

Nous  omettons  ici  la  3*  équ.,  qu’on  peut  démontrer  être  com- 
prise, dans  les  deux  autres;  condition  sans  laquelle  le  problème 
proposé  serait  absurde.  En  intégrant,  et  divisant  l’un  par  l’autre 
les  résultats,  on  obtient dy=adx-,  ce  qui  prouve  que  la  projec- 

37.. 
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lion  de  la  courbe  sur  le  plan  xjr  est  une  droite , et  que,  par  con- 
séquent, cette  courbe  est  décrite  dans  un  plan  perpend.  aux  xj. 
Prenons  ce  plan  pour  celui  des  xz  ; la  i re  des  équ.  (i)  suffira , 
et  nous  aurons  kdx=dsÿ(z—h)-,  et  comme  ds'  = dx'  + dz% 

on  trouve  Ax  = En  Posant  z=  **  + h~u  ' ou 

on  reconnaît  que  cette  équ.  est  celle  d’une  cycloïde  («jy.  p.395) 
dont  k 1 est  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

Quand  les  limites  sont  deux  point  fixes  A et  C'ffig.  85),  il 
n’y  a aucune  autre  condition  à remplir , si  ce  n est  de  faire 
passer  la  cycloïde  AC  par  ces  deux  points,  ce  qui  détermine 
les  valeurs  des  constantes  k et  h. 

Si  la  2'  limite  est  un  point  fixe  C,  et  si  la  ir*  est  une  courbe 
AB  située  , ainsi  que  le  point  fixe,  dans  le  plan  vertical  des  xz 

on  a 

, _ àx, k , jz\ 

et  L~  Asyiz,  — h)’™t+  dsy(z,  — h) 

Il  suffit  de  rendre  L,  nul,  en  ayant  égard  à la  i r*  limite  qui  est 
une  courbe  AB  dont  x=fi,  est  l’équ.  donnée.  On  en  déduit 
t-x'—Aïz,  = o;  multipliant  par  A,  ajoutant  à L,  on  trouve  les 

deux  équ. 

dX(  L t r\  — — — Aï.  — o. 

_______  -f-x  — o,  Asy{z_h) 

En  éliminant  a,  on  obtient^*  Adx  =o.  La  cycloïde  devra 
donc  couper  à angle  droit  la  courbe  donnée  AB-,  la  constante  k 
sera  déterminée  en  comparant  l’équ.  de  la  cycloïde  à la  précé- 
dente. ... 

On  trouvera  dans  les  trois  dimensions  la  meine  conséquence, 

de  sorte  que  la  courbe  de  plus  vite  descente,  en  partant  d’une 
courbe  quelconque  CD  ( fig.  86),  pour  aller  à une  autre  AB, 
est  une  cydoïde  A'C'  normale  à ces  deux  dernières.  La  meme 
chose  auraitaussi  lieu  si  les  deux  lirai  tes  étaient  prises  sur  deux 
surfaces  courbes , ainsi  qu’on  peut  s’en  convaincre. 

Quand  la  courbe  doit  être  tracée  sur  une  surface  donnée  par 
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*on  équation  u=o,l’équ.(j5)  ne  se  partage  en  trois  équ.  qu’après 
avoir  ajouté  *Ji/,cequi  donne,  au  lieu  des  équ.  (i),  trois  équ. 
entre  lesquelles,  éliminant  A,  on  aurait  celles  de  la  courbe 
cherchée.  Si  l’on  avait  pour  limites  deux  points  fixes,  les  cons- 
tantes seraient  déterminées  par  la  condition  que  la  courbe 
passât  par  ces  deux  points  : lorsqu’on  a pour  limites  deux 
courbes,  celle  qu’on  cherche  doit  les  couper  à angle  droit 
comme  ci-dessus.  Ainsi , le  reste  du  problème  est  le  même  dans 
les  deux  cas. 

934.  Quelle  est  la  courbe  BM  ,(fig.  78)  dont  la  longueur 
est  donnée,  qui  passe  en  B et  en  M,  et  qui  intercepte  entre  ses 
ordonnées  terminales  BC,  PM  et  B axe  Ax,  l’aire  la  plus 
grande  ? Jÿàx  doit  être  un  maximum,  l’arc  s étant  constant  : 
il  faut  donc  combiner  la  variation  de  fZ=fjrdx  avec  celle  de 
f\/ (dx’  -f-  dy*)  — const.  = o,  suivant  ce  qu’on  a vu  n°  928  , 
afin  de  pouvoir  partager  l'équ.  B en  deux  autres.  On'  trouve 
pour  la  variation  complète 


f(j.Mx+ dx.diy+  + o. 


d’où 

dx 

mz=o,  n=jr  + A —, 

M = dx,  N= 

II 

eîsr 

dx 

dr  . . ^ 

et 

f+Kds  =C’  X~ 

si 

II 

'|-3 

< 

Ces  équ.  sont  identiques,  puisqu’en  intégrant  l’une  ou  l’autre 
on  parvient  au  même  résultat;  on  ne  doit  donc  pas  éliminer  a 
entre  elles.  La  i’e  donne,  en  mettant  y/(  dx‘-f-dj-7)  pour  df, 

il — d-où  ( x _ cy  _j_  (j-  — cy  — A*. 

dx  jr  — c 

La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  ; et  suivant  qu’il  tourne 
sa  convexité  ou  sa  concavité  à l’axe  des  x,  l’aire  est  un  mini- 
mum ou  un  maximum.  On  doit  déterminer  les  constantes  c, 
c et  a par  la  condition  que  le  cercle  passe  par  les  points  B et 
Af,  et  que  l’arc  BM  ait  la  longueur  exigée.  Tel  est  le  plus 
simple  des  problèmes  à’Isopérimètres. 
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935.  Quelle  est  la  courbe  BM  ( fig.  78)  pour  laquelle  taire 
BCMP  soit  donnée , tare  BM  étant  le  plus  court  possible.  ? 

On  a ici/\/((J.rî-f-  djs)  = minimum , avec  la  condition 

fjràx — const.  =0.  En  imitant  le  raisonnement  ci-dessus , on 
obtient 


<]r 

d* 


+ Aj  = c, 


equ.  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  nous  venons  do 
trouver  : le  cercle  est  donc  encore  la  courbe  demandée. 


936.  On  demande  quelle  doit  être  la  courbe  MK  (fig.  44) 
la  plus  courte  possible , l'aire  MAK  comprise  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  AM,  AK  étant  donnée? 

On  doit  avoir  s — /V(dx’-f-  dj*)  — minimum,  avec  la  con- 
dition (n®  769),  /|(xdr  — fàx)  = const.  : ce  qui  donne 
dar.Wx-f-dr.Wr  . , ,, 

1-  ï*  (dj4 . J'x  + x . ïdj— dx . ty—y . é'dx)  =0. 

ï*ày  — dQj^ — iv)  = °>  ï*dx+d^i^-f-i*r^=o. 


Ces  équ.  s’accordent  visiblement,  et  il  suffit  d’intégrer  la  r% 
A étant  une  constante  arbitraire  ; il  vient 


aj  4-  c=  — , ou  (aj- 4-  c)dj=  dx[/  [1  — (aj+  c)»]. 


On  fera  Aj  4-  c = z , et  l’intégration  sera  facile  ( n°  809,  IV)  r 
on  trouvera  ( xx  4-  ô)*  + ( A j 4-  c)a  = ï , ou , si  l’on  veut , 
( x 4~  b'y  -f  (j  + c')’=  k%.  La  courbe  cherchée  est  donc  un 
cercle,  assujetti  à passer  par  les  points  M et  K , et  à former 
l’aire  MAK  de  grandeur  donnée.  En  sorte  que  toute  autre 
courbe,  passant  par  deux  points  M et  K de  cette  circonférence, 
et  formant  la  même  aire,  aurait  l’arc  intercepté  dans  l’angle 
MAK  plus  long  que  l’arc  de  cercle , quels  que  soient  les  points 
M et  K.  On  verra  de  même  que  le  cercle  répond  aussi  au  pro- 
lïlème  inverse  : de  toutes  les  courbes , d’égale  longueur  entre 
deux  points  donnés , quelle  est  celte  dont  l’aire  MAK  est  un 
maximum? 
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937.  Parmi  toutes  les  courbes  planes , terminées  par  deux 
ordonnées  BC,  PM  (fig.  71),  qui  engendrent  dans  leurs  révo- 
lutions des  corps  dont  l’aire  est  la  même,  on  demande  quelle 
est  celle  qui  produit  le  plus  grand  volume? 

On  a firj'dx  — maximum,  et  f2*y[/(dx'-{-  djr‘‘)  = const. 

D’où  il  est  facile  de  tirer 


Ces  équ.  S’accordent  entre  elles , et  la  1"  donne 
(g— 


(O- 

—Jàjr 


p'tKr’— (c— j*)‘Ï 

Si  la  constante  c = o,  on  trouve  d#  — ...  . , , «ou 

1/(4**— J*) 

(x — by  -J- jy1  = 4*’;  dqu.  d’un  cercle  dont  le  centre  est  en 
un  lieu  quelconque  de  l’axe  des#,  et  qui  doit  passer  par  les 
deux  points  donnes.  Toutefois  ce  cercle  ne  re'pond  au  problème 
qu’autant  que  Taire  engendrée  par  la  révolution  de  l’arc  CM 
se  trouve  avoir  l’étendue  exigée  : en  effet , l’e'qu.  intégrale  ne 
renferme  que  deux  constantes , qu’on  déterminera  par  la  con- 
dition que  la  ligne  passe  par  les  points  C et  M.  La  solutiou 
générale  du  problème  est  donnée  par  l’équ.  (1). 

g38.  De  toutes  les  courbes  planes , d1  égale  longueur  entre 
deux  points  donnés , quelle  est  celle  qui  , dans  sa  révolution  , 
engendre  un  volume  ou  une  aire  maximum  ? 

Dans  les  deux  cas,  f\Z(dx'  -f-  ijr*)ss  const.  En  outre,  dans 
l’un  frj'Ax , et  dans  l’autre  fo-xjrds  (u“  792),  doit  être  un 
maximum.  D’abord,  dans  le  t°  cas,  Z = iry% d#.  En  raison- 
nant comme  ci-dessus , on  trouve 

(c—*jr*ydy 


. xd# 
+-57=c' 


d’où  d#  : 


v/[*‘ — (c — *yyy 


La  courbe  dont  il  s’agit  ici  jouit  de  la  propriété  que  son  rayon 
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de  courbure  R est  == 

i*y 


(n°  774.  6°.);  en  effet,  on  a 


vTG=^)- ■} 


aAVjr  • a 

{c—*yY  * — c— *jr‘‘ 


Cette  courbe  est  Y Élastique,  dont  le  rayon  de  courbure  est  en 
raison  inverse  de  l’ordonnée.  Outre  c et  A,  on  a une  3*  cons- 
tante ; les  conditions  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points 
donne's,  et  ait  la  longueur  exigée,  servent  à déterminer  ces 
trois  quantités. 

Dans  le  2*  cas  , Z = fxay  (dxa  -f-  dj"a),  d’où 


■zxydx  -f-  Adx ^ cdj'- 

df  _ L‘  X~  V'tC 2>r^  + A)*— c3]- 

La  courbe  demandée  est  une  Chaînette  (p.  454)»  dont  l’axe  est 
horizontal  : il  y a maximum  ou  minimum,  suivant  qu’elle  pré- 
sente à l’axe  des  x sa  concavité  ou  sa  convexité. 


939.  Quelle  est  la  courbe  de  longueur  donnée  s , entre  deux 
points  fixes  , pour  laquelle  /yds est  un  maximum?  On  trouvera 
aisément 


djr 

( r-f- a)  — =c,  d’où  da: 
as 


cdy 

1/ [(.T + *)'-€']• 


On  obtient  la  même  courbe  que  ci-dessus.  Comme 


fyds 


est 


l’ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  d’un  arc  de  coprbe 
dont  s est  la  longueur  ( voy.  ma  Mécanique , n°  64),  on  voit 
que  le  centre  de  gravité  d’un  arc  quelconque  de  la  chaînette 
est  plus  bas  que  celui  d’un  arc  de  toute  autre  courbe  terminé 
aux  mêmes  points. 

g4o.  En  raisonnant  de  même  pour  fy'dx  — minimum,  et 
fydx—const.,  on  trouve  y1  -f-  \y  — c , ou  plutôt  y=  c : on 

f y*  dx 

a une  droite  parallèle  aux  x.  Comme  est  l’ordonnée 

r ifyax 

verticale  du  «entre  de  gravité  de  toute  aire  plane  ( voyez  ma 

Mécanique,  n°  68),  celui  d’un  rectangle  vertical  dont  un  côté 
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est  horizontal , est  le  plus  bas  possible.  En  sorte  que  toute 
niasse  d’eau  dont  la  surface  supérieure  est  horizontale , a son 
centre  de  gravité  le  plus  profondément  sityé. 

Consultez  l’ouvrage  d’Euler,  intitulé  : Methodus  invenicndi 
lineas  curvas  maximi  minimise  proprietale  gaudentes. 

VIII.  DIFFÉRENCES  ET  SÉRIES. 


Méthode  directe  des  Différences.  Interpolation. 

• Étant  donnée  une  série  a,  b,  c,  d....,  retranchons 
chaque  terme  du  suivant;  a'— b — a , b’=zc — b,  c=d — c. . . 
formeront  la  série  a , b1,  c,  d'. . . des  différences  premières. 

On  trouve  de  même  la  série  a , b" , c" , d" des  diffé- 
rences secondes , a"  = b’ — a' , b" —c'  — b' , c"—  d — c' ; 

celles-ci  donnent  les  différences  troisièmes  a”  — b"  — a", 
bm  = c" — 6” ...  ; et  ainsi  de  suite.  Ces  différences  sont  indi- 
quées par  &,  et  l’on  donne  à cette  caractéristique  un  exposant 
qui  en  marque  l’ordre  ; A"  est  un  terme  de  la  suite  des  diffé- 
rences n".  On  conserve  d’ailleurs  à chaque  différence  son  signe, 
lequel  est  —,  quand  on  la  tire  d’une  suite  décroissante. 

Par  exemple , la  fonction  y—  x3  — gx  -f-6 , en  faisant  suc- 
cessivement x=o ; i , 3 , 3 , 4-  • • donne  une  série  de  nombres, 
dont  y est  le  terme  général,  et  d’où  l’on  tire  les  différences, 
ainsi  qu’il  suit  : 

pour  X = o,  I,  s,  3,  4,  5,  6,  ?...., 

série  r *=»  6,  — a,  — 4.  6,  34,  SG,  168,  aSG..., 

. diff.  ir**  irp  — 8.  — a,  îo,  a8,  5a,  8a,  118.... 

diff.  aet  4>/=  6,  la,  18,  a4,  3o,  36 

diff.  3**  A*r  = 6,  6,  6,  6,  6,  6 

942  . On  voit  que  les  différences  troisièmes  sont  ici  constantes, 
et  que  les  différences  deuxièmes  fout  une  équidifférence  : on 
arrive  à des  différences  constantes  toutes  les  fois  que  y est  une 
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fonction  rationnelle  et  entière  de  x,  ainsi  que  nous  l’allons 
démontrer. 

Que  dans  le  tnonome  kxM on  fasse  x=  y...  6,  x;  a ( ces 
nombres  ayant  h pour  différence  constante),  on  a la  série 
ka.m , kS" , kym...  k«m , À*m , kxm.  Comme  x = A — h , en  déve- 
loppant k»m  = k (a — h)m,  et  désignant  par  m,  A',  A“ . ...  les 
coefficiens  de  la  formule  du  binôme,  on  trouve 

*(A”— *•)  =5  kmh\m~‘ — kA’h* A— ’-f  kA" AV"* 

Telle  est  la  différence  première  entre  deux  termes  quelconques 
de  la  série  k*m1  kflm,  kym. ...  La  différence  entre  les  termes 
qui  précèdent , ou  k(xn — 8m) , s’en  déduit  en  changeant  A en  x, 
* en  6;  et  comme  x=a — h , il  faut  mettre  A — h pour  A dans  ce 
a*  membre  : 

kmh{X-h)"-<-kA'h\\.h)’a-\..=zkmhx*‘-'-[A'+m{m-ij]kh*\m-K 

B e tranchant  ces  résultats,  les  deux  premiers  termes  disparais- 
sent , et  il  vient,  pour  la  différence  a'  d’un  rang  arbitraire, 

km(m — i)  — k B'hsxm~ 3-f- . . . 

Changeant  de  même  A en  A — h dans  ce  dernier  développement, 
et  retranchant,  les  deux  Ier*  termes  disparaissent, et  l’on  a pour 
différ.  3e, 

km(m-j)  (m— a)  AV"3—  kB"h*xm-i. . . , 

et  ainsi  de  suite.  Chacune  de  cesdifférences  a un  terme  de  moius 
dans  son  développement  que  la  précédente;  la  i"  a m ternies  ; 

la  2*  en  a m — i,  la  3e  m — , etc.  ; d’après  la  forme  du 

i,r  terme, qui  finit  par  rester  seul  dans  la  différence  m‘,  on  voit 
que  celle-ci  se  réduit  à la  quantité  constante  1.2.3..  ,mkhm. 

Si  dans  les  fonctions  M et  A’,  on  prend  pour  x deux  nombres, 
les  résultats  étant  metn,  celui  qui  provient  de  M-f-Ar  est 
m +n.  Soient  de  même  m!  et  n'  les  résultats  donnés  par  deux 
autres  valeurs  de  x ; la  différence  1",  provenue  de  M N , 
est  visiblement  (m  — m')  -f-  (n — n').  11  faut  en  dire  autant 
des  différ.  3**,  4“  • • • : la  différ.  de  la  somme  est  la  somme  des 
différ. 
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Donc,  si  l’on  . . dans  kxm-j-pxm~'-{- . . . . , 

la  différ.  ( m — i)'  de pxm~‘  étant  constante,  la  m‘  sera  nulle, 
donc  pour  notre  polynôme  la  différ.  m’  est  la  même  que  s’il 
n’y  avait  que  son  Ier  terme  kxm.  Donc  , la  différence  m*  est 
constante,  lorsqu’on  substitue  à x des  nombres  àquidffèrens, 
dans  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  degré  m. 

943.  On  voit  donc  que , si  l’on  est  conduit  à substituer  des 
nombres  équidifférens  , ainsi  qu’on  le  fait  pour  résoudre  uue 
équ.  numérique  (page  9a  et  216),  il  suffira  de  chercher  les 
(m-|-i)  i*r*  résultats  , d’en  former  les  différences  ir",  2”. . . t 
la  m‘  n’aura  qu’un  terme  ; comme  on  sait  qu’elle  est  constante 
et=i.2.3. . . mkhm , on  prolongera  cette  série  à volonté.  On 
prolongera  ensuite , par  des  additions  successives , la  série  des 
différ.  (m  — 1)"  au-delà  des  deux  termes  connus;  celle  de 
(m — 2)"  sera  de  même  prolongée. . . ; enfin  la  série  des  ré- 
sultats provenus  de  ces  substitutions,  le  sera  aussi,  autant  qu’on 
voudra , par  simples  additions. 

C’est  ce  qu’on  voit  dans  cet  ex.  : x1 — x’ — 2X+  1 . 


1 = 0.  1.  a.  3 

donne...  1. — 1.  1.  i3 

ir®  diff.  — a.  a.  ia 

a° 4*  10 

3® 6 


Diff.  3«  6.  6. 

. a®*  4-  10  • 

,«• — a a. 

Résultats  1 . — 1 . 

l’our  o.  t. 


6.  6.  6.  6.  6... 

16.  aa.  a8.  34.  40... 

12.  a8.  5o.  78.  112... 

1.  i3.  4'-  91.  169... 

a.  3.  4.  5.  6... 


Ces  séries  se  déduisent  de  celle  qui  est  constamment  6.6.6.. . 
et  des  termes  initiaux  déjà  trouvés  pour  chacune  : un  terme 
s’obtient  en  ajoutant  celui  qui  est  à sa  gauche,  avec  le  nombre 
écrit  au-dessus  de  ce  dernier.  On  peut  aussi  continuer  les  séries 

dans  le  sens  contraire,  pour  obtenir  les  résultats  de 

x= — 1 -2,  — 3. . . . Un  terme  s’obtient  alors  en  retranchant 
le  nombre  inscrit  au-dessus  de  l’inconnue  de  celui  qui  est  à 
droite  de  celle-ci. 

Dans  le  but  qu’on  se  propose,  de  résoudre  une  équ. , il  n’est 
plus  besoin  de  pousser  la  série  des  résultats  au-delà  du  terme 
où  l’on  ne  doit  rencontrer  que  des  nombres  de  même  signe, 
«e  qui  arrive  dès  que  tous  les  termes  d’une  colonne  quelconque 
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sont  positifs  du  côté  gauche, et  alternatifs  dans  le  sens  oppose, 
puisque  les  additions  ou  soustractions  qui  servent  à prolonger 
les  séries  conservent  constamment  ces  mêmes  signes  aux  résul- 
tats. On  obtient  donc , par  cette  voie , des  limites  des  racines 
soit  positives,  soit  négatives. 


g44-  A l’avenir,  nous  désignerons  par  jrx  la  fonction  de  oc 
qui  est  le  terme  général  de  la  série  proposée , et  engendre  tous 
les  termes,  en  faisant  x = o,  i ,2,3...;  par  ex. ,75 désignera, 
qu’on  y a fait  x — 5,  ou  qu’on  a égard  au  terme  qui  en  a 5 
avant  lui  (le  nombre  gi,  dans  le  dernier  ex.)  D’après  cela, 

Ji—  Xo—^Jo,  jr*—  jr,  J 3—  7,— A7,  . . 

A 7,  —àjo—\'ya , Ajr,— A7,— A’jr, , Ajs  — A7,  = . . 

A\r,—  A’7o=A37e,  a’7,— a\7V=a37,  , a*7s-  etc. 

En  général, 

Jx—  7*_,  = A 7X_, , 

AJ’x — A 7,_1s=Aa7*-.> 

A’jx—  As7*_,  = A37*_,  ,etc. 
g45.  Formons  les  différences  de  la  série  quelconque 


a . b . c.  d . e 

A1.  ét  .d . . ... . 

A*....  a\V 

A*....  am  ,bm  ,cm  etc.  i 


b r±  -f-  a*,  c = 6 *4“  d — c 4*  c/.  . . . y 

b'=a'+a",  c'  = b'  + b",  tTssc* +cè.... 
A"  = a"  ■+.  a-,  c"=b’+b »,  <f'  = c" + c*....’ 
J'sa'  + a»,  c»  = A*  + A-»,  d»:=c"H-c'*. . ., 


En  éliminant  b,  b c,  c' ... des  équations  de  la  1” ligne,  on 

réduit  le  2e  membre  à ne  contenir  que  a,  a,  a" On  peut 

aussi  obtenir  des  valeurs  de  a',  a",  a"1...,  qui  ne  renferment 
aucune  lettre  accentuée  : on  trouve 


ô=a+a',  c = a-\-zd ' + d — a-f-  3a'  -J- 3a"  -f  a*, 

e=a-j-4a  4-6A,'+4<:i,*+a’v»  = a -f  5a'-f-  loa"  etc. 

a'— b — a,a"=c — 2Ô  d‘=d — 3c  +3 b — a... 

Comme  les  initiales  a',  a",  a*. . . sont  A jr0,  à,j-otAijQ 
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et  que  a,  b,  c,  d. . . sont  joij",  >Jr*>Jr3-  • •>  on  trouve 

Jri=Jro+  Aj'o,  A To— J'i  J"o) 

j-,=ro+2ijro+  A’r»,  A\r.==r>— 2.r.+.ro» 

J-3=^o4-3Ajr0-f  Ba^o+a’j-o,  a’j-o—J-s— 3jr3+3j,— jTo, 

r4=J'o+44^«.+6A*7o  etc.  a47o=JT4— 4^s+6r»  e,c- 

En  général , 

7x=7.+ïVo+I~  A*7«+x^-  • ~y~  AVo-  • • (-<*)» 

n — i zi — i x — a , 

^'jo=J*—nJ'n-,  +71-^-7„.a— 71— - . -J-  7»- 3 +•••("), 

g46.  Ces  équ.  donnent,  l’une  un  terme  quelconque  de  rang 
x (le  terme  général  de  la  série),  quand  on  connaît  le  i*r  terme 
de  tous  les  ordres  de  différences  ; l’autre  l’initial  de  la  série 
des  n"  différences,  connaissant  tous  les  termes  de  la  série 
7o,7u7i-  • • Pour  appliquer  la  i”  à l’ex.  du  n°  g43,  on  fera 

7„=i,  aj-0=— 2,  A”jr°=4»  a3=6,  a<— o.  . . 
d’oÙ7x~  i — 2x+2x(x — i ) +x(x — î ) (x-2)=x^ — x3 — 2X+ 1 . 

On  se  grave  dans  la  mémoire  les  équations  (A)  et  (/?) , en 
remarquant  que 

ys=(i-{-Ay,)*,  A"r  .=  (J-— »)"» 
pourvu  que , dans  les  développemens  de  ces  puissances , on 
transforme  les  puissances  de  Aj°,en  exposans  de  a, pour  mar- 
quer l’ordre  des  différences , et  les  puissances  de  y en  indices, 
mais  il  faut  qu’on  mette  y0  au  lieu  du  Vr  terme  i . 

g4^.  Quelle  que  soit  la  série  proposée  afb,c,d. . on  peut 
toujours  la  concevoir  tirée  d’une  autre  dont  on  aurait  omis 
périodiquement  certains  termes,  par  ex. , dont  on  aurait  pris 
les  termes  de  2 en  2,  ou  de  3 en  3,  ou  de  4 en  4-  • • Étant 
donnée  la  ire  série  a,  b,  c....  ou  plutôt  son  terme  général 
7*(équ.  A)  .proposons-nous  de  retrouver  cettesuite  primitive, 
que  nous  désignerons  par 

a. a .a" . ..ah~x  .b.b'.b" ..  ,bh~' .c.c' ,c“ . . . etc.  (C). 

On  voit  qu’on  suppose  ici  que  h — 1 termes  ont  été  supprimés 
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entre  a et  b , autant  entre  b et  c , lesquels  termes  étaient 

soumis  à la  même  loi  de  génération  que  la  série  a.b.c...  qui  en 

fait  partie.  L’interpolation  consiste  à insérer  entre  les  termes 
d’une  suite  proposée  , un  nombre  désigné  de  termes  soumis  à 
la  même  loi  : pour  interpoler,  il  faut  donc  trouver  ces  inter- 
médiaires , ou  plutôt  le  ternie  général  de  la  série  (C).  Il  suffit 
visiblement  de  poser  dans  l’équ.  ( A ),  terme  général  de  a,b,c... 

la  condition  x = ^ ,z  marquant  le  rang  d’un  terme  de  la  nou- 
velle série  (C)  ; car  en  faisant 

z — o,  i,  a,  3 *i  * + i,  t + 9...  it...  etc., 

on  a x — o, . . . (A  — i)  termes. . i . . . (A  — î)  termes. . .a. . . etc. 

On  retrouve  donc  ainsi  les  mêmes  nombres  a,  b,c. ...  que  si 
l’on  eut  fait  x — o,  i , a. . . dans  A , et  en  outre  h — i termes 
intermédiaires.  Cette  substitution  conduit  à 


zA‘  z(z — h )A3 


s(z  — A)  (z  — a A)  A 3 


2.3 .A3 


etc. 


(D). 


Cette  équ.  donnera  jrx  quand  x = z,  z étant  entier  ou 
fractionnaire.  On  tire  de  la  série  proposée,  a,  b,  c,  d. . . , les 
différences  de  tous  les  ordres  , et  le  ternie  initial  de  ces  séries 
représente  a',  A\ . . 

Mais,  pour  pouvoir  appliquer  cette  formule,  il  faut  qu’on 
soit  conduit  à des  différences  constantes , afin  qu’elle  soit  ter- 
minée,ou  au  moins  qu’elle  ait  pour  A',  A*.. . . des  valeurs  dé- 
croissantes qui  rendent  la  suite  D convergente  : le  développe- 
ment donne  alors  la  grandeur  approchée  d’un  terme  répondant 
à x—z  ; bien  entendu  qu’il  ne  faut  pas  que  les  facteurs  de  A 
croissent  assez  pour  détruire  cette  convergence,  ce  qui  restreint 
z à ne  pas  dépasser  une  limite. 

Par  ex. , on  trouve  n°  364  > X que 


l’arc  de  6o°  a pour  corde  iooo,o 


65° !°74>6 

7®° '47  >2 

75° 1217,5 


A°  = — 2,0 


-2,3. 
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Puisque  la  différence  est  à peu  près  constante  , du  moins  de 
6o°  à 75°,  on  peut,  dans  cette  étendue  , employer  l’équ.  ( D ) ; 
faisant  A=5,  il  vient,  pour  la  quantité  à ajouter  à^0=iooo, 

. £.74,6.2  — 5)=i5,i2.z—  0,04.5°. 

Ainsi , en  prenant  z=i  ,2,3. . .,  puis  ajoutant  1000 , on  en  tire 
les  cordes  de  6i°,  62°,  63°. ...  ; et  même  prenant  pour  s des 
valeurs  fractionnaires,  on  a la  corde  d’un  arc  quelconque 
intermédiaire  entre  6o°  et  75°.  Mais  on  ne  doit  guère  étendre 
l’usage  des  différences  ainsi  obtenues , au-delà  des  limites  d'où 
elles  ont  été  tirées.  Voici  encore  un  ex. 


Od.1<*3.»  = *.  = 49.36.,  a.=  l3  g 

log  3i  10  =4927604  ,V  \‘  = — 45 

log  3.20  =494.546  jg*  — 45. 

log  3.3o  =4955443  97  . 


Nous  considérons  ici  la  partie  décimale  du  log.  comme  étant 
un  nombre  entier.  Eu  faisant  h — 10,  il  vient,  pour  la  partie 
additive  à log  3 100, 

|4oO,95.Z — 0,225.5°. 

Pour  avoir  les  log.  de  3ioi,  3i02,3io3...,on  fera  z=i  ,2,3..., 
et  même,  si  l’on  veut  log.  3107, 58,  on  prendra  5=7,58,  d’où 
résulteraio6o6pourquantitéàajouteraulog.  de  3ioo;  savoir, 
log.  3.0758  = 5,4924223.  Voy.  mon  Astronomie  pratique, 
. n°  77 , et  ma  Géodésie , n°  378. 


948.  Ces  procédés  s’emploient  utilement  pour  abréger  le 
calcul  des  tables  de  log.  de  sinus , de  cordes,  etc.  On  se  borne 
à chercher  directement  des  résultats  d’espace  à autre,  et  on 
comble  ensuite  l’intervalle  par  Interpolation. 

Le  plus  souvent  la  série  proposée  a,  b,  c. . . , ou  la  table  de 
nombres  qu'on  veut  interpoler,  répond  aux  rangs  . , 2,3..., 
alors  h =1 , et  l’on  cherche,  quelque  terme  intermédiaire  à ya 
et  y , répondant  au  rang  z;  l’équ.  ( D ) devient  alors 

y%=y0+zié-\-i.  — — — — . -y  a3  -f-  etc. . . (£). 


«°.  Quand  il  arrive  que  a*  est  nul,  ou  très  petit,  la  série  se 
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réduit  à j-.-f-zA*  ; d’où  l’on  tire  que  la  diff.  zA1  croît  propor- 
tionnellement à z;  c.-à-d.,  qu’il  faut  ajouter  à y0  une  partie 
de  A'  proportionnelle  à z.  Nous  avons  fait  souvent  usage  de  cette 
remarque  (n°’  91,  III , et  626). 

2°.  Lorsque  Aa  est  constant,  ou  a3  très  petit,  ce  qui  arrive  le 
plus  souvent, 

y z— y o + * [*'+ 4 (z— 0 A*3  • 

Ainsi  formez  |(z— 1)  A1,  et  corrigez  A1  de  celte  quantité ; 
puis  considérez  la  série  comme  ayant  ce  résultat  pour  dijfér. 
1”,  et  que  la  dijfér.  seconde  y fut  nulle  ; ce  qui  ramène  la  re- 
cherche au  cas  précédent.  Par  ex. 


log  3io  = 2,4913617  = ya 
log3n=  27604 
log  3l2  = 

log3i3  = 55443 


1 3987=4' 

13942 

13897 


— 45  = A5 
-45 


Comme  les  A*  sont  constans,  pour  avoir  log  310,768  , on  fait 
z = 0,768,  d’où  { (z — 1)  A*=o,i2i  .45  = 5,445;  ajoutant  à 
A1 , on  a 13992,44s  qu’il  faut  multiplier  par  z ; le  produit  est 
10606,27  ; dont  log  310,768  = 2,4924223. 

3°.  Quand  A3  est  constant,  ou  que  A4  est  négligeable,  la 
série  (E)  n’a  que  quatre  termes,  et  l’on  voit  qu’il  faut  corriger 
A’  de  j (z  — 2)  A3,  et  regarder  cette  quantité  A*  comme  une 
différ.  2e  constante  ; et  ainsi  de  suite. 

On  peut  voir  des  applications  de  cette  théorie  à la  p.  loi  des 
tables  de  log.  deCallet,  où  l’on  calcule  ces  log.  avec  20  déci- 
males. 

4®.  Réciproquement,  si  les  termes  y%  et  y0  sont  donnés  et 
qu’on  demande  le  rang  z du  1",  la  dilîér.  2*  étant  constante  , 
on  a 


Jz  —Jo 

û'-K(z  — >)Aa' 


(P)- 


On  fait  d’abord  le  calcul  en  négligeant  le  2*  terme  du  dénom., 
ce  qui  donne  une  valeur  approchée  de  z,  qu’on  substitue  en- 
suite pour  z dans  la  formule  (F)  sans  y rien  omettre. 
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SL  l’on  connaît  le  résultat  du  calcuffSans l’ex.  précédent,  on 
en  tire  le  numér.  yt  —y0—  1 0606,  -qui , divisé  par  A'  = 1 3g87, 
•donne  une  t” approximation , z = 0,7 58  : cette  valeur  mise 


pour  z , dans  F,  donne  z 


10606 

,3992 


o,758. 


Le  problème  inverse  se  résoudra  de  même  lorsque  A*  sera 
constant,  etc.  (F.  Conn.  des  Tems,  181g,  p.  3o3.) 


94g.  Voici  une  manière  commode  de  diriger  le  calcul  quand 
A*  est  constant,  et  qu’on  veut  trouver  n nombres  intermé- 
diaires successifs  entre  y0  et  y,.  En  changeant  z en  z+ 1 dans 
(Z?)  et  retranchant on  a la  valeur  générale  de  la  différ.  ir' 
pour  la  nouvelle  série  interpolée  : faisant  de  même  sur  celle-ci, 
on  obtient  la  différ.  2®,  savoir  : 


Différ.  1",  <r=  ^ 1 
h 


il  — h- f-  i 

2 A* 


A1., 


Différ.  2',  <h  = 


A®. 

T%‘ 


On  veut  insérer  n termes  entre  ya  et  y,  ; il  faut  prendre 
^ — n -h  1 ; puis  faisant  z = o,  on  a le  terme  initial  des  diffé- 
rences 


tt  = 


(n  + t )*’ 


n-t-i 


— in^i 


on  calculera  J3 , puis  J"  ; ce  terme-initial  servira  à composer 
la  suite  des  différences  ir®*  de  la  série  interpolée  (J*  en  est  la 
différ.  constante);  puis,  enfiu,  on  a cette  série  par  de  simples 
additions. 


Veut-on,  dans  l’ex  de  la  p.  5g  t , calculer  les  log.  de  3 1 o 1 ,3 1 62, 
3io3. . on  interpolera  9 nombres  entre  ceux  qui  sont  donnés  : 
d où  n =9,  = — <5,45,  i"=z  i4oo,725.  On  forme  d’abor'd 

l’équidifférence  qui  a J*  pour  terme  initial,  et  — 0,45  pour 
différ.  constante , les  différ.  premières  sont 

1400, 7a5,  i4oo,275,  1399,825,  1399, 375,  1398,925... 
Des  additions  successives,  en  partant  de  log  3ioo,  donneront 
les  log.  consécutifs  qu’on  cherche. 

Je  suppose  qu'on  ait  observé  un  phénomène  physique  de  1 2*’ 
T-  n*  38 


* 
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en  la* , et  que  les  résulta^  mesurés  aient  donné 


12. 

?4. 

36. 


^=,'8  *■=»„ 

. . . 3oo 


666 

1 176 


366  A~l4f 
5.o  *44 


Si  je  veux  trouver  l'état  qui  répond  à 4*,  B*,  ia*. . j’inter- 
polerai 2 termes,  d’où  n — 2,  = 16,  <î"  = 58 j composant 

l’équidifférence  qui  commence  par  58,  et  dont  la  raison  est  16, 
j’aurai  les  différences  i”*  de  la  nouvelle  série,  et  par  suite 
celle-ci  : 


Diff.  i,e*  58. 74  • 9°  • 106. 122.  i38. . . , 

Série 78.  i36.aio.3oo. 406.528. 666. . . , 

oh,^k,  8k,  ia‘,  i64, 20h,24A-  • • » 

La  supposition  des  différ.  2es  constantes  convient  à presque 
tous  les  cas  , lorsqu’on  peut  choisir  des  durées  convenables. 
On  fait  fréquemment  usage  de  cette  méthode  en  Astronomie  ; 
et  même  quand  l’observation,  ou  le  calcul,  donne  des  résul- 
tats dont  les  différ.  a,s  offrent  une  marche  peu  régulière,  on  im- 
pute ce  défaut  à des  erreurs  , qu’on  corrige  en  rétablissant  une 
marche  uniforme. 

g5o.  Les  tables  astronomiques,  géodésiques... , se  forment 
d’après  ces  principes.  On  calcule  directement  divers  termes , 
qu’on  prend  assez  rapprochés  pour  que  les  différences  i***  ou  a** 
soient  constantes;  puis  on  interpole  poqr  obtenir  les  nombres 
intermédiaires.  V.  mon  Astronomie  pratique,  n°  78. 

Ainsi,  quand  une  série  convergente  donne  la  valeur  de  jr,  à 
l’aide  de  celle  d’une  variable  x;  au  lieu  de  calculer  y chaque 
fois  que  a*  est  connu,  quand  la  formule  est  d’un  fréquent  usage, 
on  détermine  les  résulta  tsj-  pour  des  grandeurs  de  x graduelle- 
ment croissantes  , de  manière  que  les  jr  soient  peu  différens  : 
’»  inscrit,  en  forme  de  table , chaque  valeur  de^  près  de  celle 
«le*,  qu’on  nomme  Y Argument  de  cette  table.  Pour  des  nombres 
x intermédiaires,  de  simples  proportions  donnent  y,  comme 
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on  l’a  vu  pour  les  log.  ( »*'  vol.,  page  123),  et  à la  simple 
inspection,  ou  obtient  les  résultats  cherches. 

Quand  la  série  a deux  variables,  ou  argumens,  a:  et  z,  les 
valeurs  de,/  se  disposent  en  table  à double  entrée,  comme  celle 
dePytbagore  (n°  i4);  en  prenant  pour  coordonnées  x et  z,  le 
résultatest  contenu  dans  la  case  déterminée  ainsi.  Par  ex.,  ayant 
pris  z=i,  on  rangera  sur  la  i”  ligne  toutes  les  valeurs  de 
y correspondantes  à x=  i,a,  3...;  on  mettra  sur  une2cligne. 
celles  que  donne  z = 2 ; dans  une  3e , celles  de  z = 3 . . . Pour 
obtenir  le  résultat  qui  répond  à x = 3 et  x = 5,  on  s’arrêtera 
à la  case  qui,  dans  la  3'  colonne,  occupe  le  5e  rang.  Les  va- 
leurs intermédiaires  s’obtiennent  d’une  manière  analogue  à ce 
qui  a été  dit.  V.  p.  21  et  24. 

g5i.  Nous  avons  supposé  jusqu’ici  que  les  x croissent  par  des 
équidiflerences.  S’il  n’en  est  pas  ainsi , et  qu’on  connaisse  les 
résultats  y = a,  b,  c,  d. . . provenus  des  suppositions  quel- 
conques x = <t,  y , . . , on  peut  recourir  à la  théorie  ex- 

posée n°  4^5,  lorsqu’il  s’agissait  de  faire  passer  une  courbe 
parabolique  par  uue  suite  de  points  donnés  : ce  problème  n’est 
en  effet  qu’une  interpolation.  On  peut  aussi  opérer  comme  il 
suit. 

A l’aide  des  valeurs  correspondantes  connues  a,  »,  b,  /S..., 
formez  les  fractions  consécutives  : 


1 

b 

1 

c — b 

4—d~  e 

-y-V 

A*  ^ -y 

B~é=d,  b- 

y — a 

1 1 

b,=  As~a' 

« — y 

C-Br\  c- 

B, -B, 

£ — a’  1 

« — /s  -- 

xl,= 


e — d 

7=y 


Éliminant  entre  ces  équ. , on  trouve  successivement 
b^za+  A(fi  — a) , 
c = a + A{y  — *)  4.  B(y  — a)  (y — jS), 

d = a+  A(t—*)  + — a)  {}—£)  + (\ï— »)  (/-*) (/-y), 

38.. 


* 
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et  en  general 

yx—a  + A (*— *)  + B(x — a)  (x—g)  + C(x— et)  (x — /S)  (x—y) . . . 

On  cherchera  donc  les  différences  i"‘  entre  les  résultats- a,  b , 
c. . . , et  l’on  divisera  par  les  différences  entre  les  suppositions 
«, /?,  y...,  ce  qui  donnera  A,  A,,  A,...;  traitant  ces  nombres 
d’une  manière  analogue,  on  en  déduira  B , B,,  Bt...  ; ceux-ci 
donnent  C,  C,...  ; et  enfin  substituant,  on  a le  terme  général 
demandé. 

En  exécutant  les  multiplications, l’expression  reçoit  la  forme 
a + a'x  + a’x'...  • de  tout  polynôme  rationnel  et  entier;  cela 
vient  de  ce  qu’on  a négligé  les  différences  supérieures  (n°  942). 

Corde  de  6o°  =1000  

— 0,18 


62 . 20'=  r o35 


35 


65. 10  =1077 


42 


— 0,21 


B — — o,o35 
Æ,=  — o,o3i 


A = ,5 
Ax-r=.%  4*82 

69.  o =,.33 56  ^ = 
on  a a — o,  /3=2|,  y = 5§,  <T=g. 

On  peut  négliger  les  différences  3”,  et  poser 

jrx  — 1000  ,5,082.  x — 0,035**. 

g52.  En  considérant  toute  fonction^,  de  x,  comme  étant 


le  terme  général  de  la  série  que  donne  xs=m,m+h,m+tih... , 
si  l’on  prend  les  différences  entre  ces  résultats,  pour  obtenir 
une  nouvelle  série , le  terme  général  sera  ce  qu’on  nomme  la 
Différence  première  de  la  fonction  proposée  jrx , qui  est  repré- 
sentée par  £yx.  Ainsi,  on  obtient  cette  différ.  en  changeant  x 
en  x 4-  h dans  jrx,  et  retranchant  jrx  du  résultat;  le  reste  en- 
gendrera la  série  des  différences  >"*,  en  faisant  x = m , m -f-  h , 
m-\-2.h , etc.  C’est  ainsi  que 

x * , . (*4- A)*  ** 


donne  A yx 


* a+x  a+x+h  a+x 

Il  restera  à réduire  cette  expression , ou  à la  développer  selon 
les  puissances  de  h . . . 

En  général , il  suit  du  théorème  de  Taylor,  que 

Ar*  =v'h -f ifh'. + ■ + . . . 

me*  v ',/  i • » 
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Pour  obtenir  la  différence  2%  il  faudrait  opérer  sur  ùjx}  comme 
on  a fait  pour  la  proposée  ; et  ainsi  des  différentes  3",  4”. . . 


Intégration  des  Différences.  Sommation  des  Suites. 

g53.  L’intégration  a ici  pour  but  de  remonter  d’une  diffé- 
rence donnée  en  x,  à la  fonction  qui  l’a  produite;  c.-à-d.  de 
retrouver  le  terme  général  jr*  d’une  série 
connaissant  celui  de  la  série  d’une  différence  d’ordre  quel- 
conque connue.  Cette  opération  s’mdique  par  le  signe  S. 

Par  ex.,  X(3x4-|-x — 2)  doitrappeler  l’idée  suivante,  sachant 
que  h — t : une  fonction  jrx  engendre  une  série,  en  y faisant 
x=o,  1,2,3...;  les  différences  1"5  qui  s’ensuivent  forment 
une  autre  suite  dont  3x’-J-x — 2 est  le  terme  général  (elle est 
ici  — 2,  2,  12,  28...).  L’objet  qu’on  se  propose  en  intégrant 
est  donc  de  trouver^,  fonction  qui,  si  l’on  met  x+i  pour  x, 
donnera, en  retranchant, le  reste  3x*-f-x — 2. 

Il  est  facile  de  voir  que,  i°.  les  signes  2 et  A se  détruisent 
(comme  f et  d)-y  ainsi , XAfx—fx. 

20.  A(aj)  z=aùy  ; donc  Xajr=zdljr. 

3°.  Comme  A (At  — Bu)=sA&t—BAu,  de  meme,  on  a 
S( At — Bu)=AZt — BXu , t et  u étant  des  fonctions  de  x. 

954.  Le  problème  de  déterminer  jrx  par  sa  différence  1",  ne 
renferme  pas  les  données  nécessaires  pour  être  résolu  complète- 
ment ; car  pour  recomposer  la  série  provenue  dej'*,  en  partant 
de  — 2,  2,  12,  28...,  faisons  le  i*r  terme  y0=a,  nous  trou- 
vons, par  des  additions  successives,  a,  a — 2,  a + 2,  a+12..., 
et  a demeure  arbitraire. 

Toute  intégrale-peut  être  considérée  comme  comprise  dans 
l’équ.  {A)  (p.  58g) ; car  en  prenant  x = o,  1,  2,  3...,  dans 
la  différence  ir*  donnée  en  x,  on  formera  la  suite  des  diffé- 
rences ir"  ; retranchant  celles  ci  consécutivement,  on  aura  les 
différences  2",  puis  les  3",  \n...  Le  terme  initial  de  ces  séries 
sera  A'jr,,,  A4^. . . , et  ces  valeurs  substituées  dans  (A)  don- 
nant yx.  Ainsi,  dans  l’exemple  ci-dessus  (qui  n'est  que  celui 
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du  n°943,  quand  a = i),  on  a (n°946) 

— a,  Ayo  = 4»  A>V.  = 6,  A<j-0  = o...; 

d’où  jTz—J'o — a*  — x'-f-x3. 

En  general , le  Ier  terme  jr„  de  l’équ.  (A)  est  une  constante 
arbitraire, qui  doit  s’ajouter  à l’intégrale.  Si  la  fonction  donnée 
est  une  différence  2%  il  faudra,  par  une  ir*  intégration,  re- 
monter à la  différence  ir*,  et  de  celle-ci  à jx  ; ainsi  ,1’on  aura 
deux  constantes  arbitraires  j et , en  effet,  l’équ.  (A)  fait  con- 
naître encore  jrx,  en  trouvant  A1,  A3...;  seulement  jr9  et  A'j-0 
restent  quelconques.  Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

955.  Proposons-nous  de  trouver  2xm,  l’exposant  m étant 
entier  et  positif.  Représentons  ce  développement  par 

ïi"  = pxa  •+•  qxh  4-  rxc. . . , 

a,  b,  c...  étant  des  exposans  décroissans  qu’il  s’agit  de  déter- 
miner, aussi  bien  que  les  coefficiens/j,  q...  Prenons  la  différence 
1”,  en  supprimant  le  2 aui"  membre,  puis  changeant  x en 
x-f-/t  dans  le  2*,  et  retranchant.  En  nous  bornant  aux  deux 
Ier*  termes,  nous  avons 

xm=pahxa~‘+  \pa[a — i)ù*xa-\  . ,-J-jMx*-1 

Or,  pour  que  l’identité  soit  établie,  les  exposans  doivent  donner 
les  équ.  a — 1 =m,  a — h— b — 1;  d’où  b—tn-,  de 

plus , les  coefficiens  donnent 

i=pah,  — {pa(a—i)hx=qb;  d’oiip  = — 7 = —;• 

Quant  aux  autres  termes  , il  est  visible  que  les  exposans  sont 
tous  entiers  et  positifs  ; et  l’on  peut  même  reconnaître  qu’ils 
manquent  de  2 en  2;  c’est , au  reste  , ce  qui  suit  du  calcul  ci- 
après.  Posons  donc 

2 xm=pxm+1 — i xm  -f-  axm~'  -f-  $xm~2  ^ yxm~i . . ., 

et  déterminons 0,  y...  Prenons, comme  ci-dessus,  la  diffé- 

rence i rc,  en  mettant  x-j-  h pourx,  et  retranchant  : et  d’abord 
en  transposant  pxm+' — |rm,  on  trouve 'que  le  1"  membre,  à 
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cause  de/>A(in+i)=i,  se  réduit  à 


A-X,.x—+*.”^  . x—... 

2.3  4 2.5  1 b 2.7 


Pour  abréger,  nous  omettons  ici  les  termes  du  développement 
de  2 en  2 ,que  le  calcul  prouverait  s’entre-détruire  ; et  nous  dé- 
signons par  1,  m , A' , A"...  les  coefficiens  du  binôme.  Venons- 

en  au  deuxième  membre,  et  faisons  le  même  calcul  sur 

@xm~' s.  • . . nous  aurons,  avec  les  mêmes  puissances 
respectives  de  x et  de  h, 


( m — i)a  -f-m — 1 


m— 2 m — 3 


772 — 2 777 — 4- 

..—£—<*  + 

2 5 1 


4-  (m—  Z)p+m— 3.— — i - g-f--.. 

2 O 


4-  (m— 5)y  + ... 

En  comparant  terme  à terme,  on  en- tire  aisément 

mh  — A"KS  A"h5 

2.3.4.5’  v — 6.6.7,*'i 


d’où  l’on  tire  enfin 


mIH1  H i <j»m 

2x**= s — — -4-  mahxm~ ' -f-  A"bh>xm~ 3 

(fre4-i)a  2 

+ ^,TcA5Æ'"-5-f-^,,d^a:ra-;-f . . . (£)}. 

Ce  développement  a pour  coefficiens  ceux  du  binôme  de  deux 
en  deux  termes , multipliés  par  de  certains  facteurs  numé- 
riques a,  b,  c. . . , qu’on  a nommés  Nombres  Bernoulliens, 
parce  que  Jacques  Bernoulli  les  a le  premier  déterminés.  Ces 
facteurs  sont  d’un  fréquent  usage  dans  la  théorie  des  suites  ; 
nous  donnerons  un  moyen  plus  facile  de  les  évaluer  (n°  957  ) : 
en  voici  d’avance  les  valeurs. 


a 11I  ^ — Tïô>  C jjil 

g = T-,>  h—~ 


d — .40  * e — IJ.» 


. A 3 S fi  7 

• 1 4 3 b4*  • • • 


K9 1 

' 3ï7’Sô* 

956.  Concluons  de  là  que,  pour  obtenir  Zxm}  m étant  uji 


/ 
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nombre  donné  entier  positif,  il  faut,  outre  les  deux  premiers 

77Jm+l  J®1  ' . r 

termes  — , prendre  le  développement  de  (ar-f-  h)m, 

en  rejetant  les  termes  de  rangs  impairs,  i*%  3e,  5*. . . , et  mul- 
tiplier les  termes  conservés , respectivement  par  a , b,  c 

x et  h n’ont  que  des  exposant  pairs  quand  m est  impair , et  réci- 
proquement; en  sorte  qu’on  doit  aussi  rejeter  le  dernier  terme 
hm,  lorsqu’il  vient  en  rang  inutile  ; la  quotité  des  termes  est 
± m -f. 1 , quand  m est  pair  ; et  \ (m  -f-  3)  quand  m est  impair, 
c.-à-d.  la  même  pour  un  nombre  pair  et  pour  l’impair  qui  suit. 

#£l  I 

Veut-on  Sx1®? outre  — i*‘°,  on  développera  ( x -J-  h )•% 
et  conservant  les  2”,  4*S  6e’.. . termes,  on  aura 


donc 


1 oaflah  -f-i  iox7bh3  -f-  25a ...  ; 


x'1 


2x,0=^  — ix'°  + — jr?As  + *sA#  — '-x3h7- 4-^xfc. 

C’est  ainsi  qu’on  obtient 


X 

X» 

2**=-r  — 

2h 

~~  h ’ 

3/» 

x • Ar 

“ Jr* 

(S  » 

*4 

x*  Ax» 

- pr 

X» 

x*  Sx» 

Sx» 


5A 

x6 

6 h 


a 

x» 

a 


3 

5 Ax4 

12 


h*x 

h*x* 
ia  ’ 


Xr«  = - *«x 


_ x»  x« 

Sx7  = — 

oh  a 


a 

hx  7 


= fî  . 


ta 
ohx  7 


6 T ja  ’ 

1*  ■ 


=*4 

^A»x* 


13 

aA»x» 


2x9  = 


a 

X* 


-f- 


3 

3Ax« 


■ 5 

7A’x* 


( A»x4 


iqA  34  10  3 

Sx'“  = etc.  {Voyez  ci-des*u8.  ) etc. 


hix- 

"5^’ 

3 A7x* 
20  ’ 
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957.  Voici  un  moyen  facile  d’étendre  aussi  loin  qu’on  veut 
les  valeurs  des  nombres  bernoulliens  a,  b , c . . . . Qu’on  fasse 
x=A=i  , dans  l’équ.  (D)  j Xxm  est  le  terme  général  de  la  série 
qui  a x”  pour  différence  1"  ; nous  considérerons  ici  2i , et  cette 
série  est  la  suite  naturelle  o,  1 , 2,  3. . . . Prenons  zéro  pour 

. i , 1 — m 

i,r  membre , et  transposons  — - \ = — — r ; 

r rn+i  2(m+i) 

171  — - am-ybA"-\-  cA^-^-dA". . 

a(m-fi) 

En  faisant  m = 2,  le  2*  membre  se  réduit  à am,  d’où  l’on  tire 
a= m =4  donne  am  -f-  b A",  ou  ^a  + ^b,  pour  a'membre; 
on  trouve  am  + bA”+  6c,  pour  m = 6. . . ainsi,  en  procé- 
dant selon  les  nombres  pairs  m=a,  4,6,8 on  obtient 

chaque  fois  une  équ.  qui  a un  terme  de  plus,  et  sert  à trouver 
de  proche  en  proche  le  dernier  terme  za,^b,6c. . . mk. 

958.  Prenons  la  différence  du  produit 

J*—  (x  — h)x(x  + h)  (x+2 h)...  (x  + ih); 

en  mettant  x + A pour  x,  et  retranchant,  il  vient 

4r*=  x(x+h)  (x-f-aù)...  (x  + ih)  x (r  + a)A ; 

divisant  par  ce  dernier  facteur  constant, intégrant, et  remettant 
pour  ym  sa  valeur,  on  trouve 

P 

2x(x-f-A)  (x-f-2Ù). . . (x  + ih) 

= (^2  )A  + ^ (*  + aA)...  (x  + rA). 

Cette  équation  donne  l’intégrale  du  produit  de  fadeurs  qui 
forment  une  équidifférence. 

g5g.  En  prenant  la  différence  du  2*  membre,  on  vérifie 
l’équation 

2 * 

*(x+A) (x-J-aA) . . .(x+iA)  lAx(x-f-A) . . . [x+(j_,)A]’ 
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g6o.  Soit  jrx~ax  ; la  différence  est 
ÛJV=a*(a*—  i)}  d’où  jx-=^ax  (ah—i)=a*; 

donc  ïa-aa^fL  .f  const. 

1 

961 . L’éqn.  suivante  est  n°  8 dans  la  note  de  la  p.  373 , 1 «f  vol. , 

cosÆ—  cos  ^=2  sin;(^4-j?).,  siniG*  — 
or, 

A cos  x =s cos  (a:  -f- h)  — cos  x=—  2 sin  ( x -f  \h)  .sin  \ h ; 
intégrant  et  changeant  x -f-  {h  en  z , on  a 


Z sin  z~- 
On  trouverait  de  même 


cos  (z  — ±h) 
2 sin  ^ A 


■f-  const. 


1 cos  z 


sin  (z  — 4&) 

2 sin \h  ' 


const. 


Lorsqu’on  veut  intégrer  des  puissances  de  sinus  et  cosinus, 
on  les  traduit  en  sin.  et  cos.  d’arcs  multiples  ( voy . p.  256) , et 
on  a des  termes  de  la  forme  A sin  gx,A  cos  qx\  faisant  qxz=z, 
l’intégration  est  donnée  par  les  équ.  précédentes. 

962.  Soit  représentée  l’intégrale  d’un  produit  uz  par 


S(uz)  = uXz  -f-  * , 


u,  z et  t représentant  des  fonctions  de  x , celle-ci  inconnue,  u 
et  z données.  En  changeant  x en  x-f-A  dans  uZz-J-t , u devient 
u+A«,z  devient  z + Az, etc. , et  l’on  a 


uSz-f-uz4-Au.S(z+Az)-f-  t + At; 

retranchant  notre  2'  membre  wAz  -f-  /,  on  en  obtient  la  diffé- 
rence , ou  celle  de  uz  ; de  là  résulte  l’équation 

o=Au.S(z  + Az)4-A<;  d’où  t= — SfAa.Xfz-f-Az)]. 

Donc  2(u.z)  = n2!z — 2£Au.Z(z-4-Az)]; 

cette  formule  répond  à l’intégration  par  parties  des  fonctions 
différentielles , p.  445. 
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g63.  Il  n’y  a qu’un  petit  nombre  de  fonctions  dont  on  sait 
trouver  l’intégrale  finie  ; on  a recours  aux  séries  quand  on  ne 
sait  pas  intégrer  exactement.  Celle  de  Taylor  Ayx=yh- f-, . . 
(n°  952) , donne 

jra~  hty+{h'zy+ivxjim. . . , 

où  y,  y ■ - • sont  les  dérivées  successives  de  jrx,  Regardons  y' 
comme  une  fonction  s donnée  en  x ; il  faudra  faire  y'—z.y’—z’, 
y=z". . . , et  y x =fy àx—f  zàx  ; d’où 

/zdx  = 7i2z-f  . . ; 

puis  j:z=.h~‘fzdx — \hî.z  — j&’Zz*... 

Cette  équ.  donne  Zz,  quand  on  sait  trouverez',  Zz*.. . j pre- 
nons la  dérivée  des  deux  membres;  celle  du  1"  sera  Zz',  ainsi 

qu’on  peut  s’en  assurer.  On  tirera  de  là  Zz",  puis  Zz" ; et, 

même  sans  faire  ces  calculs,  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat 
de  la  substitution  de  ces  valeurs  sera  de  la  forme 


2?  = h~l  fzàx  + Az  -f-  Bhz'-\-  Ch'z’ . . . 


Il  reste  à déterminer  les  facteurs  A,  B,  C. . . Or,  si  z=xm, 
on  en  tire  fzàx , z',  z*. . . , et , substituant,  il  vient  une  série 
qui  doit  être  identique  avec  (D) , et , par  conséquent , privée 
des  puissances  m — 2 , m — 4 • • • En  sorte  qu'on  posera 


fzàx  z , ahz'  iA3z"  cA5z’ 

h 2 ‘ 1 «.2  2.3.4 


dtiz'" 

î7T6’e1'- 


a, b ,c. . . étant  les  nombres  bernoulliens. 


Par  ex.  ,s\z=:lx,h=i  ,flx.dxz=xlx — x,z'=x_1,  z"—  etc.  ; 
donc  X/x  = C- j-  xlx  — x — \lx  -J-  ax~l  4-  bx~l  -f-  cx~b  etc. 


964.  La  série  a,  b,  c,  d k,  l,  ayant  pour  dilfér.  1” 

a',  b',c  on  a vu  (u°  g45)  que 

à — a-|-af,  c -f-  c' . • . ./  = k 4-  k' ; 

équ.  dont  la  somme  donne  l=a  -f-  a-f-  b'-f-  c'. . . .-f- A'. 

Si  les  nombres  a',  b’,  c'...  sont  connus, on  peut  les  considérer 


♦ 
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comme  étant  les  iliffer.  ir"  d’une  autre  série  a , b , c. . . , puis- 
qu'il est  aisé  de  composer  celle-ci  à l’aide  de  la  ir*  et  du  terme 
initial  a.  Par  définition  (0*953)  nous  savons  qu’un  terme  quel- 
conque F,  pris  dans  La  série  donnée  a',  b',  n’est  autre 

chose  que  Al,  puisque  F z=sm — /;  en  intégrant  F =:  Al,  on  a 
Zf  = l,  ou 

S/7  a*  -f-  b'  -}■  d -f-  ....  -f-  k' , 


en  supposant  l’initial  a compris  dans  la  constante  du  signe  S. 
Donc,  en  prenant  V intégrale  d’ un  terme  quelconque  d'une 
série , on  obtient  la  somme  de  tous  les  termes  qui  le  précèdent, 

Zf*  =7 o -fjT.  + J-.  • • • • 4-  Jx-r 
Bien  entendu  que  pour  avoir  la  somme  de  la  série,  y compris 
le  terme  général^*,  il  faut  ajoutery*  à l’intégrale,  ou  bien  y 
changer  x en  x-f-  i,  ou  enfin  changer  x en  x+i  dansy*  avant 
d’intégrer.  Du  reste,  on  détermine  la  constante  en  rendant  la 
50rame=/o  quand  x—  i . 


g65.  On  sait  donc  trouver  le  terme  sommaloire  de  toute 
série  dont  on  connaît  le  terme  général,  en  fonction  rationnelle 
et  entière  de  x.  Soit  yx  = Axm  — Bx * -J-  O,  m et  n étant 
entiers  et  positifs , on  a AZxm  — B'Zx'  -f-  CXxa  pour  somme 
des  termes  jusqu’à  y*  exclusivement.  Celte  intégrale  une  fois 
trouvée  par  l’équ.  £>,  on  changera  ren  x+i,  et  l’on  déter- 
minera convenablement  la  constante. 

Soit,  par  ex. , y,  — x(ax — î)  ; changeons  x en  x 4-  »,  et 
intégrons  le  résultat  ; nous  trouvons 

' i 

a 


2SX! 


, _ , „ — x x-f  i 4*  — 

+ 3zx4-sx°=  * ^ "A —X  -A—  . 

a.3  a 3 


on  n’ajoute  pas  de  constante,  parce  que  x — o doit  rendre  la 
somme  nulle  (wy.  p.  25). 

La  série  i*,  2m,  3m. . . des  puissances  m*’  des  nombres  natu- 
rels, se  trouve  en  prenant  Sx"  ( équ.  D ) : mais  il  faut  ensuite 
ajouter  le  x'  terme  qui  est  x" , c.-à-d.  qu’il  suffit  de  chan- 
ger — ;Xm,  a*  terme  de  l’équ,  D , en  -f  {xm  : il  reste  ensuite 
à déterminer  la  constante,  d’après  le  terme  auquel  on  veut  que 
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la  somme  commence.  Par  ex.,  pour  la  suite  des  carrés,  on 
prend  1.x’,  p.  600,  en  changeant  le  signe  du  2'  terme,  et  l’on  a 


±x'  + \x'  + \x=x. 


2X  -f  I X -f  I 


la  constante  est  = 0,  parce  que  la  somme  est  nulle  quand  x=o. 

Mais  si  l’on  veut  que  la  somme  s’étende  de  n 1 h x’,  elle  est  nulle 

. ,,  „ n — « an  — 1 

quand  x =s  n — 1 ; et  1 on  a const. n — ^ ^ — • 


Cette  théorie  s’applique  à la  sommation  des  nombres  figurés. 
Par  ex.,  pour  ajouter  les  x i,M  nombres  pyramidaux  1.4.10.20  ... 
(p.  21),  il  faut  intégrer  le  terme  général  £x(x -f  2)  (x -J-  i)j 
on  trouve  (n°  958)  -jj(x — i)x(x-f  1)  (r-f  2)  : enfin  il  faut 
changer  x en  x-f  1 , et  l’on  a,  pour  la  somme  demandée, 
jjx(x-f-  1)  (x-f  2)  (x  +3).  La  constante  est  nulle. 

966.  Les  nombres  figurés  inverses  sont  des  fractions  qui 
ont  1 pour  numérateur,  et  pour  dénominateur  une  suite  figurée. 
Le  x'  terme  de  l’ordre  p est  (p.  22  ) 

1.2.3..  .(f-.L;  d0nC  C ^ 

x(x  + i)...(r  -f p— 2)  (p— 2jx(x-f 1 ) . . . (x-fp— 2) 


est  l’intégrale  (n°  959).  Changeons  lem+i,  puii  détermi- 
nons la  constante  en  rendant  la  somme  nulle  quand  x = o, 

nous  aurons  C=  - ; et  la  somme  des  x im  termes  est 

P — 2 

p — 1 1 .2.3. . .(p  — «) 

~~ (p  — 2)  (X  -f  l)  (X  -f  2) . . . (X  -fp  — 2)‘ 

Faisons  successivement p=3,  4»  5. . . . , et  nous  aurons 


T + f + S + T5  • ■ • 

X + i + T5  + ^ * 
T+5  + ÎT  + T5-- 
Ï+Î+TT  + TS  ••• 


1-2  , 1 

XfX-f-l)  1 X-f  I ’ 

i .2.3 j __  3 

x(x+ 1 ) (X-f  2)  *“  ’ (X+,)(X+T)  ’ 

i-a-3.4  _> 3.4 

*  (*+3)  * (x-f  1)... (x-f  3), 

1 «2. 3. 4* S . 2.3.5 

*  .(*-K)  ~ï  (x+ 1)... (x+ 4)’ 


♦ 
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et  ainsi  de  suite.  Pour  obtenir  la  somme  totale  de  nos  séries,  il 


faut  rendre  x infini,  ce  qui  donne  — - pour  la  limite  dont 
elles  approchent  sans  cesse. 

Pour  la  série  sin  a,  sin  (a-f  A),  sin  (a  + afi) on  a 

(n°960 

...»  . cos(a-4-Ax — ift) 

2 sin  (a-f- Ax)—  C : — — — - — ; 

2 sin  v h 


changeant  renr+i,  et  déterminant  C par  la  condition  que 
x — — i rende  la  somme  nulle,  on  trouve , pour  terme  som- 
matoire, 

cos  (a — {h)  — cos  (a  4- kr  4-  * h ) 

2 sin  j h ’ 


sin  (a  4-  {hx) . sin  [ '-h  (.r  4- 1 ) J 

ou  ; — rr » 

sin^  h 

en  vertu  de  l’équ.  (8)  de  la  note  p.  373,  Ier  vol. 

La  suite  cos  a,  cos  (a 4*  A),  cos  (a  4-2/1). . . donne  de  même 
pour  terme  sommatoire, 

cos  (a 4-  \hx)  . sin  [^(^4  0] 
sin  g h 


FIN. 
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Erratum  du  Tome  1. 


Page  44^  tigne  2,  en  remontant,  + y/«,  lisez  ±»/n 

• f ' * 

Errata  du  Tome  II. 

Pages  27  ligne  n,  le  1 *'  dê  A , lisez  le  premier  de'  A 
33  8,  en  remontant,  m"  lisez  m“ 

2^3  et  275  lisez  trigonométrie  sphérique,  au  titre  de  ia 
page. 

34o  ligne  g,  k, lisez  k 

363  ligne  11,  ajoutez,  l est  £=  ou  >1 

Ajoutez  à la  fn  de  Fart.  626 , p.  247  , , 

La  série  E est  peu  convergente  pour  les  petits  nombres  a,  3, 
5. . . Voici  l’usage  qu’en  fait  Borda  {Tableau  de  log.  décimales)  ; 

n 

:>  et 


-,  1 + Y m m ■ 

il  pose — '—z-—  — , dour  = — 
r 1 — y n m -f-  n 


Log - = 2mI  + i(£r2rî)  + sChr)  + •••} 

0 n lm  + n 1 \m  -+- n/  3 \m  -f-  nj  \ 

Telle  est  la  différ.  entre  les  log.  de  deux  nombres  m et  n, 
exprimée  par  une  série  très  convergente  , surtout  quand  m et 
n sont  grands  et  peu  différens.  Ainsi,  pour  m = 101  et  n=ioo, 
le  Ier  chiffre  significatif  du  a*  terme  n’est  que  du  8e  ordre  dé- 
cimal, et  dès  le  nombre  100,  on  peut  se  contenter  du  1 *’  terme, 
lorsqu’on  ne  calcule  les  log.  qu’avec  7 chiffres  décimaux  , et  on 
obtient  la  différ.  entre  deux  log.  successifs. 

Pour  les  petits  nombres , Borda  pose 

m — {p  —Y  {p+  2),  n = {p  -f  1)*  (/>— a) 
il  trouve  m — n = 4>  m-f-n=  a p1  — 6 p,  et  les  log.  népériens 
al(/>—  1)  +-l(/>  + a)  — al(p+  i)  — l(/7  + a)= 

3 


p‘—3p 


( 2 > 

1 2 \ 

«S- 

1 

.-n 

> 

1 +>\p>  — 3p) 
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qu'on  fasse  successvement  p — 5, 6,  7 et  8,  on  aura 
2I2  — 313  4-  I7  = 2 (js  + 3 +. . •) 

al5  -f-  l2  — 217=  2 (ïâ  4-  5 (ré)1  +•  • •) 

413  - 41a  - 15  = 2 (îfc  + Hiir)3+  • • •) 
al7+  15  -513=2(ri3  + }(aij)3+...) 

, Ces  séries  rapidement  convergentes , sont  faciles  à calculer,  et 
on  tire  ensuite  les  log.  de  2 , 3 , 5 et  7 par  l’élimination  entre 
ces  quatre  équ.  du  i*r  degré.  Haros  a imaginé  de  poser 

m =p*  (p  + 5)  (p  — 5) , n=(p  + 3)  (p—  3)  (p+ 4)  (p— 4) • 
Il  obtient  ainsi  une  série  procédant  selon  les  puissances  im- 
paires de 7^ , qui  est  tellement  Convergente , que 

r p ♦ — 25/7*4-72  a 

dès  p — 1 2 , le  2*  terme  a son  1“  chiffre  significatif  au  9'  ordre 
de  décimales.  Il  obtient  ainsi  le  log.  de/»  4-  5,  lorsqu’il  con- 
naît les  log.  de  p 4-  4>  P + 3,  p,p  — 3 et  p — 5. 
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